Ecole Nationale Supérieure de Techniques Avancées
module : Commande des Systemes

examen du cours OROC-SC-FP
“Filtrage bayésien et approximation particulaire”

vendredi 21 octobre 2016, 13:30 a 16:00

PROBLEME

L’objectif de ce probleme est d’étudier la convergence des approximations particulaires
obtenues avec l’algorithme SIR de base (avec redistribution multinomiale) dans le cas plus
général ou 'Hypothese A faite en cours

Pour tout £ =0,1,--- ,n, la fonction g, est bornée et strictement positive, i.e.

supge(z) < oo et g(x) >0 pour tout x € E,
el

est remplacée par I'Hypothese B plus faible

Pour tout £k =0,1,--- ,n, la fonction g, est bornée, positive au sens large, et
son intégrale par rapport a la distribution 7, est strictement positive, i.e.

sup gx(x) < 00 , gr(x) > 0 pour tout z € £ et (M, g) > 0,
el
et on pose
sup gi(z)
re=2E >,
(s i)

Sous 'Hypothese B, et méme si (n, gr) > 0, il peut quand méme arriver que gi(£L) = 0
pour tout i = 1,--- , N, c’est—a—dire que toutes les particules sont affectées d’un poids nul,
auquel cas (nY, gr) = 0 et (v, 1) = 0, de sorte que Papproximation i n’est pas définie.
On définit le temps d’extinction du systeme de particules comme le premier instant

™ = inf{k>0: (v, 1) =0}

= inf{k >0 : (0, gr) = gr(&,) = 0}

||Mz

= inf{k >0 : gk(g,i):Opour tout i =1,--- N},
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ou toutes les particules sont affectées d’un poids nul, et ou l'algorithme s’arréte (sous
I'Hypotheése A, le temps d’extinction 7V est bien siir infini). Pour k£ = 0, on considere
que {7V > —1} est toujours vrai.

(i) Montrer que sur ’ensemble {7V > k—1}, les approximations z’,..., ul | et
ny,...,nY des distributions normalisées, et les approximations ', ..., v
des distributions non—normalisées, sont bien définies.

SOLUTION

Pour k = 0, les distributions 7" = S™(n) et v’ = gonl’ sont bien définies, mais rien
n’empéche que la constante de normalisation (n)’, go) soit nulle, de sorte que la distribution
ud = go - nl’ n’est pas nécessairement définie.

Sur I'ensemble {7 > 0} en revanche, la constante de normalisation (n{’,go) n’est pas
nulle, de sorte que la distribution pl" = go - ¥ est bien définie.

Pour tout k = 1,--- ,n, sur U'ensemble {7 > k — 1}, les distributions ;' ; et uf ; sont
bien définies, donc les distributions nY = S™(ul | Qx) et 7Y = genl (v ;, 1) aussi sont
bien définies, mais rien n’empéche que la constante de normalisation (ni, gi) soit nulle,
de sorte que la distribution pl = g;, - n¥ n’est pas nécessairement définie.

Sur I'ensemble {7 > k} en revanche, la constante de normalisation (ny,gs) n’est pas
nulle, de sorte que la distribution i = g - 75 est bien définie.

O

On se propose d’estimer par récurrence la probabilité d’extinction, i.e. P77V < k.

Pour tout £k =0,1,--- ,n et pour tout réel positif ¢ > 0, on pose

Eé\f(c) _ sup ]P[ | <’71va — ks gb)

| >cet 7™ > k—1],
6>0: ||| =1 (9, 1)

ou le supremum porte sur les fonctions mesurables positives ¢ telles que ||¢|| = 1, et
N _

1)
FN =P —Wk ks >Ltet VN> k—1].

(ii) Montrer que I’application ¢ — Ej(c) est décroissante et que F}Y < E}Y(3).

SOLUTION
Si0<c<c etsi
N _ N _
‘M, > ¢ alors nécessairement ]M\ >c,
<7k7 1> </7k7 1>



de sorte que

(W = Yk, @) (W = Tk, @)
(Y, 1) (Y, 1)

et en prenant le supremum par rapport aux fonctions mesurables positives ¢ telles que
|#|l = 1, on obtient EY () < EYN(c).

Clairement, ¢ = 1 est une fonction mesurable positive et telle que ||¢|| = 1, de sorte que

|>c et ™ >k—1] <P[| | >cet 7 > k-1],

PY|

N
— 1
gy = pp e Z el Lot 7V > k—1]

<’Yk7 1>
N _
< sup P[]—Wk %’gb>\>%et ™ >k-1]=EY(3).
620: |6]=1 (s 1)
O
On aura besoin de 'inégalité exponentielle suivante (admise).
Inégalité exponentielle de Hoeffding
Soit (Xy,---,Xy) des variables aléatoires réelles indépendantes (mais pas
nécessairement identiquement distribuées, ni centrées) et a valeurs bornées,
ie. a < X; < b, pour tout ¢ =1,--- , N. Pour tout réel positif ¢ > 0
N
1 2N ¢?
Pll— SO(X; —E(X,)| > c] <2 exp{— ——S V.
[y 06O 2 el <2 0l 2 )
» Initialisation, & = 0.
(iii) Montrer que
(7" — 70, 1
P = 0] = B[ (44, 1) = 0] < p[| 20 200 4y gy
<707 1)
SOLUTION
N
— 1
Si (v, 1) = 0 alors |M| =1 > 3, de sorte que
<707 1>
N
— 1
Bl = 0 = B[ (7g'.1) = 0] < B[ 0 0Ly s 4y gy
<707 1>
(I




(iv) Montrer que pour toute fonction mesurable positive ¢ telle que ||¢|| =1

N 2
PE =299 o) = B — o0 )] > ¢ (s g} ] < 2 exp{— 2 N}
<7071> "o

[Indication : On pourra utiliser I'inégalité exponentielle de Hoeffding, avec

0< X, = go(ﬁé) ¢(§é) < sup go(x) pour tout ¢ = 1,--- , NV
el

ot les v.a. (&), -+ ,&Y) sont indépendantes de distribution commune 7g.]
En déduire que

N 2
Ey (c) <2 exp{— 7]\7} :
0

SOLUTION

On rappelle 'expression
<7(Z)V — Yo, ¢> = <776V — 7o, 90 ¢> ;

pour toute fonction ¢ mesurable bornée, et on en déduit que
<707 1>

Pour toute fonction mesurable positive ¢ telle que ||¢|| = 1, on définit

| > c] = P[{(n) — 10,90 &)| > ¢ {10, 90) ] -

0<X; =go(&) #(&) <supgo(x)  pourtouti=1,--- N
el

ott les v.a. (&, -+ ,&Y) sont indépendantes de distribution commune 7, et on vérifie que

E(X;) = E[Qo(fé) ¢(fé)] = (10,90 9) ,

et
1N } } 1N
<77(])V — 10, Jo §) = N Z[Qo(f&) ¢(&) — (10: 9o 9)] = N Z(Xz —E(X3)) .
i=1 =1
D’apres I'inégalité de Hoeffding
PLI(5" =10, 90 ¢) | > ¢ (10, 90) ] < 2 exp{— 2 (%)2 N}

zel

2 2
< 2exp{—r—§N}.
0



On en déduit que
N 2
— Y0, 2c
P10 00 s ) < g expl- 25y
<’707 1> To
et en prenant le supremum par rapport aux fonctions mesurables positives ¢ telles que

|o|l = 1, on obtient

N 2
Ey (¢) <2 exp{— T_QN}
0

O
» [tération, k=1, ---  n.
(v) Montrer que
Pl <k]=P" <k —-1]+P" =4k],
et
P =k = P[{(v),1) =0et 7% > k—1]
(v = s 1) 1 N N
<P|———|>s5et 7" >k-1|=F, .
— H <'7k; 1) | 2 ] k
SOLUTION

Pour tout k = 1,--- ,n, les bons ensembles {T¥ > k} C {r" > k—1} sont emboités, et
on a

PN <k]=Pr" <k—-1+Pr" =k .

<71]cv_7k’71>|
(k1)
P[rY =k = P[{(v),1) =0et 7 > k—1]

Sur 'ensemble {7V > k—1}, si (v, 1) = 0 alors | =1 > 1, de sorte que

=Yk, 1)

(Y, 1)

IN

P | | >Let 7V > k—1]

IN

EN

O

(vi) Montrer que sur I’ensemble {7 > k—1} pour toute fonction mesurable
bornée ¢

‘ <7]1fv — Yk ¢>
(Y&, 1)

<%].cv—1 — V-1, Qr(gr ?))
(Ve—1,1) (ks g)

<771]gv - ,uév_l Qks gk @)
<7]k7 gk>

| <

<7]J§V—1 — Vk-1, 1> ’ )

+
| <fyk*17 1>

[ (1+]
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En déduire que

E]i\/(c) _ sup P[l <7}va - '7k7¢>

620 4]=1 (7, 1)

N —_
< sup IED[ | <7k—1 <'7k—1; ?k(Qk ¢)>
$20: |6]=1 1)

|>cet 7™ >k—1]

| > Le (n, gi) et TV > k—1]

(M — Ye-1,1)

+ P[] | >1et 7V > k—1]

<7k‘*1? 1>
+ sup Pl (0 — iy Qro gk @) | > 3¢ (s gi) et 7V > k—1] .
$2>0:1¢l=1
SOLUTION

On rappelle la décomposition

= e ) = (Very — Yo-1, Qu(gk 8)) + (M — 1y Qi, 9 ) (Voe1, 1)

valide sur 'ensemble {7V > k—1} pour toute fonction ¢ mesurable bornée. On en déduit
que sur I'ensemble {7V > k—1}

| = e 0 | < Ty = -1, Qi ) |+ 1 (0 = sy Qi 96 0) | (71, 1)
< |y = Y1, Qrl(gr 0)) |

+ 1 =t Qi gk @) | (-1, 1) + [ (il — w1, 1))

de sorte que
(&, 1) (Ve-1,1) (7K gr)

<TIIJCV - /~L]]g\11 Qk, gk ¢>
<77k»gk>

<7]]€\£1 - Vk-1, ]'> | )

_l’_
| <,yk—17 1>

[ (1+]

Sur 'ensemble {7V > k—1}, si

(71]gV—1 — V-1, Qr(gr 9))
<7k—1> 1)

<Pyliv—1 - Vk—1, 1>

| <7k—1> 1>

| <

Y

N[ =

| < 3¢ (s ge) et

et
| (e — a1 Quy gk @) | < 3¢ (i, gi)



alors nécessairement

| <71£:V_7k7¢> | <c.
<ﬁ}/ka 1> N
On en déduit que
N _
EN@e) = sup P[] M\ >cet 7V > k—1]
620 |9} =1 (> 1)
N
< sup P[] =1 = Y1, Qul94 9)) | > %c (e, gr) et 7 > k—1]
6>0: [|g]=1 (Yr-1,1)

(W — Yr-1,1)
<7k*17 1)

+ sup PLI(0Y — iy Qrogr ) | > 5 ¢ O gr) et TV > k=17
$20:]|]=1

+ P | >Let 7V > k—1]

Le deuxiéme terme est majoré par F}¥ |, compte tenu de la propriété d’emboitement des
bons ensembles.

O

Dans le second membre, le deuxieme terme est facilement majoré par FY . et on se
) k—1>
propose d’étudier successivement le premier et le troisieme terme.

(vil) Montrer que pour toute fonction mesurable positive ¢ telle que ||¢| =1

N
]P)H <’7k—1 7’6*17@’6(‘(]/6 ¢)> | > %C <77kagk> ot 7_N > ]{?—1]

<P)/k717 1>
N p——
< sup IP’[|<%€_1 7k_1’¢>|>%£et ™ >k-1].
$20:|]=1 (Yo-1,1) Tk

En déduire que

N
Vi1 — Vi-1, Qr(gr ¢ c

sup IP)[|<k1 L Gl )>|>%c(nk,gk) et TV > k—1]<EY (3 —) .
$>0: |6]=1 (Yr—-1,1) Tk

SOLUTION

Pour toute fonction mesurable positive ¢ telle que ||¢|| = 1, on a

0 < Qrlgr @) (z / Qr(z,dz") gp(z") p(2") < sup g(z) ,

zelR



pour tout x € E, et on en déduit que

Vel 1 = V-1, Qu(gr ¢))

P[| T 1> Le (e gi) et 7 > k—1]
=Pl <iZﬁN;11_> ;@g@fgg ]:b;b()zf) > e sup ézk(ygik;) (z) et > k=]
I
: ¢zos:lﬁ§||=lp[| %V_(l%_zkl)b . > %i et 7 > k-1 < B %) ’

compte tenu de la propriété d’emboitement des bons ensembles, et en prenant le supremum
par rapport aux fonctions mesurables positives ¢ telles que ||¢|| = 1 on obtient

N
sup ]P)H <P)/k—1 P}/k—lan(gk ¢)> | > %C <77k:,9k> ot 7_N > k’—l] S E}i\f_l(% i) .
$>0:||¢]|=1 (Ye-1,1) e

|

(viii) Montrer que sur ’ensemble {7V > k—1}, mesurable par rapport a la tribu
FY | engendrée par toutes les particules jusqu’a la génération (k—1), pour
toute fonction mesurable positive ¢ telle que [|¢]| =1

2

C
k

[Indication : On pourra utiliser I'inégalité exponentielle de Hoeffding, avec

0< X, =agu(&)0(&) <supge(r)  pourtouti=1,--- N
el

ot conditionnellement par rapport & F{ | les v.a. (&, -+ ,&Y) sont indépendantes
de distribution commune 5y | Q.|

En déduire que

2
¢
sup Pt — ey Qr 9k @) | > ¢ (i, i) et 7 > k—1] < 2 exp{— 2 5 N} .
$>0:||pll=1 T

SOLUTION




Pour toute fonction mesurable positive ¢ telle que ||¢|| = 1, on définit

0< X, = gk(f‘,i) (b(f,i) < sup gi(x) pour tout t = 1,--- , N
el

olt conditionnellement par rapport & F , les v.a. (&L,---,&Y) sont indépendantes de
distribution commune pf ;| Qk, et on vérifie que sur I'ensemble {7V > k—1}

E(XZ | ]:lfzv—l) - </L;CV—1 Qkugk ¢> 3

et
T
MR = 1y Qrs g1 9) = N Z gk (&) ¢ — (11 Qrr g 0) ]
X
- § LB | AL

D’apres l'inégalité de Hoeffding, sur ensemble {7V > k—1}

P[0k — -1 Quy 9k 0 | > 5 ¢ (M gi) | Fily ]

< 2 exp{— 2(#) N}

a
k

On en déduit que

Pl — pn—q Qrs g @) | > 3¢ (e, gi) et ™ > k=11 FY ]

= I(TN > k—1) Pl — iy Qs gk &) | > 5 ¢ (s gie) | Fily ]

2
5 C
< 2 exp{— §T_2N} s
k
de sorte que, en prenant ’espérance

2
c
P[I(me — pin-q Qs gr &) | > 3¢ (i, gie) et 7 > k—1] < 2 exp{— %pN} ;
k
et finalement, en prenant le supremum par rapport aux fonctions mesurables positives ¢
telles que ||¢]| = 1, on obtient

2

c
sup P[0 — pd | Qu, gk @) | > %c (N, gr) et ™V > k—1] < 2 exp{— %—QN} )
$>0:|¢||=1 Tk



O

En reportant les estimations obtenues en réponse aux questions (vii) et (viii) dans la
majoration obtenue en réponse a la question (vi), on obtient

N N 1€ N 2 €

Ep(c) < B0 (5 T—k) + B+ 2expl{- 5 5 N} (%)

3

avec la condition initiale )

2
EN(c) <2 exp{— — N},
To

obtenue en réponse a la question (iv).

(ix) Montrer par récurrence, en utilisant la relation (x), que la probabilité
d’extinction vérifie

P <n] < a, exp{— b, N} ,

ou a, >0 et b, > 0 sont des réels positifs.

SOLUTION

On rappelle les estimations obtenues en réponse aux questions (iii) et (v), soit
PV <k <PV <k—-1]+FN avec la condition initiale — P[r" < 0] < FJ¥ |

de sorte que
PV <n) <Y KN <Y EN(3).
k=0 k=0

en utilisant I'estimation obtenue en réponse a la question (ii).

On se propose de montrer par récurrence que
EY(c) < ex max(exp{—dc® N}, exp{—fr N}) = e exp{—min(dy, c?, fr) N}) ,

oue, >0, d, > 0et fr, >0 sont des réels positifs.

Pour k£ = 0, on vérifie que
2

c
E)(c) <2 exp{—2—5 N},
To
c’est—a—dire que I’hypothese de récurrence est vérifiée au rang 0, avec

1
60:2 et d0:2ﬁ et f0:+OO
0

Si 'hypothese de récurrence est vérifiée au rang (k — 1), c’est—a—dire si

E ((c) < ey exp{—min(dy_1 ¢, fr_1) N},

10



alors

2
c ) c
El]gv—1(% —) < ep—1 exp{— mln(% dyp—1—, Je-1) N},
et

F . < E’k 1( ) < ep_1 exp{— mm( dp—1, fx—1) N} .

En utilisant la relation (x) et la majoration
a exp{—z} +a exp{—2'} < (a+ d') exp{—min(z,2")} ,

valide pour tous réels positifs a > 0, a’ > 0, x > 0 et 2’ > 0, on en déduit que

B < BL G5+ F 42 (-3 5 )

k

2
. c .
< ep_1 exp{—min(] dy_; 3 fom1) N} + ep1 exp{—min( dy_1, fe—1) N}
k

2 c?
T

. 62 02
< 2(ep—1 + 1) exp{—min(] dy_1 = foot, Y1, 2 ﬁ> N}
k k
2
< 2(ep—1 + 1) exp{— min(min(; dy_1, 2) =t min(fy_1, 3 dp_1)) N},
i

c’est—a—dire que ’hypothese de récurrence est vérifiée au rang k, avec
. 1 .
er =2(ep—1+1) et d, = mm(}1 dj_1, %) = et fr = min(fr_q, }l dg_1) -

k

En particulier pour ¢ = 3, on a

27
FY <EY(3) <ep exp{—min(2 dy, fr) N} ,

pour tout £ =0,1,---,n, de sorte que

Pl < n) ZFk < Zek exp{— min(4 dy, fx) N}
k=0

n

< [Zek] exp{— Bnln min(§ di, fr) N},

k=0 _77"»

c’est—a—dire que la majoration annoncée est vérifiée avec

n
ay, = Zek et b, = min min(}l di, fx) -

k=0,1,--,n
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