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Introduction générale

L’analyse des écoulements fluides a partir d’images est liée & de nombreuses applica-
tions dans le domaine des sciences environnementales (météorologie, climatologie, océa-
nographie), de la mécanique des fluides expérimentale ou de I'imagerie médicale. En mé-
téorologie, l'intérét se porte sur la détection et la prédiction de situations critiques liés a
des phénomeénes particuliers (dépressions, tornades), et sur I'observation du climat dans
sa globalité. En océanographie, les applications concernent I’étude de 1’évolution des cou-
rants marins ou la dérive d’entités passives (icebergs, nappes de pollution). La mécanique
des fluides expérimentale s’intéresse au controle et a la compréhension d’écoulements par-
ticuliers tels que les écoulements turbulents, et & Iamélioration de la modélisation des
phénomeénes physiques. Les applications sont trés nombreuses et ont un impact industriel
considérable dans le domaine des transports, dans le secteur pharmaceutique ou encore
dans le secteur agro-alimentaire. L’analyse des écoulements fluides intervient également
dans le domaine de la microfluidique ou en imagerie médicale, ot I'application concernée
est I’étude de I’écoulement des biofluides.

Pour toutes les applications concernées, la connaissance de I'information de mouvement
est primordiale afin d’analyser et de comprendre les écoulements observés. Dans le domaine
de la météorologie, 'objectif principal est la reconstruction des champs de vent. En mé-
canique des fluides expérimentale, la description et I’analyse de I’écoulement s’effectuent a
partir des quantités relatives a son mouvement (vitesse, vorticité, divergence).

Une information quantitative sur le mouvement peut directement étre obtenue par des
systémes de mesure physiques traditionnels. Dans le contexte de la mécanique des fluides
expérimentale, la vitesse peut ainsi étre mesurée par un dispositif placé dans ’écoulement
observé (anémomeétrie a fil chaud par exemple). Dans le domaine des sciences géophysiques,
les capteurs in situ tels que les ballons sonde, les bouées, les stations au sol ou les capteurs
situés sur des avions ou des bateaux permettent également de fournir des données sur la
vitesse et l'orientation du vent ou des courants marins. Cependant, les données provenant
de ce type de capteurs sont éparses, cotiteuses et obtenues de maniére intrusive.

Avec le développement des techniques de visualisation, I'intérét s’est naturellement
porté sur l'information pouvant étre apportée par les images. Dans le cadre de I'étude
expérimentale des écoulements fluides, 1'utilisation de caméras modernes associées a des
nappes laser permet désormais ’enregistrement de séquences d’'images & trés haute résolu-
tion. Dans le domaine des sciences environnementales, les capteurs des satellites bénéficient
également des développements techniques (caméras rapides, lasers de haute puissance).
L’imagerie satellitaire fournit ainsi une information plus globale que les capteurs, avec
une résolution spatiale des données plus fine. La quantité d’information spatio-temporelle
disponible augmente régulierement et devient quasi-continue.



L’information apportée par les séquences d’'images est compléte et précieuse, cependant
elle est plus difficile & exploiter que des mesures in situ. L’information sur les phénoménes
observés doit en effet étre extraite des données de luminance. Ce probléme est délicat
puisque généralement, I'information recherchée n’est pas une fonction simple des données
brutes de 'image.

Dans le cas d’'images décrivant des écoulements fluides, 'extraction de l'information
de mouvement est un probléme particulierement complexe. Qutre le probléme de la
perte de dimension due a la projection d’un mouvement tridimensionnel dans le plan
image et le fait que les images soient parfois peu contrastées, les images d’écoulements
fluides présentent des distorsions spatiales et temporelles importantes de la fonction de la
luminance. De plus, les mouvements associés a un écoulement fluide sont caractérisés par la
présence de zones tourbillonnaires ou de divergence. Cette spécificité fait que l'utilisation
des techniques classiques d’estimation de mouvement issues de la communauté de vision
par ordinateur n’est pas adaptée. Ces techniques ont en effet été développées pour des
mouvements quasi-rigides, et s’appuient sur des caractéristiques spatio-temporelles stables
de la fonction de luminance.

Le développement de nouvelles techniques d’extraction ou d’analyse de champs de
vitesses d’écoulements fluides a partir de séquences d’images constitue donc un domaine
de recherche aux applications nombreuses et cruciales. Le travail présenté ici s’inscrit dans
ce contexte et s’articule autour de deux axes principaux : ’estimation de champs de vitesses
et leur suivi temporel.

Dans le domaine de la vision par ordinateur, le probléme de 1’estimation de mouve-
ment est ancien et son étude a donné lieu a un trés grand nombre de contributions. Le cas
particulier de l'imagerie fluide a attiré ’attention de la communauté il y a quelques an-
nées. Il a alors été proposé d’adapter les techniques génériques d’estimation en incorporant
des contraintes physiques adaptées aux phénoménes étudiés. Cette approche a conduit au
développement de nouvelles méthodes d’analyse du mouvement. Les méthodes proposées
offrent une alternative aux techniques traditionnellement utilisées dans les domaines de
la météorologie et de la mécanique des fluides expérimentale, en permettant l'extraction
d’une quantité d’information plus importante.

Le probléme de suivi de champs denses de vitesses n’a quant a lui jamais été traité
dans le domaine de la vision. Ceci peut s’expliquer par le fait que dans les applications
usuellement traitées (suivi d’objets, de personnes), il est trés rare de disposer d’une
information sur la loi d’évolution des éléments a suivre. Le suivi peut par contre s’appuyer
sur des caractéristiques informatives des objets, qui restent stables dans le temps. Les
méthodes de suivi s’intéressent donc généralement au suivi d’éléments de taille réduite
(points d’intérét, courbes). Dans le cas des images décrivant des écoulements fluides, la
situation est différente. Il est possible de s’appuyer sur une connaissance des lois d’évo-
lution du fluide, mais on ne dispose pas de descripteurs simples pouvant étre aisément
suivis dans le temps. Le suivi du champ de vitesses dans son ensemble conduit alors a un
probléme de suivi de trés grande dimension, difficile a traiter. Lorsque le suivi est formulé
dans un cadre probabiliste, cette dimension élevée est d’autant plus problématique et
nécessite le développement de méthodes appropriées.

La premiére partie du document portera sur le probléme de I’estimation du mouvement
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a partir d’images décrivant 1’évolution d’un écoulement fluide. Un chapitre préliminaire pré-
sentera quelques rappels de définitions et propriétés relatives aux champs de vecteurs plans
et a la mécanique des fluides. La synthése des travaux existants dans le domaine de 1’esti-
mation de mouvement mettra en avant qu’aucune des méthodes ne permet d’obtenir une
représentation compacte des champs de vitesses estimés. Cette observation nous conduira
a proposer une méthode d’estimation paramétrique dédiée aux mouvements fluides, four-
nissant une solution de faible dimension. Une validation expérimentale de la méthode sera
enfin proposée sur différents types d’images, provenant de divers domaines d’applications.

La deuxiéme partie traitera du probléme de suivi temporel de champs de vitesses a
partir de séquences d’images. L’état de ’art mettra en avant que le probléme de suivi
de points caractéristiques ou de courbes a été abordé précédemment, mais qu’aucune de
ces méthodes n’intégre l'information disponible sur I’évolution temporelle du phénomeéne
observé et ne garantit une cohérence temporelle des estimations. La synthése des travaux
existants indiquera également que le suivi de champs de vitesses reste un probléme de
recherche ouvert, et que les rares contributions dans ce domaine sont actuelles. Nous pro-
poserons dans cette deuxiéme partie de formuler le probléme de suivi de champs de vitesses
d’écoulements fluides comme un probléme de filtrage bayésien. Cette approche permettra
d’introduire un modéle simple sur la dynamique de I’écoulement dans le processus d’estima-
tion. La représentation de taille réduite des champs de vitesses proposée dans la premiére
partie du document sera alors cruciale pour construire le modéle de filtrage. La méthode
de suivi qui en découlera permettra de prédire et d’estimer les champs de déplacements sur
toute la séquence d’'images, en garantissant la cohérence temporelle des estimations. Les
résultats obtenus par cette technique seront présentés et discutés dans le dernier chapitre.
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Introduction

La premiére partie de ce document traite de l'estimation d’'un mouvement apparent
communément appelé “flot optique” a partir d’une séquence d’images décrivant des phé-
nomeénes fluides. Ce mouvement apparent consiste en la projection d’une scéne tridimen-
sionnelle dans le plan image. Dans le domaine de la mécanique des fluides expérimentales,
les images sont acquises dans un plan laser aprés avoir ensemencé l’écoulement par des
traceurs (particules, fumée). La mesure du déplacement de ces particules permet d’obte-
nir des données de vitesses empiriques de I’écoulement dans le plan de visualisation. Ces
données peuvent ensuite étre comparées & des modéles théoriques. Dans le cas d’écoule-
ments complexes, ces données constituent un moyen de comprendre I’écoulement. Dans le
domaine des sciences environnementales telles que la météorologie ou 'océanographie, les
images sont fournies par les satellites en orbite autour du globe terrestre, et il s’agit de
mesurer le déplacement des courants atmosphériques ou océaniques.

L’estimation d’un champ de vitesses & partir d’images est difficile puisque les variations
d’intensité de l'image sont les seules données disponibles pour remonter au mouvement.
Dans le domaine de la vision par ordinateur, ce probléme est ancien et a donné lieu a de
nombreux travaux. Néanmoins, ces méthodes ont été baties pour des objets rigides ou
peu déformables, et sous une hypothése de conservation de la luminance d'un point 3D le
long de sa trajectoire. Dans le cas particulier des écoulements fluides, le développement de
méthodes d’estimation de mouvement spécifiques est nécessaire et de nombreux problémes
restent ouverts. Cette premiére partie a pour but de situer et de présenter la contribution
que nous proposons dans ce domaine.

Le premier chapitre présente des définitions et propriétés relatives aux champs de vec-
teurs bidimensionnels. Quelques rappels de mécanique des fluides sont également proposés,
en se restreignant aux notions utilisées dans la suite du document.

Une synthése des travaux relatifs a I'estimation du mouvement a partir d’images est
présentée dans le chapitre 2. L’accent est mis sur les méthodes usuellement utilisées dans les
domaines d’application concernés par les fluides, ainsi que sur les méthodes de flot optique
adaptées aux mouvements fluides, récemment proposées dans le domaine de la vision par
ordinateur. Un rappel des modélisations paramétriques existantes est enfin effectué, en
étendant 1’état de 'art au contexte non rigide.

Le chapitre 3 décrit la méthode d’estimation paramétrique que nous proposons. Celle-ci
s’appuie sur une modélisation issue du domaine de la simulation numérique d’écoulements
fluides. La nature paramétrique de 'estimateur conduit & une représentation compacte du
champ de vecteurs estimé.

Des résultats expérimentaux relatifs & divers domaines d’applications sont exposés et
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analysés dans le dernier chapitre. La méthode est testée sur des exemples synthétiques
ou la vérité terrain est connue, ainsi que sur des exemples correspondant a des situations
réelles.
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Chapitre 1

Rappels généraux

Ce chapitre présente un ensemble de rappels sur les champs de vecteurs bidimensionnels,
ainsi que quelques propriétés issues de la mécanique des fluides. Un ouvrage d’introduction
a la mécanique des fluides tel que 38| pourra fournir au lecteur un exposé complet et
détaillé. Nous nous concentrons ici sur les notions utilisées dans la suite du document.
Les liens fondamentaux entre les quantités caractéristiques des mouvements fluides (telles
que la vorticité et la divergence) et les champs de vecteurs sont exposés. Des équations
de conservation et d’évolution spécifiques aux écoulements de nature fluide sont ensuite
présentées.

1.1 Champs de vecteurs bidimensionnels

Un champ de vecteurs bidimensionnel w est une application définie sur un ensemble
borné 2 de R? et & valeurs dans R?. Nous le notons w(x) = (u(x),v(x))?, ot x = (x,%)
et x et y sont les coordonnées spatiales. Chaque composante du champ de vecteurs est
supposée deux fois contintiment différentiable : u,v € C%(Q,R).

1.1.1 Vorticité et divergence

Soit V = <a%, a%) l'opérateur dont les composantes sont les dérivées partielles par

rapport aux coordonnées x et y. La divergence et la vorticité du champ de vecteurs sont
définies respectivement par :

ou Ov
di B LR 1.1
ivw g + 2y w (1.1)
ov  Ou
1 = - = V.-wh, 1.2
curl w 9 0y w (1.2)
oit wb = (v, —u) est l'orthogonal de w.

La vorticité rend compte de la présence d’'un mouvement tourbillonnaire, alors que
la divergence est reliée & la présence de puits ou de sources. Un champ de vecteurs a
divergence nulle en tout point est dit solénoidal. Inversement, un champ a vorticité nulle
est dit srrotationnel.

17



1.1.2 Décomposition de Helmholtz

Tout champ de vecteurs s’annulant a linfini peut étre décomposé en somme d’une
composante irrotationnelle notée wy,.. et d’'une composante solénoidale wg,;. Cette décom-
position est connue sous le nom de décomposition de Helmholtz :

W = Wipp + Weor. (1.3)

La figure 1.1 illustre la décomposition de Helmholtz d'un champ de vecteurs sur un
exemple trivial.
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Fia. 1.1: Décomposition de Helmholtz d'un champ de vecteurs. (a) Composante irrota-
tionnelle; (b ) Composante solénoidale; (¢) Somme des deux composantes.

Lorsqu’on ne dispose pas de conditions nulles au bord, une nouvelle composante har-
monique (& divergence et vorticité nulles) doit étre ajoutée a a la décomposition. Cette
derniére est appelée composante de transport et notée wy.,. La décomposition du champ
de vecteurs s’ecrit alors :

W = Wipp + Wgol + Wipg. (14)

Un résultat connu stipule que tout champ irrotationnel est associé a une fonction sca-
laire ¢, appelée potentiel de vitesse, telle que w = V. De la méme maniére on peut montrer
qu’il existe une fonction scalaire 1) telle que wt = V4. C’est la fonction de courant.

La décomposition de Helmholtz peut étre réécrite en termes de fonctions de potentiel :

w = Vo + V5. (1.5)

1.1.3 Loi de Biot-Savart

En calculant successivement la divergence et la vorticité du champ w décrit par (1.5)
les fonctions de potentiel définies précédemment peuvent étre exprimées comme solutions
de deux équations de Poisson :

Y

Ap=divw et Ay =curlw, (1.6)
avec A = (;—;2, 53—;2> opérateur Laplacien.

Ces solutions s’écrivent comme un produit de convolution de la maniére suivante :

18



o(x) = - G(x —u)div w(u)du = G * div w(x), (1.7)

P(x) = - G(x — u)curl w(u)du = G * curl w(x), (1.8)

ot G est la fonction de Green associée au Laplacien bidimensionnel :

1
G(x) = — In(||x]|)- 1.9
(x) = 5 In(|x]) (19)
Ces derniéres relations permettent d’exprimer les fonctions de potentiel ¢ et ¢ & partir
de la divergence et de la vorticité du champ. Les champs de vecteurs w;,,. et Wy, s’écrivant
respectivement comme le gradient et le gradient orthogonal de ces fonctions de potentiel,
les équations (1.7) et (1.8) deviennent :

Wirr(x) = K xdiv w(x), (1.10)
Wei(x) = Kt xcurl w(x), (1.11)

avec K gradient du noyau de Green :

X

K(x) =VG(x) = R IER

(1.12)

L’équation (1.11) est connue sous le nom d’intégrale de Biot-Savart. Ces relations sont
cruciales puisqu’elles permettent de reconstruire la composante irrotationnelle du champ
de vecteurs & partir de la divergence, et la composante solenoidale & partir de la vorticité. Il
est ainsi possible de retrouver le champ complet & partir des quantités scalaires de vorticité
et de divergence.

1.2 Relations fondamentales

1.2.1 Equation de continuité

L’équation de continuité de la mécanique des fluides provient directement de I’hypothése
de la conservation de la masse. Dans un milieu continu en mouvement, soit m la masse
d’un fluide de densité p, contenue dans un volume V' a linstant ¢ :

m(t) :/ p(x,t)dx. (1.13)
V(t)
A partir de 'hypothése de conservation de la masse (% = O) on peut alors écrire :

/V . <% + div (pv)> AV (t) =0, (1.14)

oit v = (u,v,w)T est ici le champ de vitesses tridimensionnel. Cette équation étant vérifice
pour tout volume V', on en déduit 1'équation de continuité :
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dp . -
i +div (pv) =0, (1.15)

qui s’écrit encore :

%—i—pdivv:o. (1.16)

Cette équation relie une variation de la densité p du fluide a la variation de son volume.

1.2.2 Equation de Navier-Stokes

L’équation de Navier-Stokes décrit I’évolution temporelle d'un fluide en mouvement.
Elle est obtenue en appliquant la seconde loi de Newton au fluide. Le bilan des forces
exercées sur le fluide (gravité, pression, viscosité) est ainsi égal au produit de sa masse et
de 'accélération qu’il subit.

Dans le cas d’un fluide incompressible (tel que div w = 0), I'équation de Navier-Stokes
en dimension 2 s’écrit alors :

ow 1

— 4+ (w-V)w =—=Vp+rAw, (1.17)
ot p

ol p est la pression et v est le coefficient de viscosité du fluide.

L’équation peut étre reformulée en termes de vorticité et de vitesse. En effet, en appli-
quant 'opérateur curl a (1.17) et en utilisant la contrainte div w = 0 on obtient, en notant
& la vorticité du fluide :
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o W VE=vAL (1.18)

Cette formulation wvorticité-vitesse de I'équation de Navier-Stokes présente ’avantage
de ne plus inclure le terme de pression p. Notons qu’en dimension 3 un terme essentiel de
déformation ¢ - Vu apparait dans I’équation :

a¢

ot
ou ( est le rotationnel du champ de vecteurs v = (u,v,w)T. Le rotationnel est défini en
dimension 3 par ¢ = ((z, (y, (2)

+u-V(—(-Vu=rvA(, (1.19)

0w v @ ow _O0v Ou

_dw_ % _duv_dw @ _gu 1.2
oy 0z’ S 0z Ox’ < (1.20)

Ca = oy
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Chapitre 2

Estimation du mouvement :
approches existantes

Nous portons notre attention dans ce chapitre sur les méthodes d’estimation du mou-
vement & partir d’images consécutives. Le probléme général d’estimation de mouvement
a conduit & de nombreux travaux, avec de multiples applications dans le domaine de la
vision par ordinateur. Nous nous intéressons au cas particulier des images décrivant des
phénomeénes de nature fluide. Nous évoquons les méthodes basées sur des techniques de
corrélation, traditionnellement appliquées en météorologie ou en mécanique des fluides
expérimentale. [.’accent sera ensuite mis sur les méthodes dites de “flot optique”, visant &
fournir une estimation dense du mouvement (un vecteur vitesse en chaque pixel de I'image).
Les contributions récentes apportées dans ce domaine sont présentées. Ces méthodes ont en
commun d’inclure des hypothéses sur la nature ou le mouvement des phénomeénes observés,
contrairement aux estimateurs génériques. Enfin, une partie sera consacrée & la présenta-
tion des méthodes d’estimation conduisant a une représentation paramétrique du champ
de vecteurs.

2.1 Meéthodes de corrélation

Un estimateur de mouvement défini sur la base d’une technique de corrélation consiste
a estimer un champ w localement constant sur des fenétres W(x) centrées en différents
points de I'image. La recherche s’effectue sur un espace d’états discrets :

w(x) = arg

> C(I(r +w), Ii(r)). (2.1)

min
we{—u,...,u}x{—v,...,v} e (x)

La fonction de similarité C permet de comparer les deux images I et Iy a Uintérieur
du domaine W(x). Elle peut étre construite a partir de la valeur absolue ou du carré de la
différence inter-images déplacée (DID) :

L(x+w(x))—Li(x)=0 Vx. (2.2)

Le critére de similarité peut également étre défini au moyen de la fonction de corrélation :
C(IQ(I‘—l-W),[l(I‘)) = —IQ(I‘—I-W)[l(I‘), (2.3)
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ou plus usuellement sa forme centrée et normalisée :

(I(r +w) — L(x+w))(Li(r) — Li(x))
07, (X + W)O’]1 (X)

C(IQ(I‘—I-W),Il(I‘)) = , (2.4)

ot I(x) et 02(x) désignent les moyenne et variance empiriques de la luminance I sur la

fenétre W(x).

Les techniques de corrélation peuvent étre implémentées dans le domaine de Fourier
et fournissent ainsi une méthode d’estimation du mouvement treés rapide et simple a
mettre en oeuvre. Ces méthodes sont de plus robustes aux changements d’illumination
et localement robustes au bruit. Néanmoins, elles peuvent étre mises en échec dans des
zones de forte variabilité. Le résultat fourni ne correspond alors plus a la solution dense
souhaitée. De plus, leur nature locale conduit & de fortes variations spatiales qu’il peut étre
nécessaire de corriger. Un post-traitement est alors nécessaire pour détecter et supprimer
les vecteurs erronés. Enfin, I'estimation est réalisée sans tenir compte du contexte spatial
ou temporel. D’ailleurs, aucune connaissance a priors sur la structure spatiale et temporelle
de I'écoulement ne peut étre facilement exploitée dans ce type de techniques. L’inclusion
de contraintes cinématiques ou dynamiques est dés lors difficilement envisageable.

Les méthodes d’estimation basées sur la corrélation sont utilisées dans le domaine de
la mécanique des fluides pour la visualisation d’écoulements fluides. Ces techniques sont
connues sous le nom de PIV (Particle Image Velocimetry) et visent a estimer le mouvement
du fluide a partir d’images de particules. Nous renvoyons le lecteur & [1| ou [136] pour des
bibliographies récentes et étendues sur le sujet. Une autre application liée aux mouvements
fluides concerne I'extraction de champs de vents en imagerie météorologique |144]. Dans
ce dernier cas, les nuages jouent le réle de traceurs dans les images.

2.2 Estimateurs denses dédiés aux fluides

2.2.1 Cadre général

La majorité des méthodes d’estimation dense du mouvement sont basées sur la
minimisation d’une fonctionnelle composée d’une somme de deux termes.

Le premier terme exprime la conservation de la luminance d’un point le long de sa tra-
jectoire. Cette conservation peut étre traduite par la différence d’images déplacées (équa-
tion (2.2)), conduisant a la fonctionnelle suivante portant sur un déplacement d :

Ji(1,d) = /Q 61 (I(x + d(x)) — I (x)) dx, (2.5)

ou ) est le domaine image et la fonction ¢; est généralement la norme Lo mais peut étre
remplacée par une fonction robuste atténuant le role des données déviant trop du modéle
[24].

Lorsque la conservation de la luminance est exprimée sous forme différentielle par
I’équation de contrainte du mouvement apparent (ECMA), la fonctionnelle porte sur la
vitesse w :
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J(I,w) = /Q b1 (VI(x) -w(x) + ag?) dx. (2.6)

Le deuxiéme terme est un terme de régularisation imposant des contraintes spatiales
a la solution. Ces contraintes formulent en général une continuité a prior: sur la solution.
Elles portent sur des dérivées d’un certain ordre du champ de déplacements solution :

k
Jg(d) = Oé/Q(ﬁg <d, ) %, > dX, (2.7)

ou de maniére similaire sur le champ des vitesses :

k
Jo(w) = oz/ﬂqﬁg <w, weey 887‘:, > dx, (2.8)

ol « est un paramétre contrdlant 'importance de la régularisation par rapport a l'adé-
quation aux données.

Lorsque le modéle de données est TECMA associé a une régularisation portant sur les
gradients des vitesses et des fonctions ¢1 et ¢o quadratiques, on retrouve I'approche fon-
datrice de Horn et Schunck [78]. Le champ dense est estimé en minimisant la fonctionnelle
suivante :

2
J(I,w) = /Q (VI(X) -w(x) + 8{3(:()) dx + oz/Q (IVul® + || Vv]?) dx. (2.9)

De multiples contributions ont depuis été apportées dans le développement des mé-
thodes de flot optique. De nombreux travaux portent sur I’amélioration du terme de don-
nées. L’hypothése de conservation de la luminance formulée & travers la DID ou 'ECMA
peut facilement étre mise en défaut dans des situations ot l'illumination varie, en présence
de bruit ou d’occultations. Plusieurs méthodes visant & robustifier ce terme de données
ont donc été proposées [24, 74, 99, 116|. Certains auteurs proposent également de définir
la fonctionnelle d’énergie dans le cadre d'une représentation multirésolution des données
[24, 58, 74, 98, 116]. Ceci permet de contourner le fait que 'ECMA ne soit valide que pour
des petits déplacements. Les grands déplacements sont dans ce cas estimés de maniére
incrémentale, & chaque niveau de hiérarchie des données [30]. La DID ou 'ECMA sont
aussi parfois remplacées par un terme de similarité entre 'image I; et I'image déplacée
Iy(Id + w). Cette similarité peut par exemple étre exprimée par l'information mutuelle
[75] ou une fonction de corrélation [76].

L’autre axe principal d’amélioration des méthodes d’estimation dense a concerné
le terme de régularisation. Le terme de lissage tel que proposé par Horn et Schunck
ne permet pas de préserver les discontinuités spatiales du champ de vecteurs. Il est
possible de remplacer la norme sur le gradient du champ de vecteurs par une norme
Ly (pénalisation de la variation totale) qui estimera mieux les discontinuités du champ
[39, 140|. La régularisation peut également étre modifiée afin de guider le lissage, dans
une direction perpendiculaire au gradient photométrique par exemple (i.e. le long des
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contours) |3, 122|. Des fonctions de cotit robustes permettant de localiser les discontinuités
peuvent également étre utilisées. La régularisation peut étre couplée a une approche de
segmentation au sens du mouvement [118]. Le lissage est alors adapté localement grace a
la modélisation explicite des discontinuités du champ. Enfin, il est possible d’étendre la
régularisation spatiale & une régularisation spatio-temporelle [156|. Ce point sera abordé
dans la deuxiéme partie de ce document.

L’état de l'art sur les méthodes d’estimation du flot optique dans un cadre général est
trés riche. Nous n’avons présenté ici que les principales idées et renvoyons le lecteur a des
présentations plus complétes |15, 115]. Les contributions apportées dans le cadre particulier
des mouvements fluides sont présentées plus en détails dans la section & suivre.

2.2.2 Modéles de données adaptés aux fluides

Dans le cas de phénoménes de type fluide, I'hypothése de conservation de la luminance
n’est particulierement pas respectée. La présence de phénoménes divergents provoque en
effet d'importantes variations locales de la fonction de luminance. Ces zones de variation
peuvent correspondre au centre de phénomenes associés & des mouvements tridimensionnels
transversaux par rapport au plan de visualisation. Ceci se traduit par une apparition ou
une disparition de matiére dans le plan image. Notons que ces fortes variations ne peuvent
étre corrigées par un estimateur robuste tel que ceux évoqués dans la section précédente.
Ces fonctions robustes ne permettent en effet que de corriger des écarts au modeéle dus a
des occultations locales, des changements d’illumination ou un bruit modéré.

L’estimation des mouvements divergents apparaissant dans ces zones est importante
puisque cette composante divergente du champ peut avoir une influence importante sur
le profil global du champ de vitesses. C’est pourquoi il peut étre intéressant dans certains
cas de remplacer le modeéle de conservation de la luminance par un modéle adapté aux
mouvements fluides.

Equation de continuité

Il est possible de construire un modéle de luminance dédié aux fluides a partir de
I'équation de continuité de la mécanique des fluides présentée dans la section 1.2.1 :

dp . -
En + div (pu) = 0. (2.10)

Sous certaines hypothéses décrites ci-aprés, cette équation peut étre adaptée a I'image
en remplacant le vecteur vitesse 3D u par la vitesse 2D w, et la densité p par la luminance

I:

I
% +div (Iw) =0, (2.11)
ou de maniére équivalente :
1
% + Idiv (w) = 0. (2.12)
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La relation (2.12) ne concernant que des vitesses instantanées, il est nécessaire de
travailler avec une version intégrée de cette contrainte pour estimer des mouvements de
grande amplitude entre deux images. En supposant les vitesses constantes entre deux ins-
tants, I’équation (2.12) est vue comme une équation différentielle du premier ordre qui
peut étre intégrée [44]. Le modeéle de luminance intégré s’écrit alors :

I(x + w(x)) exp(div w(x)) — I1(x) = 0. (2.13)

Le terme exp(div w(x)) traduit une perte ou un gain d’intensité lumineuse accompagnant
un mouvement divergent. Notons que dans le cas d'un mouvement & divergence nulle, le
modele se raméne a la DID.

Validité

L’utilisation de cette équation repose sur deux hypothéses fortes. La premiére hypothése
est lexistence d'une relation directe entre la fonction de luminance observée dans 'image et
une quantité passive transportée par le fluide. La seconde revient & considérer que I’équation
de continuité valide dans un domaine tridimensionnel peut étre appliquée au mouvement
2D apparent dans les images. Cette hypothése a été démontrée dans le cas d'images de
transmittance [62|, mais ne se vérifie pas aisément pour tous les types d’images. Une
démonstration théorique est par exemple plus difficile a obtenir dans le cas des images
météorologiques.

Plusieurs auteurs ont considéré cette équation comme une alternative intéressante a
I’hypothése classique de conservation de la luminance. Des méthodes d’estimation béaties
sur un tel modele de données ont été proposées en imagerie satellitaire météorologique
[19, 44, 161]|, en imagerie médicale pour l'étude des déformations cardiaques ou du flot
sanguin [4, 150] et en mécanique des fluides expérimentales [157].

Cas particulier

Un modéle de données dédié spécifiquement & la méthode Schlieren a récemment été
proposé [11]. La technique Schlieren est utilisée en mécanique des fluides expérimentales
pour la visualisation d’écoulements fluides a 'aide d’un systéme optique. Pour ce type
d’images, il est connu que la luminance observée est liée au gradient de la densité du fluide
par la relation suivante :

op(x,y,z oplx,y, z
I(x):K/ plz.y.2) | Op(@:9,2) (2.14)
oz oy
ou K est une constante connue, liée au systéme optique mis en place.
Dans ce cas, il est possible de construire un modéle de luminance exact, parfaitement
adapté a la nature des images traitées :

dl 1 Jv Ou
— ol (a_x + a—y) = 0. (2.15)
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2.2.3 Terme de régularisation adapté aux fluides

Un terme de régularisation portant sur les dérivées au premier ordre du champ de
vitesses n’est pas adapté aux phénomeénes fluides puisque ce terme va avoir tendance a
pénaliser les zones de divergence et de vorticité du champ. Les mouvements fluides étant
justement caractérisés par une vorticité ou une divergence importante, il est préférable
d’utiliser une régularisation au second ordre |71, 151, 158, 159| du type :

Jo(w) = a/ ¢o (|Vdiv w||* + [[Veur]l w|?) dx. (2.16)
Q

Cette régularisation div-curl va favoriser les solutions présentant des amas de divergence
et de vorticité. La résolution du probléme de minimisation associé & une telle contrainte du
second ordre peut étre approchée et simplifiée en introduisant deux variables auxiliaires (;
et (o [44] :

Talw, 1,6 = [ (v w = )+ X6 (IVGIE) + (enrd w = G + e (19 ) .

(2.17)
Les fonctions auxiliaires (1 et (o approchent respectivement la divergence et la vorticité du
champ de vecteurs, tout en étant soumises & une régularisation du premier ordre qui va
mettre en avant une solution présentant des zones & vorticité et divergence continues par
morceaux.

2.2.4 Extensions
Estimation des fonctions de potentiel

La connaissance des fonctions de potentiel ¢ et 1 est d'un grand intérét puisque
leurs gradients permettent de reconstruire les composantes irrotationnelle et solenoidale
du champ de vitesses (section 1.1.2). D’autre part, le calcul de leurs Laplaciens donne
acces a la divergence et a la vorticité du champ. Leurs lignes de niveaux permettent
d’extraire directement les lignes de courant et les courbes équipotentielles du potentiel de
vitesse. Enfin, les extrema de ces fonctions correspondent aux points singuliers tels que
les vortex, les puits ou les sources, qui apportent une information cruciale sur le mouvement.

Si le champ de vecteurs est connu, les fonctions de potentiel peuvent étre estimées a
partir de ses composantes irrotationnelle et solénoidale. Dans ce cas, leur estimation se fait
par intégration [45]. Les fonctions de potentiel peut également étre estimées directement
a partir des données de luminance de I'image [96, 158, 159]. La méthode se base alors
sur la décomposition de Helmholtz du champ (éq. (1.5)), en supposant la composante de
transport estimée au préalable |96 ou donnée par une contrainte spécifique sur les bords de
I'image [158, 159]. La fonctionnelle & minimiser est alors composée d’un terme de données :

B(1.6.0) = [ (Bl Vo0 + Vi () = 1)) dx (2.18)

et d'un terme de régularisation du type div-curl du second ordre, qui conduit a une régu-
larisation d’ordre 3 :
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Tl 1) = /Q o2 (IVdiv VoI> + [ Vew! it |P) dx (2.19)

Le terme de données (2.18) peut étre découpé en deux fonctionnelles couplées, aprés
deux linéarisations distinctes suivant V¢ et Voot

Tuo(L,6,1) = /Q (VIELV(;S+81¢L)2dx, (2.20)

et :

T, 6,1) = /Q (Vfngi+af¢)2dx, (2.21)

ot VIi(x) = Vip(x+ V[f)et 0l = Ir(x+ Vf) — I1(x). Ces deux fonctionnelles sont a
minimiser selon ¢ et 1) respectivement.

Le terme de régularisation (2.19) peut aussi étre approché en introduisant des variables
auxiliaires intermédiaires de maniére similaire & (2.17) [96]. Il est également possible de
discrétiser l'intégrale (2.19) directement a partir de schémas de discrétisation “mimétiques”
[82, 158, 159]. Ces schémas permettent de garantir la préservation des propriétés classiques
des opérateurs continus aprés discrétisation.

Estimation par couches

Sur le méme pricipe d’estimation dense du mouvement, il est possible de s’intéresser
a l'estimation de champs de vitesses sur des couches stratifiées [73|. Une application im-
portante est la reconstruction de champs de vent sur des couches atmosphériques a partir
d’images satellitaires. Les observations associées a cette problématique sont en général
clairsemées et mettent alors facilement en échec les différentes méthodes d’estimation.

Les couches de nuages étant supposées indépendantes, elles ne doivent pas se méler
durant le processus d’estimation. Une méthode d’estimation dense du mouvement fluide
du type [44] peut facilement prendre en compte cette hypothése en incluant une contrainte
explicite au modéle de données. Les différentes couches C; ayant été séparées & partir des
données de température [124], un masque spatial est inclu au modéle de données :

J(I,w) = /QQS (I2(x 4+ w(x)) exp(div w(x)) — Mxec, (11(x))) dx, (2.22)

ol Mxec, est 'opérateur identité si le pixel x appartient a la couche Cj, et renvoit sinon
un nombre en dehors de la gamme de valeurs prises par la fonction de luminance I. En
choisissant une fonction ¢ robuste, I’estimation du champ dense sur une couche donnée ne
va alors prendre en compte que les données correspondant a cette couche.
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2.3 Représentation paramétrique du mouvement

2.3.1 Modéles de transformation

Les modeles décrits par une simple transformation affine sont dédiés aux mouvement
rigides et ne sont pas adaptés au type de déformations qui nous intéressent. Dans le cas
de mouvements fluides (ou plus généralement non rigides), un modeéle de transformation
global ne permet pas de décrire le mouvement. Il est alors nécessaire de décrire localement
les déformations.

Il est par exemple possible de décrire la transformation par des fonctions de base ra-
diales. Ces fonctions sont non linéaires et définies par des centres et des coefficients. La
transformation est alors complétement décrite par une partie linéaire et une partie non
linéaire :

m
w(x) =Ax+b+> co(lx—qjl). (2.23)
j=1
ot (A,b) représente une transformation affine et les ¢; et q; sont respectivement les co-
efficients et les centres des fonctions de base. Les fonctions de base radiales présentent
une description globale du mouvement tout en étant capables de traiter des déformations
locales. Des exemples de fonctions de base radiales sont les fonctions gaussiennes, multi-
quadriques, de Wendland (& support compact), ou les fonctions splines radiales.

La transformation peut aussi étre décrite a ’aide de déformations de formes libres telles
les B-splines [103], fonctions polynomiales par morceaux.

Enfin, citons le modeéle de Rankine [125], qui est un des modéles les plus simples pour
décrire un champ de vitesses provenant d’un écoulement fluide. Le mouvement résultant
d’un vortex est supposé linéaire et & vorticité constante & l'intérieur d'un disque centré
en un point singulier correspondant au centre du vortex. A Pextérieur de ce disque, la
vitesse décroit en fonction de l'inverse du carré de la distance au point singulier. Le champ
correspondant modélisé par p vortex de force o; sur des disques de taille €; s’écrit :

P 1
(x — %)
Wso(X Z 27r62 ]1||x x;1<e; +Z% 2 - x; ||2H||x—xj-||>e]" (2.24)

Notons qu’on retrouve dans ce modeéle I'expression du gradient du noyau de Green (éq.
(1.12)) associé a l'intégrale de Biot-Savart (éq. (1.11)). La modélisation peut étre étendue
de la méme maniére a la composante irrotationnelle du champ de vecteurs, les points
singuliers correspondant alors aux puits et sources de I’écoulement [45].

2.3.2 Meéthodes d’estimation

Nous présentons dans cette section les différents types de méthodes d’estimation d’une
représentation paramétrique du mouvement. Certains modéles nécessitent d’étre estimés
a partir d'une premiére connaissance du champ de vecteurs : c’est le cas du modele de
Rankine. D’autres modeéles sont traditionnellement estimés par mise en correspondance
de points de controle et interpolation. Enfin, certaines représentations sont estimées de
maniére directe, a partir des données de luminance de I'image.
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A

Estimation a partir d’un champ dense

Le modéle de Rankine que nous venons de présenter présente I’avantage d’étre simple
et de conduire & une représentation trés compacte du mouvement. Néanmoins ’estimation
d’un tel modéle est délicate puisqu’il est nécessaire de connaitre le champ de vecteurs pour
retrouver les points critiques (centres des vortex, puits et sources). Ces points peuvent
étre identifiés grace aux extrema des fonctions de potentiel. Les parameétres du modéle
(forces associées aux points singuliers et taille des disques) sont ensuite estimés itérative-
ment par maximum de vraisemblance [45]. Si le champ de vecteurs n’est pas connu, il est
possible d’utiliser des techniques basées sur une estimation alternée du champ dense et des
paramétres du modele de Rankine [117].

Estimation par interpolation a partir de points de controéle

Une représentation du type (2.23) peut étre utilisée pour interpoler un champ de dé-
placements entre des points de contréle donnés. Ces points de controle correspondent a des
caractéristiques qui ont été mises en correspondance entre les deux images. Ces caractéris-
tiques peuvent étre des points, des lignes, des coins ou des contours, définies manuellement
ou de maniére automatique.

Un champ de déplacement décrit par des splines plaque mince de la forme ¢(r) = r?logr
avec r = ||x — q;| est un exemple de représentation paramétrique traditionnellement esti-
mée A partir de correspondances. Une spline plaque mince est solution de la minimisation
d’une fonctionnelle d’énergie dite énergie de flexion [27| définie par :

L) ) ) e

f(pj) =4q; — Py V] =1,..,m, (226)
ou p; et q; sont les points de controle dans I'image source et I'image cible. Le probleme de
minimisation se raméne a un systéme linéaire sur les parameétres du modeéle (paramétres
associés a la partie affine et paramétres associés aux splines).

Cette méthode d’estimation est bien adaptée au probléme de recalage non rigide en
imagerie médicale. Dans ce type d’images, il est en effet possible d’isoler et d’extraire des
points de controle dans les deux images en se basant sur des caractéristiques anatomiques.
La connaissance exacte des vecteurs de déplacement en ces points permet alors d’interpoler

sous contraintes :

le champ sur toute 'image.

Dans le cas de I'imagerie fluide, les points de controle ne peuvent pas étre extraits
directement puisqu’on ne dispose pas de caractéristiques visuelles directement accessibles.
Néanmoins, il est parfois possible de définir judicieusement les points ot I'on dispose d’'une
estimation fiable du mouvement. Une telle méthode a été proposée [84], en sélectionnant
les points dans I'image initiale vérifiant I’équation de conservation de la luminance (1.15).
Dans cette méthode, le champ w recherché est obtenu par minimisation de la fonctionnelle
imposant la régularité div-curl du second ordre sur I'image :

J(w) = /QozHVdiV w(x)||? + G| Veurl w(x)|dx, (2.27)
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avec la contrainte sur les points de contréle p; j=1,....,m:

VI-w(p;)+ Idiv w(p;) = —Ii(p;). (2.28)

Le champ de vecteurs solution de (2.27-2.28) s’exprime a partir des dérivées de fonctions
radiales splines plaque mince de la forme f(r) = r*logr, et d’'une composante de forme po-
lynomiale. Les parameétres du modele sont estimés en résolvant un systéme linéaire. Notons
qu’une telle approche présente ’avantage de garantir que la solution vérifiera ’équation de
continuité sur tous les points de controle.

Estimation directe

Dans une approche dite directe, les parameétres du modéle de transformation sont esti-
més a partir des données de luminance des images. L’étape de mise en correspondance de
points caractéristiques n’est plus nécessaire. Ceci est intéressant dans le cas ou ces points
sont difficiles & extraire.

Une telle méthode a été appliquée a un probléme de recalage dans des séquences
d’images de surfaces se déformant de maniére non rigide [16]. Le déplacement est dé-
crit par des splines plaque mince dont les paramétres sont estimés par minimisation d’une
fonctionnelle construite & partir de la DID.

Dans le contexte de l'imagerie médicale, un exemple d’estimation directe d’'un modéle
de déformation non rigide est donné par un modeéle de B-splines auquel a été ajouté une
transformation globale affine [141]. L’estimation est appliquée au probléme de recalage non
rigide d’images de mammographie. Les parameétres de la partie affine et les coefficients des
B-splines sont estimés par maximisation d’un critére de similarité entre I'image source et
I'image cible recalée, basé sur ’information mutuelle . L’information mutuelle est définie
pour un couple de variables aléatoires X et Y par :

IM(X,Y) = Zp(x,y) log I%I’i’})’)’ (2.29)

et mesure la dépendance statistique de ces variables.

2.4 Synthése

De nombreuses contributions ont été apportées dans le domaine de 'estimation du mou-
vement & partir de séquences d’images décrivant des écoulements fluides. L’ajout d’hypo-
theéses portant sur la nature spécifique des phénomeénes étudiés a permis le développement
de nouvelles méthodes denses dédiées a ce type d'images. La qualité de ’estimation fournie
par ces méthodes est comparable a celle obtenue par les méthodes basées sur la corrélation,
avec 'avantage de fournir une solution en tout point de I'image.

Une telle solution dense est attrayante puisqu’elle fournit une quantité d’information
maximale sur le champ de vecteurs. Cependant, la taille de la solution fournie par des
méthodes denses d’estimation est de trés grande dimension puisqu’elle correspond a la taille
de 'image. Il peut étre souhaitable pour certaines applications d’obtenir une représentation
plus compacte du champ de déplacements.
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Dans le cas de phénomeénes non rigides (déformations observées en imagerie médicale
par exemple), de nombreux modeéles paramétriques de transformation ont été proposés,
basés sur une décomposition du champ de vecteurs en fonctions de base. [.’estimation est
alors réalisée par la mise en correspondance de points de controle et linterpolation du
champ de vecteurs entre ces points, ou directement a partir des données de luminance de
I'image. Ces modeéles ne sont cependant pas adaptés au cas particulier des mouvements
fluides, car ils ne sont pas en mesure de décrire des transformations si complexes, ou alors
avec un nombre de paramétres rédhibitoire.

Une représentation paramétrique du champ de vecteurs peut étre obtenue par la mé-
thode des splines dédiée aux fluides |[84|. Cependant la solution obtenue n’est pas compacte.
Le nombre de paramétres est en effet donné par le nombre de points de controle. Or ces
points de controle sont nombreux puisqu’ils correspondent dans ce cas & tous les points
ou I'équation de conservation de la luminance est valide. Notons que l'objectif de cette
méthode n’était pas de construire une représentation compacte du champ, mais plutot
d’améliorer la qualité de l'estimation grace a ces points de controle.

Enfin, une estimation du modéle de Rankine fournit une représentation compacte du
champ de vecteurs et une description de la solution en termes des points singuliers carac-
téristiques de 1’écoulement fluide (vortex, puits, sources). Néanmoins, I'estimation d’une
telle représentation n’est pas directe puisqu’elle nécessite la connaissance du champ de
déplacements [45, 117].
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Chapitre 3

Méthode d’estimation paramétrique

Les estimateurs denses développés pour 'imagerie fluide fournissent une solution de
trés grande dimension, qui n’est pas toujours aisément manipulable. Ce chapitre décrit une
méthode d’estimation conduisant & une représentation compacte du champ de vecteurs. Le
modéle que nous construisons est basé sur une discrétisation de la vorticité, couramment
utilisée par les méthodes dites de vortex [47] visant a simuler des écoulements fluides.
Une paramétrisation similaire de la divergence du champ de vecteurs est construite, et
I'estimation du modéle est réalisée a partir des données de I'image, sur la base d’'un modéle
de conservation de la luminance dédié aux mouvements fluides.

Apreés avoir présenté le principe de paramétrisation de la vorticité issu de la méthode de
vortex, la représentation compléte du champ en termes de fonctions de bases est décrite. Le
probléme de minimisation construit a partir des images est détaillé, ainsi que la méthode
d’estimation des différents types de paramétres du modéle.

3.1 Modéle de particules de vortex

3.1.1 Paramétrisation de la vorticité

La premiére simulation d’écoulements fluides incompressibles basée sur une discrétisa-
tion de la vorticité a été calculée a la main [139] & partir de p vortex ponctuels :

curl w(x) =~ Z’yjé(x - X;j), (3.1)
j=1

ou X; est la position du vortex j, 7; est sa force, et § est la fonction de Dirac.

Cette discrétisation de la vorticité permet de calculer la composante solénoidale du
champ de vecteurs w,, a partir de I'intégrale de Biot-Savart présentée section 1.1.3 et que
nous rappelons ici :

Weol(x) = K+ % curl w(x), (3.2)

avec K gradient du noyau de Green associé a 'opérateur Laplacien bidimensionnel :

X

K(x) =VG(x) = e

(3.3)
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Cependant, la discrétisation par des vortex ponctuels induit des singularités dans le
calcul du champ de vecteurs lorsque ||x — x;|| tend vers 0, en raison de la singularité du
noyau K. Un lissage de la fonction Dirac a donc été proposé [36] permettant de lisser
le noyau K. Le lissage est effectué par une fonction appelée cut-off ou blob. Les vortex
ponctuels sont alors remplacés par des particules de vortez, obtenues en étalant la vorticité
transportée par un vortex ponctuel sur une certaine surface. La discrétisation régularisée
de la vorticité s’écrit :

curl w(x Zyjfﬁj X — X;j). (3.4)

Les fonctions blob peuvent étre définies de plusieurs maniéres. Soit f. une telle fonction
mise a l'échelle par un parameétre € : f(x) = Elgf (%) La version lissée du noyau K est
alors définie par K. = K % f.. L’importance du lissage est caractérisée par le paramétre e.
Notons que si € tend vers zéro, f. tend vers la fonction Dirac et K. tend vers K.

L’erreur induite par le lissage peut étre réduite en choisissant une fonction qui satisfait
des propriétés sur les moments. En effet, si la fonction de lissage satisfait :

Flx
/ (x)dx=0 1<r—1, (3.5)
IR
/ Il 17 ()] dx < oo,

alors elle est dite d’ordre r et partage les propriétés sur les moments de la fonction Dirac
jusqu’a la puissance r — 1.

Un point de départ possible pour construire une fonction blob est de choisir une fonction
a symétrie radiale f, & support infini mais dont la masse est concentrée dans un disque
de rayon €. Pour certains choix judicieux de f, la propriété de symeétrie radiale peut alors
conduire & une forme explicite pour le noyau lissé K. Il est en effet possible d’écrire [47] :

x [l
K (x) = W/o sfe(s)ds. (3.6)

Si le calcul de l'intégrale conduit & une expression analytique, on en déduit directement
I'expression de K.. Notons qu’il est possible de construire de maniére systématique des
fonctions blob d’ordre élevé conduisant a une forme explicite [17, 47].

3.1.2 Expression du champ de vecteurs

La composante solénoidale w, du champ de vecteurs s’écrit a partir de l'intégrale de
Biot-Savart en remplacant le noyau K par la version lissée K :

p
Wsol Z ,y]solKJ_ % f sol <X Xsol) _ Z ’YJS‘OZKEJS__oI <X N X§0l> ) (37)
J

J=1 J=1
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3.2 Représentation paramétrique du champ

3.2.1 Fonction de lissage

. s . . . 1 . 2 . y
Le choix d'une fonction de lissage gaussienne f(x) = = exp(—||x||*) présente I'avantage
de conduire a une expression analytique simple. L’expression pour le noyau K. qui en

découle est la suivante :
X x|
K, =——(1-— - . 3.8
) = g ( exp ( ‘ (35)

La fonction gaussienne vérifie en outre les deux premiéres propriétés du type (3.5)
relative & la perte de précision due au lissage. Elle offre donc un bon compromis entre une
forme analytique simple et une certaine précision du lissage. La figure 3.1 présente 'effet
de ce lissage gaussien sur le module du noyau K et illustre le fait que K. — K quand
e — 0.

25r
K]
|K£| pour €=0.1
2r |K£| pour €=0.2
|K£| pour €=0.5
|K8| pour e=1
. | i i
15 2 25 3

x|

Fi1G. 3.1: Comparaison entre le module du noyau K original et sa version K. lissée par une
gaussienne pour des valeurs d’e proches de 0.

3.2.2 Composante solénoidale

En insérant la forme (3.8) du noyau lissé par la fonction gaussienne dans l'expression
(3.7), une représentation paramétrique de la composante solénoidale du champ de vecteurs
est obtenue :

L e x>
Wear(x) & > y5t———— L [ 1 —exp 3 (3.9)
=1 2 Hx — xsol €5’
j j J

Le champ de vecteurs wy, est approché par une somme pondérée de fonctions de base

entiérement définies par la position de leur centre xjpl et leur domaine d’influence (relatif

au parameétre ej"l).
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3.2.3 Extension a la composante irrotationnelle

Plusieurs auteurs se sont intéressés a l'extension de la méthode de vortex aux fluides
incompressibles. La dilatation du fluide est alors prise en compte dans le champ des vi-
tesses en utilisant des particules de source qui cohabitent avec les particules de vortex. Le
champ complet est obtenu a partir de la décomposition de Helmholtz. Cette méthode a été
appliquée a un probléme de simulation d’écoulement fluide 2D compressible afin d’étudier
notamment la génération du son |57| ou encore la combustion, en conjonction avec un
algorithme de propagation de flammes [66].

Cependant, contrairement & ces travaux ot la dilatation des éléments du fluide est di-
rectement associée a la présence de vorticité, nous ne forgons pas les particules de source a
cohabiter avec les particules de vortex. Notons X% = {x?"l}jzlzp I’ensemble des particules
de vortex et X" = {x;'"}jzlzq I'ensemble des particules de source. Ces deux ensembles
peuvent étre disjoints dans notre modéle. Nous souhaitons en effet modéliser les phéno-
menes divergents percus dans I'image, or ces phénomeénes ne sont pas toujours associés a
une zone de vorticité.

De maniére similaire a la discrétisation lissée de la vorticité, la décomposition discréte
de la divergence s’écrit & partir de ¢ particules de source :

div w(x Z 7 feirr (x i), (3.10)
ol X;” est la position du centre de la particule 7, 'y"’“ sa force et e;'-” le paramétre relatif

a son domaine d’influence.
A partir de la relation liant la composante irrotationnelle du champ de vecteurs a la
divergence (intégrale de Biot-Savart liée a la divergence, présentée section 1.1.3) :

Wi (x) = K x div w(x), (3.11)
conduisant a :
Wi (X ZV;TTK * f. i (x x”r ZWJZWKEW (x x;”) (3.12)
Jj=1 j=1

une représentation paramétrique est obtenue pour le choix particulier d’'une fonction de
lissage f gaussienne :

irr x — xirr

T X = X] H J

Wirr (X § — | 1-exp — (3.13)
j=1 27THX—X}’"’" €5

3.2.4 Représentation compléte

La décomposition de Helmholtz présentée section 1.1.2 fournit une représentation com-
plete du champ de vitesses :

W(X) = Wirr(x) + Wsol(x) + Wtra(x)a (314)
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avec Wi et Wy donnés respectivement par les formes paramétriques (3.13) et (3.9).
Dans la suite de ce document, la composante de transport wy., est supposée connue.
Cette composante peut étre approchée en utilisant 'estimateur de Horn et Schunck |78|
décrit dans la section 2.2.1, en imposant une valeur trés elévée au paramétre controlant
I'importance du terme de régularisation. Le lissage portant sur les gradients du champ
de vitesses, la solution obtenue correspond a un champ a divergence et vorticité trés faibles.

La figure 3.2 présente un exemple d’un champ de vecteurs décrit par 15 particules de
vortex et 5 particules de source. Le champ complet est donc décrit par un ensemble de 80
parameétres. La complexité du mouvement peut étre appréciée en observant les cartes de
vorticité et de divergence associées.

() () (c)

Fia. 3.2: Exemple de représentation paramétrique d’'un mouvement fluide. (a) Champ de
vecteurs décrit par une combinaison de particules de vortex et de source; (b ) Carte de
vorticité correspondante ; (c¢) Carte de divergence correspondante.

3.3 Probléme d’estimation

Un modéle de données adapté aux fluides a été présenté dans la section 2.2.2. Ce modéle,
construit & partir de I’équation de continuité de la mécanique des fluides, est une alternative
a I'’hypothése de conservation de la luminance classiquement utilisée pour les problémes
d’estimation de mouvement. Nous rappelons la forme de ce modéle de continuité :

% + Idiv (w) = 0, (3.15)

ainsi que sa version intégrée permettant de prendre en compte des mouvements de grande
amplitude (écoulements rapides ou long intervalle de temps entre deux images comme en
météorologie) :

Ir(x + w(x)) exp(div w(x)) — I1(x) = 0. (3.16)

En considérant ce modéle valide sur le domaine image et en choisissant comme fonction
de pénalité la norme Lo, le probléme d’estimation du champ de vecteurs w peut s’exprimer
comme la recherche du minimum de la fonctionnelle suivante :

F(l,w) = / [Ir(x + w(x)) exp(div w(x)) — I (x]? dx. (3.17)
Q
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La composante de transport wy,., étant supposée connue, le probléme d’estimation ne
concerne que les composantes solénoidale et irrotationnelle. L'image Io intervenant dans
3.17 est lice a I'image originale I§ par : Iz(x) = I9(X + Wirq(X)).

Dans notre modéle, le champ w est entiérement décrit par un ensemble de particules
de vortex et de source. Le probléme d’estimation consiste donc a résoudre le probléme de
minimisation suivant :

~

6= argmﬁin F(I,w(3)), (3.18)

avec [f = ({X?)l,ﬁd, Ejd}j—l'p , {xé’"’", 7;:’"’", E?T}j—l-q>' Nous rappelons que la variable x
fait référence aux positions des particules, tandis que « et € représentent le coefficient de
force et le domaine d’influence.

3.4 Meéthode d’estimation

3.4.1 Estimation incrémentale

La fonction de coit non linéaire (3.17) peut étre vue comme une fonction de cotit de
différence pondérée d’images déplacées. La majorité des estimateurs de mouvement basés
sur une telle formulation non linéaire considére un cadre de minimisation incrémental afin
de contourner la non linéarité du probléme. Ce schéma incrémental est similaire aux tech-
niques de Gauss-Newton permettant de résoudre des problémes aux moindres carrés non
linéaires. L’approche incrémentale est généralement formulée dans un cadre multirésolu-
tion.

Soit W une premiére estimation du champ de vecteurs décrit par des particules de vortex
et de source, obtenue & partir d’une premiére estimation de ’ensemble des paramétres.
Par un développement de Taylor autour de x + w, une nouvelle fonctionnelle peut étre
construite a partir de la contrainte (3.16) linéarisée. Cette fonctionnelle porte sur un champ
de vecteurs incrémental correctif h :

- AT . 2
F(I,h) = / [exp(div W) {(IVdiv W+ VI) h+ I} - 1] dx, (3.19)

ou I(x) représente la deuxiéme image compensée par le champ w : I(x)=Iz(x + w).

La minimisation de cette fonctionnelle conduit a l'estimation de lincrément h. Ce
champ incrémental est la somme d’une composante solénoidale hg,; et d’une composante
irrotationnelle h;,... Il est décrit lui aussi par un ensemble de particules de vortex et de
source. Cet incrément va s’ajouter a l'estimation précédente w et affiner I’estimation.

En pratique, ce type de schéma incrémental est associé & une représentation multi-
résolution pyramidale des images [30]. Une telle représentation est obtenue par filtrage
passe-bas et sous-échantillonnage. A un niveau donné de la pyramide, le champ estimé
connu w résulte de la projection du champ estimé au niveau précédent. Au niveau le plus
haut (résolution la plus grossiére), le champ initial w est fixé nul.

38



3.4.2 Probléme de minimisation

Le schéma d’estimation incrémental transforme le probléme d’optimisation non linéaire
initial (3.18) en une succession de problémes de minimisation plus simples.

La fonctionnelle (3.19) relative a I'incrément h peut étre dérivée par rapport aux dif-
férentes inconnues :

0r(h) _ / L (1 ~exp <_”:;y2>> y [y"h(y;) + 2] dx. (3.20)

j 7||r; || J
OF (h) /2%‘ r ( |!er2> T
= [ — exp | — y |y h(e;) + z| dx, 3.21
G R o e A W R 20
0F(h)
a .
Vyx, F(h) = afﬁ) : (3.22)
dy;
ou :
0F(h) _ 1 2 12,2 2 2 I G2
e = | A ) + (P i) (1 exp (Lol
Q

y [y'h(zj) + 2] dx.
(3.23)
Dans ces expressions r;, y et z sont respectivement des fonctions vectorielles et scalaire
de x définies par :

rj(x) = (rj(z), )" =X x;(partie irr.) ou (x — x;)*(partie sol.),
y(x) = exp(div w(x)) g[(x)Vdiv W(x) + vz(x)) , (3.24)
z2(x) = exp(div w(x))I(x) — I(x,t).

Ces équations conduisent & trois problémes différents. Le premier, lié aux coefficients
de force ;. est linéaire. Le second, relatif aux domaines d’influence €;, est quant a lui non
linéaire. Aucune minimisation sous contrainte n’étant nécessaire dans les deux cas, une
technique de descente de gradient peut étre employée pour estimer ces inconnues. Pour le
probléme d’estimation des positions, une contrainte supplémentaire doit étre imposée pour
restreindre les centres des particules au domaine image. Un tel probléme sous contrainte
associé & la non linéarité conduit & une minimisation difficile. De plus, si nous supposons
que dans certains cas nous n’avons aucune idée sur la position inititale des particules, nous
devons permettre aux particules de se déplacer loin de leur position initiale. Une descente
de gradient n’autoriserait pas une telle exploration de I’espace.

Nous avons donc décidé de découper la résolution du probléme selon les types d’incon-
nues. Les coefficients de force et le domaine d’influence des particules vont étre estimés
par une méthode de gradient conjugué non linéaire décrite dans la section 3.4.3, pour des
positions fixées des particules. Les positions seront modifiées a leur tour par une procédure
statistique de type mean shift décrite dans la section 3.4.4.
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3.4.3 Gradient conjugué non linéaire

Une méthode de gradient conjugué non linéaire consiste en une extension non linéaire
des algorithmes de gradient conjugué standards. La méthode a prouvé son efficacité pour
résoudre des problémes généraux de minimisation de grande échelle.

A partir d'un estimé @, = {yi‘)l, ez‘)l,vli”, e};’"’" et d’'une direction de descente dy, une

minimisation linéaire (par rapport a «ay) est réalisée le long de dy, :

F(Or + ardy) = Hl>1%1 F(Op + ady), (3.25)

et conduit & @11 = O + axdy. La direction de descente di1 est générée récursivement :

dy1 = —VF(Opy1) + prdg, (3.26)
avec :
0 pour k =1,
e =\ [IVF(©rp1)|? (3.27)
—————— pour k> 2,
IVF(©r)]?

ol uy est un scalaire correspondant a la variante de Fletcher-Reeves de 1’algorithme de
gradient conjugué non linéaire. Il existe différentes expressions pour ce coefficient, asso-
ciées a différentes versions de l'algorithme [67]. Diverses schémas d’implémentation de ces
algorithmes existent, basés sur des recherches linéaires exactes ou non exactes, ou sur la
possibilité de redémarrer l'itération (3.26) tous les n pas en fixant uy a zéro (i.e. imposer
une stratégie de direction de plus forte pente). Nous appliquons une méthode avec recherche
exacte, sans redémarrage. La convergence globale d'un tel schéma est étudié dans [67].

Notons que pour la partie linéaire de notre probléeme, la méthode revient au gradient
conjugué standard. Pour commencer l'optimisation nous considérons que des positions
initiales des particules ont été fixées. La valeur initiale des coefficients de force v; est fixée
a zéro. Enfin, les tailles des domaines d’influence sont initialisés de maniére adaptative. La
valeur du parametre €; pour une particule j est fixée a la distance a la particule voisine la
plus proche. B

A convergence, une estimation du champ incrémental correctif h est obtenue pour des
positions données des particules. Nous décrivons dans la section qui suit comment ces
positions peuvent étre ajustées en vue d’améliorer ’estimation.

3.4.4 Ajustement des positions

La méthode d’estimation décrite dans la section précédente requiert de fixer les
positions des particules de vortex et de source sur le domaine image. Nous proposons
maintenant une méthode pour déplacer chaque particule en se basant sur une surface
caractéristique construite & partir des données. La méthode est basée sur une technique
d’estimation non paramétrique appelée mean shift, décrite dans la section 3.4.5.

Notons h* une estimation de l'incrément correctif obtenu pour un ensemble de positions
Xk = {Xirrk XsolkY des particules obtenues a 1'étape k de I'ajustement. Le champ h* est
Eirr,k Esol k ]

composé d'une composante irrotationnelle et d'une composante solénoidale
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Définition de fonctions d’erreur

Nous définissons une surface d’erreur pour chaque composante du champ de vecteurs.
La surface correspond a une différence d’image déplacée en considérant ’autre composante
orthogonale fixée. Pour la partie solénoidale la surface d’erreur est définie en tout point de
I'image par :

Dsol,k(x) =1 (X +v~v(x) + Eirr,k(x)) _ Il(X)- (328)

Cette surface d’erreur décrit les erreurs de reconstruction associées & la composante solé-
noidale. De maniére similaire, la surface correspondant & la composante irrotationnelle est
définie par :

DItk (x) = I (x +W(x) + Esolvk(x)) ~ (%) (3.29)

Extension 4 une surface caractéristique

La qualité de la modélisation dépend de la précision de 'approximation discréte de la
vorticité et la divergence. Afin d’atteindre la meilleure précision pour un nombre limité
de particules, il est souhaitable de concentrer la plupart des particules dans les zones de
I'image a forte vorticité ou divergence.

La surface d’erreur définie par (3.28) ou (3.29) peut aider & guider une particule vers
une position en accord avec sa nature (vortex ou puits/source). Cependant une particule
donnée risque d’étre guidée vers un emplacement non approprié si la surface d’erreur révéle
des erreurs associées aux deux composantes solénoidale et irrotationnelle et pas seulement &
I'une d’entre elles. Afin de surmonter ce probléme, nous ajoutons un terme a chaque surface
d’erreur. Ce terme tient compte des quantités de vorticité et de divergence précédemment
estimées. Les particules de vortex et de source sont alors encouragées a se diriger vers des
emplacements d’erreur associée a la présence de vorticité ou divergence respectivement. Les
deux types de surface sont normalisées et combinées afin créer deux surfaces caractéristiques
pour les parties solénoidale et irrotationnelle :

SR (x) = (Ds"l’k(x))2 + (Curl flk(x))Q, (3.30)
et
S (x) = (D)) + (div B () (3.31)

Finalement, afin de restreindre les déplacements des particules & des zones localisées,
nous combinons ces fonctions avec un a prior: sur 'emplacement des particules.

Distribution de probabilité a prior: sur la position d’une particle

Soit x;? le vecteur représentant I’emplacement d’une particule j & ’étape k. Nous fixons
une distribution sur x?“ connaissant X*, ou X* représente 1'ensemble des n positions

(x¥,...,xF) (avec n valant p pour les vortex et g pour les puits/sources) a I'étape k. Nous
considérons que la densité de probabilité associée est gaussienne :

x;?H]Xk N./\/'(x?,af). (3.32)
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L’écart-type a;? est fixé a la distance entre xf

{xf}l:17..7n,l¢j. Notons que cette distribution tient compte de l'emplacement précédent
de la particule a travers la moyenne x*, mais aussi de la dépendance entre x" 1 et les

J J
autres particules a travers af.

et le centre le plus proche parmi

Version conditionnelle de la distribution

En combinant la distribution a priori Doch+1)xk définie ci-dessus avec la surface décrite
j

précédemment (notée S dans le cas général et caractérisée par (3.30) ou (3.31)), nous

pouvons définir une distribution de probabilité conditionnelle pour une particule x?"'l

connaissant les autres :

Prktxck s (x) Sk(X)px§+1|xk (x) = fi(x). (3.33)

Cette distribution partage 1’a priori sur I'emplacement d'une particule et I'information
apportée par la surface caractéristique (relative a toutes les positions des particules). Afin
d’ajuster les positions des particules, nous proposons de déplacer chaque centre x? vers le
mode le plus proche de la surface f;. La méthode employée est présentée dans la section

suivante.

3.4.5 Meéthode de déplacement des positions
Procédure mean shift

La procédure mean shift a été d’abord présentée par |65], étendue par [35] et populari-
sée en analyse d’images par [41] pour un probléme de segmentation. Elle décrit comment
déplacer itérativement un point vers le mode le plus proche d’une distribution de proba-
bilité. Cette technique repose sur ’estimation non paramétrique du gradient de la densité
sous-jacente.

La valeur d’une densité en un point peut étre estimée a partir des observations présentes
dans une région autour de ce point. En effet, étant donné un échantillon s, ...,s,, une
estimation & noyau peut étre utilisée pour représenter la densité comme suit :

fre(x) = #gic(";si)- (3.34)

Une fonction noyau K est une application R — R généralement bornée, symmétrique
et telle que fj:; K(x)dx = 1. Les noyaux considérés ici sont des fonctions radiales telles
que K(x) =k (||x[?).

A partir de Uexpression (3.34) il est possible d’écrire le gradient estimé de la densité
comme étant le gradient de la densité estimée :
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Vik(x) = Vﬁdx)znizwc <X_Si> (3.35)

2 - X —s; 2
= W;(x s,)k( - ) (3.36)
n 2
X —8S;
Sig
2 - x —si|? ; ( h )
= Zg - = 0 —x|, (3.37)
=1 S
> (52])

ol g est une fonction telle que g(z) = —k/(z) et G est un noyau défini par G(x) = cg (||x]|?),
avec c une constante de normalisation. Nous pouvons reconnaitre entre les premiers crochets
la densité au point x estimée & partir du noyau G :

n 2
fa(x) = #ZQ( > (3.38)
=1

et le vecteur dit vecteur mean shift entre les deuxiémes crochets :

X —8;

h

- X —8S; 2
)
mg7h(X) = _n . 3 — (3.39)
X—8;
So(e1)
Il s’ensuit que :
mg j,(x) o %}S) (3.40)

Le vecteur mean shift (3.39), différence entre la moyenne pondérée évaluée avec le noyau
G et le centre du noyau, peut donc étre vu comme une estimation normalisée du gradient de
la densité. Ce vecteur indiquant en tout point la direction du maximum d’accroissement de
la densité, un procédé itératif apparait naturellement. Il consiste a déplacer itérativement
le centre x du noyau suivant my, g(x) jusqu’a ce qu'un point stationnaire (de gradient nul)
de la densité sous-jacente soit trouvé. La méthode converge si le noyau K a un profil k£
convexe et décroissant [41].

Estimation & noyau de la distribution conditionnelle

Nous souhaitons appliquer la procédure mean shift a la surface définie par f; en (3.33).
Pour cela, nous devons tout d’abord décrire cette surface sous la forme d’une estimation
a noyau. Soit y les coordonnées d’un pixel dans le domaine image . La valeur f;(y) peut
étre calculée en tout point y a partir de la formule (3.33), ou S*(y) est donnée par (3.30)
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ou (3.31). Une estimation non paramétrique de la distribution conditionnelle peut étre
construite :

> e (*53Y)

~ yeQ

Pttt xr, s (X) = Sk (x —y>
h

yeQ

(3.41)

Notons que le dénominateur ne dépend pas de x car les pixels sont disposés réguliérement
sur l'image et nous supposons que h est choisi indépendamment de x. Nous pouvons alors
voir (3.41) comme une estimation de densité de la forme (3.34), on chaque valeur possible

%. Cette remarque est importante puisqu’elle va
ZyEQ K(T)
nous permettre d’appliquer une expression modifiée du vecteur mean shift, utilisée par [42]

et décrite dans le prochain paragraphe.

y est pondérée par w(y) =

Application de la procédure mean shift

Les poids w(y) peuvent étre inclus dans l'expression du vecteur mean shift (3.39)

comme suit :
2
X—-Yy

2
X~y
)

Le procédé itératif vers un point stationnaire de la densité estimée reste le méme avec
cette expression modifiée du vecteur mean shift. Notons que la convergence de la procédure
mean shift peut également étre démontrée lorsqu’'un tel poids positif est associé a chaque
donnée [42].

La derniére étape avant d’appliquer la procédure est le choix du noyau K. Nous choisis-

> yu(y)g (

_ yeQ

mg p
> w(y)g (

yeQ

sons le noyau d’Epanechnikov, donné par K(x) = % (1 — %2) pour |z| < /5. Ce noyau
est connu pour étre optimal sous certaines conditions, en minimisant I'erreur quadratique
moyenne intégrée entre la densité et son estimation. Il est surtout d’un intérét pratique
dans notre cas puisque la dérivée g de son profil est simplement uniforme. L’évaluation du
vecteur mean shift est alors simple et rapide. En outre, le choix de la fenétre du noyau
est un point important. Plusieurs choix peuvent étre faits. Nous avons choisi des tailles de
fenétre adaptatives. Leur taille est fixée pour chaque particule a la distance & la particule
la plus proche. Ainsi, nous disposons d’une estimation lissée de la distribution pour des
particules distantes. Par contre, pour des particules proches qui se sont concentrées dans
des régions de vorticité ou de divergence, une estimation précise est nécessaire.

La procédure mean shift peut finalement étre appliquée aux p+ ¢ centres des particules
(particules de vortex ou de source) impliqués dans la modélisation du champ de vecteurs.
Chaque centre de particule est déplacé vers le mode le plus proche de la densité estimée

px§+1|Xk,Sk'
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3.4.6 Schéma global d’estimation

Pour chaque niveau de la pyramide multirésolution, le schéma d’estimation consiste
en une estimation alternée des différentes inconnues du modéle. Il est composé des deux
étapes suivantes, répétées tour a tour :

1. Pour un ensemble de positions de particules donné X*. les coefficients de force et
les domaines d’influence sont estimés par la méthode d’optimisation décrite section
3.4.3. Cela fournit une estimation du champ incrémental h*.

2. A partir de l'information apportée par X* et flk, chaque centre des particules de
vortex et de source est déplacé vers le mode le plus proche de la distribution condi-
tionnelle (3.33) qui lui est associée. Cette étape est réalisée par 'algorithme mean

shift comme décrit dans la section 3.4.5. Elle conduit & un nouvel ensemble de posi-
tions XA +1,

La procédure est arrétée lorsque la divergence et la vorticité estimées atteignent une
certaine stabilité. Ce critére de stabilité est traduit par :

|div h¥+! — div b¥|[2 [curl h*! — curl h¥|2
= = <e. (3.43)
||div hF|2 ||curl hF |2

3.5 Estimation a partir d’un champ

La méthode que nous venons de présenter réalise une estimation du modeéle paramé-
trique directement & partir des données image. Notons cependant que si un champ de
vecteurs est disponible, 'estimation peut également étre formulée comme un probléme
d’approximation d’un champ par un ensemble de particules.

Si on note W le champ de vecteurs connu, le probléme d’estimation du champ de vecteurs
paramétrique w, décrit par un ensemble de particules de vortex et source, se traduit par
la recherche du minimum de la fonctionnelle suivante :

F(w) = / [w(x) — W(x)]? dx. (3.44)
Q

L’objectif est alors d’interpoler un champ dense décrit sur une grille donnée par un
ensemble de particules. La minimisation s’effectue par rapport aux paramétres de force
et d’amplitude. Elle peut étre résolue par la méthode de gradient conjugué non linéaire
décrite dans la section 3.4.3. Les expressions des gradients de la fonctionnelle (3.44)
peuvent étre déduites des expressions (3.20)-(3.21) en remplagant h par w et en posant
y(x) =1et z2(x) = —W(x) Vx € Q.

Ce probléme d’estimation intervient notamment lorsqu’on cherche a représenter par un
ensemble de particules et leurs paramétres associés le champ W final obtenu par estimation
incrémentale.

Ainsi, dans le cadre d’un schéma multirésolution, notons X% et X! les positions
des particules de vortex et de source obtenu & un niveau de multirésolution [. Le champ de
déplacements incrémental calculé a ce niveau est décrit par cet ensemble de particules et
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les parameétres associés. Ce champ est ensuite projeté a un niveau inférieur de la pyramide
pendant le processus d’estimation (voir section 3.4.1). Ce sont les valeurs du champ et
non les paramétres des particules qui sont projetées. Les positions des particules décrivant
ce champ peuvent directement étre projetées sur les niveaux inférieurs de la pyramide.
Cependant, la projection des parameétres de force et d’amplitude n’étant pas directe, il est
nécessaire de recalculer ces parametres a partir du champ projeté.

Soient X%t et X7l les positions des particules du niveau I, projetées au niveau
de multirésolution le plus fin (correspondant a la résolution originale des images). Il est
alors possible d’obtenir un champ w décrit par les deux ensembles de particules U, Xsob!l
et U X! en minimisant (3.44), ot W est le champ dense estimé & la fin du schéma
multirésolution.

3.6 Conclusion

En s’appuyant sur lidée de discrétisation de la vorticité associée a la méthode de
vortex, un estimateur paramétrique de champs denses de déplacements a été proposé.
Le modeéle de transformation est décrit par un ensemble de fonctions de base de deux
types, respectivement associées aus composantes irrotationnelle et solénoidale du champ
de déplacements. Ces fonctions de base décrivent les zones de vorticité et de divergence
et sont donc liées aux structures caractéristiques de I’écoulement. Le modeéle est donc en
accord avec la nature spécifique des images a étudier, représentant des phénoménes de type
fluide traduits par des mouvements de rotation et de divergence.

Le champ dense de déplacement est décrit par un ensemble réduit de paramétres as-
sociés & ces fonctions de base. Le modeéle peut étre estimé de maniére directe, a partir
d’une hypothése de conservation de la luminance dérivant de I’équation de continuité de
la mécanique des fluides. L’estimation est formulée dans un cadre multirésolution afin de
prendre en compte des éventuels déplacements de grande amplitude entre deux images. La
technique d’estimation des paramétres est basée sur une méthode de gradient conjugué et
une méthode mean shift correspondant & une montée de gradient.

L’estimateur de mouvement proposé est validé dans le chapitre suivant sur des images
synthétiques et réelles de différentes natures.
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Chapitre 4

Validation expérimentale

Dans ce chapitre, nous validons la méthode d’estimation de mouvement proposée sur
des images synthétiques et sur des exemples réels. La premiére section présente un exemple
synthétique créé a partir d’'un champ paramétrique composé de particules de vortex et de
source. Deux autres exemples synthétiques provenant d’une simulation numérique d’'un
écoulement fluide sont ensuite étudiés. Des analyses quantitatives globales et locales sont
proposées. La deuxiéme section présente des résultats obtenus sur des séquences météo-
rologiques réelles issues de deux canaux différents du satellite Météosat. La méthode est
ensuite testée sur des images issues de la mécanique des fluides expérimentales. Enfin, une
application particuliére en imagerie médicale est proposée.

4.1 Exemples synthétiques

4.1.1 Particules de vortex et de source

Nous présentons tout d’abord un exemple synthétique composé d'une rotation, d'un
mouvement divergent (source), et d’une combinaison d’un vortex et d’un puits. Le champ
synthétique est présenté sur la figure 4.1, ainsi que les cartes de vorticité et de divergence
correspondantes. L’exemple a été construit avec 2 particules de vortex et 2 particules de
source.

—015

(a) (v) (c) (d)

Fia. 4.1: Exemple synthétique. (a) Image PIV; (b) Champ de vecteurs paramétrique;
(c) Carte de vorticité (vorticité absolue moyenne = 1.5 1073); (d) Carte de divergence
(divergence absolue moyenne — 1.5 1073).

Afin de créer une paire d’'images ou la vérité terrain est connue, le champ de vecteurs
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synthétique a été appliqué a une image d’un écoulement fluide ensemencé par des particules.
Ce type d’images est utilisé pour estimer des vitesses d’écoulement en mécanique des
fluides expérimentales. Les techniques d’estimation associées, basées sur la corrélation,
sont connues sous le nom de méthodes PIV (Particle Image Velocimetry). Nous présentons
des résultats obtenus sur une paire d’images composée de I'image originale PIV et la méme
image recalée par rapport au champ de vecteurs considéré.

Nous montrons sur la figure 4.2 le résultat obtenu lorsque les positions des 4 particules
sont connues. La force de chaque particule a été initialisée a zéro et les domaines d’influence
a la distance a la particule la plus proche. La méthode d’estimation permet d’estimer trés
précisément le champ des vitesses, ainsi que la vorticité et la divergence portée par chaque
particule. Les valeurs absolues moyennes de vorticité et divergence (voir la légende de la
figure 4.2) peuvent étre comparées aux vraies valeurs (voir la légende de la figure 4.1).

() () (c)

FiG. 4.2: Résultat en connaissant les positions des particules.(a) Mouvement estimé; (b)
Vorticité estimée (valeur absolue moyenne = 1.4 1073, erreur absolue moyenne = 1.4 1074) ;
(c¢) Divergence estimée (valeur absolue moyenne — 1.3 1073, erreur absolue moyenne —

2.71074).

Nous présentons sur la figure 4.3 le résultat de l'estimation quand l’algorithme est
initialisé avec plusieurs positions perturbées dans le voisinage des vrais centres des 4 par-
ticules synthétiques. Méme si 4 particules suffisent pour représenter le déplacement, cette
expérience permet de tester la robustesse a une sur-représentation (12 particules ici). Nous
observons sur la figure 4.3 que la procédure mean shift, couplée & I’estimation des para-
métres de force et d’influence, permet de converger itérativement vers les vraies positions.
L’évolution des cartes de divergence et de vorticité pendant le processus d’estimation est
représentée sur la figure 4.4. Dans ce cas 5 itérations de la procédure alternée d’estima-
tion ont été nécessaires pour converger. Cette expérience simple démontre la robustesse de
I'ajustement des positions par rapport a une sur-représentation et une initialisation impré-
cise, méme si les erreurs absolues moyennes pour l'estimation de la divergence sont un peu
plus élevées pour ce cas perturbé (voir la légende de la figure 4.3).
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(b) (c)
(d) (e)

Fi1G. 4.3: Résultat avec des positions initiales des particules perturbées. (a) Déplacement
estimé; (b) Les positions initiales des particules de vortex sont indiquées en blanc, leurs
positions a la fin de I'algorithme en noir; (c) Vorticité estimée (valeur absolue moyenne
~ 1.4 1073, erreur absolue moyenne — 3.4 107%); (d) Positions initiales et finales des

particules de source; (e) Divergence estimée (valeur absolue moyenne = 1.3 1073, erreur
absolue moyenne — 5.3 107%).

ko1 k2 k-3 k4

Evolution de la carte de vorticité

-
.
k—1 k=3

k=2

Evolution de la carte de divergence

(a)

F1G. 4.4: Evolution de I'estimation des cartes de vorticité et divergence au fil des itérations
du schéma en deux étapes (estimation de la vorticité ou divergence portée par chaque
particule / ajustement des centres par la procédure mean shift).
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4.1.2 Turbulence 2D derriére un sillage

Nous présentons un deuxiéme exemple synthétique créé a partir d’'un mouvement com-
plexe décrivant 1’évolution d’un écoulement turbulent dans le sillage d’'un cylindre. Le
champ de vitesses a été obtenu par simulation de I’équation de Navier-Stokes avec une
méthode DNS (Direct Numerical Simulation) [100]'. Une paire d'images synthétique est
créée a partir d’une image initiale de particules (voir figure 4.5(a)). Le déplacement connu
et la carte de vorticité associée sont représentés sur la figure 4.5(b,c).

Afin de comparer la précision des différents résultats, nous calculons la vorticité ab-
solue moyenne sur l'image et l'erreur absolue moyenne entre la vraie vorticité scalaire et
son estimation. Nous présentons en premier lieu sur la figure 4.6 le résultat obtenu par
une méthode d’estimation dense dédiée aux fluides [44]. Le champ de vecteurs estimé est
présenté sur la figure 4.6 (a), ainsi que la carte de vorticité correspondante figure 4.6(b).
Nous pouvons remarquer que le champ de déplacements fourni par cette méthode d’esti-
mation dense présente un profil trés proche de la vérité terrain. Cependant, des erreurs
locales d’estimation apparaissent sur la carte de vorticité estimeée.

S e e

R R 0
P A A I it e U

I R N
R I T P

(b) (c)

FiG. 4.5: Ezemple synthétique obtenu par DNS (Direct Numerical Simulation). (a) Image
PIV: (b) Champ de déplacements synthétiques obtenu par simulation de I'équation de
Navier-Stokes; (c¢) Carte de vorticité (vorticité absolue moyenne = 0.0117).

'La séquence de champs de vitesses a été fournie par le laboratoire de mécanique des fluides de la
FIUBA, université de Buenos Aires.
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(a) ()

F1G. 4.6: Résultat obtenu par une méthode d’estimation dense dédiée aux fluides [44] (a)
Champ de vecteurs estimé; (b) Carte de vorticité associée (vorticité absolue moyenne —
0.0172, erreur absolue moyenne = 0.012).

La figure 4.7 montre le résultat obtenu par notre méthode paramétrique avec une grille
uniforme de 30*50 particules de vortex. Notons que les positions sont laissées fixes sur
la grille pendant le processus d’estimation, étant donné que la grille est dense et que les
régions de vorticité sont toutes recouvertes par des particules. La composante de transport
globale a d’abord été extraite (voir la figure 4.7(a)). Ce champ a été estimé avec un
estimateur dense standard associé & un fort coefficient de régularisation, puis retiré de la
paire d’images. Les valeurs de vorticité absolue moyenne et d’erreur absolue moyenne (voir
la légende de la figure 4.7) peuvent étre comparées au résultat de la méthode dense dédiée
aux fluides (voir la légende de lafigure 4.6). La méthode dense semble étre plus bruitée et
sujette a des petites erreurs locales, ceci peut expliquer le fait que ’erreur absolue moyenne
correspondante est plus élevée.
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Fia. 4.7: Résultat avec un grand nombre de particules de vortex (a) Composante de trans-
port estimée ; (b) Champ de vecteurs solénoidal estimé; (c) Champ de vecteurs complet,
somme des composantes solénoidale et de transport; (d) Carte de vorticité (vorticité ab-
solue moyenne — 0.0159, erreur absolue moyenne — 0.0106).

Nous montrons enfin un exemple de résultat pouvant étre obtenu avec un nombre mini-
mal de particules. Seulement 6 particules de vortex ont été utilisées pour estimer le champ
de déplacements présenté figure 4.8(b), avec des positions initiales fixées sur une ligne
centrale. Aprés ajout de la composante de transport, le champ de vecteurs correspondant
est représenté sur la figure 4.8(c). La distribution de vorticité associée aux 6 particules
de vortex est représentée sur la figure 4.8(d). Notons que la carte de vorticité estimée
consiste en une représentation grossiére de la vraie carte de vorticité (voir figure 4.5(c)).
Néanmoins, le champ de vecteurs correspondant est proche du vrai. La solution est moins
sujette a des erreurs locales d’estimation, conduisant & une erreur absolue moyenne plus
faible pour la vorticité (voir la légende de la figure 4.8).

Ce résultat met en avant le fait que notre méthode est capable d’estimer un champ
de vecteurs cohérent & partir d’'un nombre de particules trés faible. Cette représentation
de faible dimension du champ de déplacements permet une interprétation parlante directe
de l'organisation et la position des vortex dans 1’écoulement. Il est aussi important de
noter qu'une telle représentation compacte de I’écoulement peut étre estimée avec un cofit
de calcul plus faible qu'une méthod dense. Ceci n’est cependant plus le cas pour une
représentation avec un trés grand nombre de particules, ot le calcul de la méthode proposée
est plus élevé.
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(c) (d)

Fia. 4.8: Résultat avec un nombre minimal de particules de vortexr (a) Composante de
transport estimée ; (b) Champ de vecteurs solénoidal estimé ; (c) Champ de vecteurs com-
plet, somme des composantes solénoidale et de transport; (d) Carte de vorticité (vorticité
absolue moyenne — 0.011, erreur absolue moyenne — 0.0091).

4.1.3 Autre exemple de turbulence 2D

Cet exemple traite des images synthétiques de particules transportées par un écou-
lement 2D turbulent complexe, composé de plusieurs vortex. Le vrai déplacement et la
carte de vorticité correspondante sont représentés sur la figure 4.9(a,b). Cet écoulement
a également été simulé par une technique DNS 2. Le mouvement est purement rotationnel
et la composante de transport est nulle. Nous montrons sur la figure 4.9(c,d) le résultat
obtenu par la méthode d’estimation dense [44|. La solution est comparée au résultat de
notre estimateur paramétrique, avec une grille de 20*20 particules de vortex (voir la figure
4.9(e,£)).

Une comparaison quantitative globale peut étre effectuée a partir des valeurs de vorticité
absolue moyenne et d’erreur absolue moyenne (voir la légende de la figure 4.9). L’erreur
absolue moyenne est plus faible pour I'estimateur dense, mais notre méthode fournit une
solution avec une vorticité absolue moyenne plus proche de la vraie valeur.

Une comparaison plus fine est proposée, afin de mettre en avant de maniére plus précise
les différences entre les deux estimateurs. Sur la figure 4.10 sont représentées les lignes de
contour associées a une valeur donnée de vorticité absolue. Ces lignes sont tracées pour la
carte de vorticité de référence et pour les deux méthodes d’estimation. Ces contours mettent
l'accent sur le fait que la méthode dense est plus sujette & des petites erreurs locales,
alors que l'estimateur paramétrique permet de retrouver les structures a grande échelle

N

de la vorticité mais tend a lisser les petites échelles. Ces structures a petite échelle sont

’La séquence d’images a été fournie par le CEMAGREF de Rennes dans le cadre du projet européen
FLUID “Fluid Image Analysis and Description” http ://fluid.irisa.fr.
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présentes dans la solution obtenue par I’estimateur dense. Néanmoins, elles sont difficiles a
séparer des hautes fréquences générées par les erreurs d’estimation (voir la figure 4.10). Si
I'objectif est de caractériser les structures de vorticité larges ou moyennes de 1’écoulement,
I'estimateur paramétrique semble alors mieux adapté. Afin de confirmer cette observation,
nous avons comparé des profils de vorticité le long de deux lignes données sur l'image. Ces
profils sont représentés sur la figure 4.11. Le profil correspondant & la vérité terrain est
superposé aux profils obtenus par l'estimateur dense et la méthode paramétrique. Nous
pouvons constater que les profils associés & l'estimation dense sont trés proches de la
solution. Ils présentent cependant des erreurs d’estimation dans les petites échelles, alors
que les profils de la solution paramétrique présentent une version lissée de la solution.
L’estimateur paramétrique ne permet pas de capturer tous les détails de petite échelle de
la vorticité, mais permet de représenter avec précision les composantes & grande échelle de
la solution. Cette propriété est intéressante pour 'analyse ou la caractérisation des grandes
échelles de turbulence.
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(a)

(e) ()

FiG. 4.9: Ecoulement 2D turbulent. (a) Vrai champ de déplacements ; (b) Carte de vorticité
(vorticité absolue moyenne = 0.0639) ; (¢) Champ de déplacements estimé par une méthode
dense dédiee [44]; (d) Carte de vorticité associée (vorticité absolue moyenne — 0.0663,
erreur absolue moyenne = 0.0286); (e) Champ de déplacements estimé par la technique
proposée ; (£) Carte de vorticité associée (vorticité absolue moyenne — 0.062, erreur absolue

moyenne = 0.0363).
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Fi1G. 4.10: Lignes de contours de vorticité (pour |curl w| = 0.08). (a) Contours de réfé-
rence; (b) Contours associés a la méthode dense; (c) Contours pour I'estimateur para-
métrique.

Fi1G. 4.11: Profils de vorticité le long de deuz lignes (representées sur les images de gauche).
Les courbes verte, rouge et bleue représentent respectivement les profils de vorticité pour
I'estimateur paramétrique, I'estimateur dense et le vrai champ de déplacements.
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4.2 Application en météorologie

4.2.1 Canal infrarouge du satellite Météosat

Ce premier exemple météorologique est issu d'une séquence fournie par le canal infra-
rouge du satellite Météosat 3, montrant une large dépression sur ’'Océan Atlantique (figure
4.12). Dans cette séquence le but est d’estimer le large vortex situé dans la partie gauche
de I'image. Nous appliquons notre méthode avec 15 particules de vortex situées a proximité
de la dépression.

F1G. 4.12: Météosat image, infrared channel.

Le résultat de 'estimation est présenté sur la figure 4.13. La composante de transport
estimée est représentée sur la figure 4.13 (b). La composante solénoidale et la vorticité sous-
jacente sont visibles sur les figures 4.13(c) et 4.13(d). Il peut étre noté que le mouvement
dépressionnaire observé correspond a un vortex allongé. Cette situation est modélisée par
un vortex tripolaire, caractéristique en turbulence bidimensionnelle.

3La séquence a été fournie par le LMD (Laboratoire de Météorologie Dynamique).
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(c) (d)

Fia. 4.13: Résultat sur une séquence du canal infrarouge de Météosat. (a) Image de la
dépression sur I’Atlantique Nord ; (b) Composante de transport estimée ; (¢) Composante
solénoidale estimée; (d) Carte devorticité correspondante.

4.2.2 Canal vapeur d’eau de Météosat

Ce deuxiéme exemple concerne I'estimation d’'un mouvement divergent & partir d’une
paire d’images du canal vapeur d’eau de Météosat *. Le résultat obtenu est visible sur la
figure 4.14. Un petit nombre de particules de source permet de retrouver le mouvement di-
vergent, correspondant au mouvement apparent d’une cellule convective. La figure 4.15(a)
présente la position initiale des particules et leurs positions finales aprés estimation. Cet
exemple montre l'efficacité de la procédure d’ajustement basée sur la technique mean shift.
Les positions optimales des particules sont estimées au centre du mouvement divergent.
L’évolution de 'estimation de la carte de divergence avec les positions successives des par-
ticules est illustrée sur la figure 4.15(b). La composante de transport extraite et le champ
de vecteurs divergent estimé sont présentés sur les figures 4.14(c) et 4.14(d).

“La séquence a été fournie par le LMD (Laboratoire de Météorologie Dynamique).
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(c) (d)

F1G. 4.14: Résultat sur des images du canal vapeur d’eau de Météosat. (a)-(b) Premiére et
deuxiéme images; (c¢) Composante de transport estimée; (d) Composante irrotationnelle
estimée.

(a)
k=0 k=1 k=2 k-3

(b)

FiG. 4.15: [llustration de l’ajustement des positions des particules. (a) Les positions ini-
tiales des particules sont tracées en blanc sur I'image, les positions finales en noir; (b)
Evolution dela carte de divergence estimée (convergence aprés 3 itérations).

4.3 Application en mécanique des fluides expérimentales

La méthode a été expérimentée sur des images décrivant 1’évolution d’un vortex généré
au bout d'une aile d’avion °. L’écoulement est ici ensemencé expérimentalement par de

®La séquence a été fournie par 'ONERA (Office National d’Etudes et de Recherches Aérospatiales).
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la fumeée et illuminé par une nappe laser. La figure 4.16 donne un apercu de la cohérence
temporelle de la solution. Sur cette figure ont été représentés les cartes de vorticité estimées,
superposées aux images originales de fumée, et les champs de vecteurs correspondant. Il
peut étre observé que la méthode permet de retrouver un vortex principal cohérent, et un
deuxiéme vortex secondaire tournant autour du premier. Ces résultats ont été obtenus a
partir d’un ensemble de 15 particules de vortex.

Fi1Gg. 4.16: Vortex générés au bout d’une aile d’avion (a) Cartes de vorticité estimées a
partir d’un ensemble de 15 particules de vortex, superposées sur les images a des instants
successifs; (b) Champs de déplacement estimeés.

4.4 Application en imagerie médicale

Le dernier domaine d’application étudié correspond au probléme du recalage non ri-
gide en imagerie médicale. Ce domaine de recherche est trés actif et de nombreux travaux
se sont penchés sur ce sujet. Nous renvoyons le lecteur & des états de 'art complets sur
ce sujet |105, 108, 153, 162|. Le procédé de recalage non rigide a pour but d’estimer une
transformation non linéaire mettant deux images en correspondance. En plus des transfor-
mations rigides, un recalage non rigide est nécessaire lorsque des phénomeénes déformables
sont observés. Les applications possible du recalage non rigide sont nombreuses et diverses :
compensation de mouvement causé par les battements du coeur, estimation d’une varia-
bilité anatomique inter-individus (pour la construction d’atlas anatomiques), controle de
changements temporels (évolution de lesions dans le cas de sclérose en plaques), etc.

Pour cette application nous nous appuyons sur I’équation de conservation de la lumi-
nance classique (% = 0), car I’équation de continuité proposée pour les fluides n’est plus
valide dans ce contexte. Les équations du probléme d’estimation restent les mémes, excepté
que les termes de divergence disparaissent.

La méthode a été testée sur des images de résonance magnétiques (IRM) d’un patient
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souffrant de sclérose en plaques. La caractérisation de 1’accroissement des lésions est im-
portante afin d’évaluer I’évolution de la maladie. Deux volumes 3D ont été acquis & 6 mois
d’intervalle et recalés par une transformation rigide [107]. Une coupe axiale 2D a ensuite
été extraite. La lésion d’intérét apparait comme une tache blanche dans la partie gauche
du cerveau au temps ty. Son accroissement est visible au temps tg+6 mois sur la figure
4.17(d).

Les particules de source ont été initialisées manuellement & proximité de la lésion.
Comme le montre la figure 4.18(a), le processus d’estimation est peu sensible a cette ini-
tialisation puisque la méthode d’ajustement des positions permet de guider les particules
vers la région d’intérét. Un mouvement divergent de type source est alors estimé, rendant
compte de 'accroissement de la lésion. L’image recalée correspondante est présentée sur
la figure 4.18(c). L'image de différences entre I'image originale et I'image déformée (fi-
gure 4.19(a)) peut étre comparée a 'image de différences apres recalage (figure 4.19(b)).
L’erreur due a la lésion a été supprimée par la méthode d’estimation.

() () (c) (d)

FiG. 4.17: Evolution d’une lésion de sclérose en plagques (a) Coupe au temps to; (b) Coupe
correspondante au temps tg+6 mois; (c)-(d) Zoom centré sur la lésion.

(a) (v) (c)

Fi1G. 4.18: (a) Déplacement automatique des particules de source vers la région d’intérét.
Les points noirs représentent les positions initiales, les points blancs les positions finales ;
(b) Zoom sur le champ divergent estimé, centré sur la lésion; (c) Image recalée (image
au temps to+6 mois recalée vers l'image t).
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(a) (b)

FiGg. 4.19: (a) Différence entre les deux images aprés le recalage rigide; (b) Différence
aprés le recalage non rigide. L’accroissement de la lésion a été capté par le recalage non
rigide.
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Conclusion

L’état de 'art présenté dans le chapitre 2 sur les méthodes d’estimation de mouvement
dédiées aux mouvements fluides a mis en avant le fait que l'adaptation des estimateurs
de flot optique & l'imagerie fluide conduit & des estimateurs fournissant une solution pré-
cise mais de tres grande dimension. La solution fournie par les méthodes de corrélation
(couramment utilisées en pratique) ne peut pas non plus étre décrite de maniére com-
pacte. D’autre part, il a été constaté que plusieurs méthodes d’estimation paramétriques
ont été développées dans le contexte de mouvements déformables, mais qu’aucune n’est
particulierement adaptée a la nature spécifique et complexe des mouvements fluides.

En nous basant sur une paramétrisation de la vorticité utilisée dans le domaine de la
simulation numérique d’écoulements fluides, nous avons présenté dans le chapitre 3 une
méthode d’estimation fournissant une représentation de faible dimension du champ de
déplacements, estimée & partir des données images. Cette représentation provient d’une
discrétisation adaptée des cartes de divergence et de vorticité du champ de vecteurs en
termes de particules de vortex et de source. Le champ de vecteurs correspondant, composé
d’une composante irrotationnelle et d'une composante solénoidale, est alors décrit par un
ensemble de fonctions de base des deux types.

Le modeéle de données est construit & partir de I’équation de conservation de la masse,
déja utilisée dans d’autres travaux comme alternative a 'hypotheése classique de conserva-
tion de la luminance. Le probleme d’estimation peut alors étre formulé comme un probléme
de minimisation sur les données des images. L’estimation est mise en place dans un cadre
multirésolution afin de gérer les grands déplacements entre deux images, dus & un écou-
lement rapide ou une fréquence faible d’acquisition des images. Les différents types de
parameétres du modeéle sont estimés a ’aide d’une stratégie originale couplant une méthode
de gradient conjugué non linéaire & une procédure mean shift.

La méthode d’estimation proposée a été testée sur des images provenant de domaines
d’application différents et décrivant des mouvements de diverses natures. Les résultats ont
été validés quantitativement et qualitativement, sur des exemples synthétiques et réels, et
comparés aux résultats fournis par une méthode de flot optique dédiée aux mouvements
fluides.

Les résultats ont montré que la nature paramétrique de la méthode autorise soit ’esti-
mation précise d’un champ de déplacements a partir d’un grand nombre de particules, soit
I'estimation d'une représentation simplifiée du mouvement avec un nombre réduit de para-
métres. Cette représentation simplifiée a un sens, puisqu’elle correspond aux composantes
lies aux grandes échelles du déplacement. Notons que cette méthode permet également
d’estimer le déplacement dans des zones localisées, contrairement & une méthode dense.

Enfin, une telle représentation compacte du champ permet d’envisager la mise en place
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d’un suivi temporel de champs de vecteurs le long d’une séquence d’images, ce qui n’était
pas réalisable avec une solution décrite par un vecteur de déplacement en tout point de
I'image. Nous traitons cette extension temporelle dans la deuxiéme partie de ce document.
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Deuxiéme partie

Suivi temporel de champs de vitesses
d’écoulements fluides par filtrage non
linéaire
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Introduction

La deuxiéme partie de ce document traite du probléme de suivi de champs denses de
vitesses dans des séquences d’images décrivant des écoulements fluides. Notre objectif prin-
cipal consiste a proposer une méthode d’estimation des champs de vitesses & partir d’une
séquence d’'images, respectant la dynamique des grandes échelles spatiales de 1’écoulement.

La premiére partie de ce document a montré comment 'estimation du champ des vi-
tesses d’un écoulement fluide était possible & partir de deux images consécutives de cet
écoulement. Un estimateur conduisant a une représentation réduite de I’écoulement a no-
tamment été proposé, et les résultats expérimentaux ont attesté que la méthode d’estima-
tion permettait d’extraire un champ de vitesses correspondant a l’évolution des grandes
échelles de I’écoulement.

L’estimation des champs de déplacements pour des paires d’images successives ne garan-
tit absolument pas une cohérence temporelle des champs de vitesses estimés sur I'ensemble
de la séquence. En effet, en présence d’images bruitées ou de déplacements de grande am-
plitude ou chaotiques (dans le cas de phénomeénes turbulents par exemple), l'estimation du
mouvement devient difficile et particuliérement sujette aux erreurs.

La faiblesse d’une telle approche provient du fait qu’aucune contrainte temporelle sur
I’évolution globale des champs de déplacements n’est intégrée dans le processus d’estima-
tion. Aucune loi de conservation physique n’est donc respectée, mis a part le respect de
proche en proche d’une loi de conservation indirecte : la préservation de la luminance. Ce-
pendant, le respect de cette seule contrainte ne peut en aucun cas permettre I’émergence
d’une solution physiquement cohérente.

L’introduction d’une loi dynamique physique (issue dans notre cas des équations de
Navier-Stokes) dans le processus d’estimation conduit naturellement & un probléme de
suivi des champs de vitesses dans le temps. L’objectif consiste en effet & estimer un vecteur
d’état régi par une loi d’évolution définie a priori, & partir d’observations indirectes de cet
état. Le choix de formuler ce probléme dans un cadre probabiliste nous permet de définir
une loi d’évolution approximative (définie & un bruit prés) et de l'associer a des mesures
bruitées extraites de la séquence d’images. Dans ce cadre probabiliste, la non linéarité
du modéle d’évolution et la relation non linéaire liant I'état aux informations brutes de
I'image peuvent étre prises en compte dans la modélisation. La résolution du probléme
de filtrage associé & un tel modeéle entiérement non linéaire est alors difficile, notamment
lorsque la dimension du vecteur d’état est trop élevée. Néanmoins, en se basant sur des
techniques récursives bayésiennes bien adaptées et & partir d’une représentation de taille
réduite de ’état (comme celle proposée dans la premiére partie de ce document), une telle
méthode de suivi par filtrage peut étre mise en place. Cette deuxiéme partie & suivre vise
a situer 'approche que nous proposons par rapport aux travaux existants et a 'exposer
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en détails.

Le chapitre 5 donne un apercu de quelques travaux traitant du suivi de structures
fluides a partir de séquences d’images. Les méthodes de suivi de points caractéristiques ou
de courbes sont notamment abordées. Ces méthodes sont généralement dédiées a des ap-
plications trés précises et n’intégrent aucune information a priori sur I’évolution du fluide.
Les contributions récentes liées au probléme de suivi de champs denses de vitesses sont
ensuite présentées. L’accent est mis sur I'inclusion d’a priori physiques dans les modéles,
visant a améliorer la cohérence temporelle des estimations. Il est & noter que jusqu’aux
travaux développés trés récemment, la seule technique utilisée pour accroitre la cohérence
temporelle des estimations se basait sur une régularisation spatio-temporelle des champs
de déplacements. Or, cette approche est restrictive puisque le modéle sous-jacent suppose
que les champs de vitesses soient globalement stationnaires.

Le principe du filtrage bayésien sur lequel nous nous basons est détaillé dans le chapitre
6. L’intérét d’une modélisation continue du probléme est confronté aux modélisations dis-
crétes usuellement rencontrées dans le domaine de ’analyse d’images. Selon la nature du
modeéle de filtrage, les différentes méthodes de résolution du probléme de filtrage optimal
sont ensuite exposées, en insistant sur les méthodes dédiées aux modéles non linéaires.

Le chapitre 7 expose la formulation du probléme de suivi de champs de vitesses d’écou-
lements fluides dans un cadre de filtrage bayésien. La construction du modéle de filtrage
associé est détaillée, ainsi que la méthode de suivi dérivant de la résolution du probléme
de filtrage.

Le dernier chapitre expose et analyse des résultats de suivi obtenus sur des séquences
synthétiques et sur des exemples réels issus de la météorologie et la mécanique des fluides
expérimentale.
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Chapitre 5

Suivi de structures fluides :
approches existantes

Ce chapitre présente les travaux relatifs a l'analyse temporelle des mouvements de
nature fluide & partir de séquences d’images. Quelques méthodes adaptées au suivi de
structures caractéristiques sont présentées dans la premiére section. Dans ce cas, ['objectif
est de suivre le centre ou le contour de phénomeénes particuliers. Nous renvoyons le lecteur
a 43| et [130] pour des états de I'art complets sur les deux sujets. Lorsque 'objectif est
I’analyse temporelle de I’écoulement dans son ensemble, on cherche a suivre et reconstruire
des champs denses de déplacements sur toute la séquence. La deuxiéme partie de ce chapitre
expose les méthodes récemment proposées pour répondre & ce probléme.

5.1 Suivi de structures caractéristiques

5.1.1 Points singuliers
Définition et intérét

Les points singuliers de I’écoulement, encore appelés points critiques, correspondent aux
centres des vortex, puits ou sources, oil la vitesse est nulle. Ces points sont intéressants car
ils sont associés a des phénomeénes particuliers. En météorologie par exemple, ces points sont
les centres de dépressions ou de forts mouvements convectifs responsables de phénomeénes
climatiques violents (fortes pluies, tornades). En mécanique des fluides, la connaissance
des zones de vorticité est a la base de I’é¢tude des phénoménes turbulents. L’analyse et le
suivi des points singuliers correspondant aux centres des vortex de 1’écoulement est donc

importante dans ce domaine. Enfin, une représentation trés compacte de I’écoulement peut
étre obtenue a partir de ces points.

Méthodes de détection

La plupart des méthodes permettant de localiser ces points singuliers sont basées sur
une approximation linéaire de 1’écoulement au voisinage des points singuliers. Le mou-
vement de la structure singuliére peut alors étre caractérisé en analysant la matrice de
I'application linéaire associée. L’étude de la forme de Jordan de cette matrice permet
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d’associer la singularité & un portrait de phase donné (noeud, point de selle, rotation,...),
et donc de la caractériser [64, 137, 147]. Notons que l'approche peut étre étendue a des
portraits de phase non linéaires [63].

La détection des points peut étre réalisée a partir d’'un champ de déplacement estimé
[39, 117, 125, 137|. Les points singuliers peuvent étre détectés en se basant sur les indices
de Poincaré associés au champ de déplacements 39, 64]. L’indice d'une courbe fermée est
donné par le nombre de tours effectués par le champ le long de cette courbe. L’indice
vaut 1 si la courbe entoure un vortex, un puit ou une source. Les indices de Poincaré sont
également utilisés dans [117], ou I'estimation des singularités est couplée a 'estimation du
champ dense de déplacements. Les auteurs ne se basent plus sur un modéle de portrait de
phases mais sur un modeéle de Rankine (présenté dans le chapitre 2). Une autre analyse
des points singuliers associée au modeéle de Rankine est proposée dans [45]. Dans cette
méthode, les singularités sont directement estimées & partir des composantes irrotationnelle
et solénoidale du champ. Il est ainsi possible de différencier les vortex des puits/sources,
ce qui n’est réalisable avec la méthode des indices.

La détermination des points singuliers peut également étre effectuée a partir des données
des images [113]. L’approche statistique proposée localise les points singuliers de maniére
itérative en estimant un modele affine de mouvement 2D dans une fenétre dont la taille et
la position s’adapte au cours des itérations. L’extraction des points singuliers peut méme
étre réalisée a partir d’'une seule image si I'image rend compte du mouvement. Ceci est
le cas pour des images de filets d’émission et de vélocimétrie par éléments de trajectoire
(images PSV) en mécanique des fluides [112].

Suivi

Si Papplication visée est le suivi des caractéristiques principales de I’écoulement, on peut
se concentrer sur le suivi des points singuliers. L’évolution globale du phénoméne pourra
alors étre étudiée. Dans ce cas, une détermination précise du domaine d’influence de chaque
singularité n’est pas indispensable. La zone d’influence peut étre modélisée simplement par
un disque comme dans le cas du modéle de Rankine. Elle peut également étre définie par
un rectangle comme dans [111], ot 'on s’intéresse au suivi du centre d’une dépression. Les
domaines d’influence sont alors liés a la taille des structures d’intérét dans le phénomeéne
observé, mais ne décrivent pas précisément ces contours.

Notons que les exemples de suivi de ces points singuliers traitent le probléme de suivi
comme une succession d’estimations dans le temps. Dans [111] par exemple, la recherche
du point est initialisée grace a la position de la fenétre estimée & 'instant précédent, mais
aucun modéle dynamique sous-jacent ne permet d’assurer une cohérence temporelle dans
les estimations.

Le suivi de points dans des séquences d’images d’écoulements fluides est un probléme
délicat en raison de la variabilité temporelle des phénoménes. Les structures observées
peuvent subir des déformations trés importantes et changer de topologie au cours du temps.
De plus, des variations importantes de l'intensité lumineuse peuvent étre observées. Afin
d’améliorer la robustesse du suivi temporel de ces points caractéristiques, il serait intéres-
sant d’exploiter les méthodes de suivi de points par filtrage stochastique [10].

70



5.1.2 Evolution de contours

Lorsque I’on ne s’intéresse pas seulement aux caractéristiques globales de 1’écoulement
mais a un phénoméne particulier il peut étre nécessaire de décrire de maniére plus pré-
cise les contours des structures mises en jeu. Les applications peuvent étre ’analyse d’'un
phénomeéne climatique particulier ou 'observation de déformations en imagerie médicale.

La plupart des approches développées pour répondre a ce probléme reposent sur des
méthodes d’ensembles de niveaux [128, 145 permettant le suivi de courbes fermées. La
courbe C' suit une évolution du type :

oC

ou F' est une fonction de propagation & définir et n est la normale a la courbe.
L’évolution de la courbe est décrite de maniére implicite par le niveau zéro d'une
fonction scalaire implicite ¢ :

Vt, C(t) = {x|o(x,t) = 0}, (5.2)
dont I'évolution est définie par :
o¢
= Py (53)

La fonction ¢ initiale est usuellement la fonction distance signée & la courbe initiale
(positive a l'extérieur, négative a 'intérieur). Un critére d’arrét dépendant des données de
I'image permet d’extraire un contour, donné par la position finale de la courbe.

Ainsi dans [40] les contours sont extraits dans chaque image puis mis en correspon-
dance & partir de chemins géodésiques connectant les courbes. Ces chemins sont calculés a
partir de similarités locales entre points de départs et points d’arrivée. Un suivi de nuages
convectifs basé sur les ensembles de niveaux accompagné d'une caractérisation de 1’acti-
vité de ces nuages est proposé dans [131]|. Contrairement & I'approche décrite dans [40], il
n’est pas nécessaire d’extraire les frontiéres des nuages au préalable dans chaque image.
Une premiére étape de prédiction est réalisée grace a la connaissance du champ dense de
déplacements permettant de construire une fonction de propagation adéquate. Le critére
d’arrét est lui aussi construit a partir de I'information dynamique. Dans la deuxiéme étape,
le contour évolue localement de maniére & s’ajuster aux frontiéres du nuage, a partir des
données photométriques de 'image.

Enfin, notons le travail de [31] qui extrait le contour des nuages en utilisant un modele
markovien de segmentation. Le schéma proposé peut étre apparenté a une approche par
contours actifs [93]. Les contours actifs sont un autre exemple de modeéles déformables,
permettant d’extraire les frontiéres d’un objet en faisant évoluer une courbe paramétrée.

5.2 Suivi de champs denses de vitesses

5.2.1 Régularisation spatio-temporelle

Les méthodes de régularisation spatiale associées a I’estimation du flot optique (présen-
tées dans la section 2.2.1 du document) peuvent étre étendues a la dimension temporelle.
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Une régularisation spatio-temporelle a ainsi été proposée par [156], conduisant & un pro-
bléme d’optimisation convexe. Les champs denses pour tous les instants z € [0,7] de la
séquence sont estimés par minimisation de la fonctionnelle :

7 2
J(I,w) = / <VI(X) -w(x) + 8—(X)> dxdt + a/ (||V3u||2 + ||V3v||2) dxdt,
Qx[0,7] ot Qx[0,7]

(5.4)
N _ (0 o0 0
ou V3 = (@, a—y, m)
L’idée d’'une régularisation spatio-temporelle a été proposée au préalable par [123] dans

un contexte de lissage guidé par 'image. L’ajout de la composante temporelle dans I’es-
timation a également été traité par [23, 22|, mais dans un cadre d’optimisation non convexe.

Les travaux récents en imagerie fluide portent sur 'ajout de cohérence temporelle dans
I'estimation du mouvement dense sur une séquence d’images. Ainsi, |73] propose d’utiliser la
forme vorticité-vitesse de I’équation de Navier-Stokes 2D (décrite section 1) pour inclure un
a priori physique dans 'estimation. La vorticité estimée au temps t est propagée jusqu'au
temps t + 1 grace a cette équation. Le champ prédit correspondant est alors utilisé pour
initialiser la procédure d’estimation au temps ¢t 4+ 1 et améliorer la cohérence temporelle
des estimations. La méthode est appliquée & l'estimation de champs de vitesses sur des
couches atmosphériques stratifiées.

Une telle propagation de la vorticité & 'aide de la formulation vorticité-vitesse de
I'équation est également utilisée dans [142|, appliquée a des écoulements turbulents incom-
pressibles. Le terme de régularisation force la solution a étre en adéquation avec la vorticite

propagée & :

(I, w) :/Q<Vf(x)-w(x)+ ag(:()>2dx+a/ﬂ<§—£ ! ix, (5.5)

sous contrainte d’incompressibilité div w = 0.

Cette contrainte d’adéquation ne garantissant pas un lissage de la vorticité de la solu-
tion, il est nécessaire d’ajouter un terme de lissage de la vorticité, conduisant finalement &
la fonctionnelle suivante :

J(I,w):/ﬂ(VI(X)-W(X)—i—ag(tx)>2dx+a/g<§—§>2dx+B/Q(HV§H2) dx. (5.6)

L’ajout de la contrainte temporelle améliore la qualité des estimations sur la séquence.
Notons cependant que la méthode proposée impose de fixer manuellement un paramétre
supplémentaire : le paramétre G lié a 'importance du lissage de la vorticité.

5.2.2 Suivi variationnel

Une méthode permettant le suivi temporel des champs de déplacements a récemment
été proposée [129], s’appuyant sur des concepts de controle optimal développés en assi-
milation de données [18, 101, 152]. L’approche consiste a minimiser une fonction de cott
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spatio-temporelle globale et continue, déduite d'une estimation bayésienne au sens du maxi-
mum a posteriori. L’objectif est de minimiser I’erreur entre les prédictions données par un
modeéle et les observations disponibles.

Le suivi des champs de vecteurs est formulé par le suivi de leur vorticité et divergence.
La fonction d’état X du systéme représente la vorticité € et la divergence ¢ du champ :
X = [¢,¢]". Cette fonction d’état suit un modéle d’évolution temporel M. La valeur initiale
X du systéme est supposée connue, et des observations notées y,, de ’état sont disponibles
a certains instants t,. Le modéle est alors formulé comme suit :

X M(X) = (e, )
X(x,t0) = Xo(x) + v(x) (5.7)
Y (x, 1) = H(X(, 1)) + e(, 1),

ou n,v et e désignent les perturbations gaussiennes associées aux différentes composantes
du modéle.

Le modéle d’évolution temporel M se décompose en deux parties. L’évolution de la
vorticité est donnée par la formulation vorticité-vitesse de I’équation de Navier-Stokes :

0
8_§ +w -V =rAE, (5.8)
et la divergence est supposée étre solution d’une équation de la chaleur :
a¢
— =y AC. 5.9

Les observations discrétes y,, sont quant & elles réunies dans une fonction d’observation
continue Y. L’opérateur H permet de passer de 'espace d’état a celui des observations.

La résolution du probléme repose sur la construction de la loi d’évolution adjointe du
modeéle dynamique, permettant le calcul numérique du gradient de la fonction de cofit.
La condition initiale Xy est propagée a 'aide de la loi dynamique M par une intégration
“avant”. La solution est corrigée par une intégration rétrograde selon le modeéle adjoint,
prenant en compte les écarts entre la prédiction et les observations. A la fin de cette étape
la condition initiale est mise & jour par le gradient obtenu. Ces deux étapes sont répétées
itérativement jusqu’a convergence.

La solution obtenue correspond & un lissage des observations suivant le modéle dyna-
mique. Ainsi, a partir d’observations bruitées ou grossiéres des champs de déplacements sur
la séquence, la méthode permet de reconstruire ’ensemble des champs de maniére précise,
tout en respectant le modéle physique donné. La cohérence temporelle de la solution est
ainsi fortement améliorée.

Un suivi simultané de champs de vecteurs et de contours est également possible avec
cette approche. La loi d’évolution de la courbe, basée sur les ensembles de niveaux, est
ajoutée au modele dynamique (5.7). Rappelons que dans le contexte des ensembles de ni-
veaux, I’évolution de la courbe est modélisée par ’évolution de la surface implicite associée.
En supposant que la courbe se déplace & chaque instant selon le champ de vitesses w, et
diffuse selon un mouvement par courbure moyenne, I’'évolution s’écrit :

o¢

o +Vo-w—ek||Vo| =v, (5.10)
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ol k représente la courbure et v le bruit gaussien.

Les observations sont composées des champs de vecteurs bruités et de courbes fermées
données par une méthode de segmentation basique. La technique d’assimilation permet
de reconstruire a la fois les champs de déplacements sur toute la séquence, mais aussi
les contours des structures fluides d’intérét. Le suivi est appliqué & des séquences météo-
rologiques, permettant d’une part le suivi d’un cyclone, d’autre part le suivi de nuages
a différentes altitudes. Pour cette derniére application, les occultations partielles dues a
la superposition de nuages sont particulierement problématiques. La présence du modele
dynamique sous-jacent associé au formalisme spatio-temporel permet de gérer ces occulta-
tions.

5.2.3 Filtrage séquentiel

L’estimation séquentielle de champs denses de vitesses a récemment été formulée dans
un cadre de filtrage pour une application en océanographie [81]. Les images proviennent de
satellites et représentent des températures de surface de la mer Noire. Un modéle d’évolu-
tion des vitesses de circulation est fixé a partir d’'un modéle bidimensionnel “shallow-water”.
L’estimation des champs de vitesses est réalisée a chaque pas de temps a 'aide d’un es-
timateur dense [84]. Ces estimations sont utilisées pour corriger le modeéle & I'aide d'une
approximation du filtre de Kalman appelée nudging, consistant a remplacer la matrice de
gain du filtre par une constante fixée a priori (le principe du filtre de Kalman sera présenté
dans le chapitre suivant).

Notons que dans ce contexte, le modéle d’évolution est précis car il a été calibré sur la
séquence d'images étudiée. Le fait de coupler la prédiction aux observations fournies par
I’estimation des champs semble améliorer la qualité des résultats. Comme pour le suivi
variationnel décrit précédemment, 'intégration du modeéle physique vise a améliorer la
cohérence temporelle des estimations.

Notons que la méthode repose sur I'’hypothése d’équivalence entre la vitesse observée sur
I'image et la vitesse donnée par le modéle d’évolution shallow-water. C’est cette hypothése
qui rend l'utilisation d'un filtre de type Kalman possible. L’approximation par la méthode
de nudging permet ensuite d’éviter le cotit de calcul du filtre de Kalman pour un espace
d’état de grande dimension. L’utilisation de filtres de Kalman de rang réduit adaptés a de
tels systémes serait envisageable [133].

5.3 Synthése

Les méthodes dédiées a l'analyse temporelle des écoulements fluides & partir de sé-
quences d’images différent selon 'application visée.

Si 'objectif est de suivre un phénomeéne particulier, il est possible de s’intéresser au
suivi de structures caractéristiques de ce phénomeéne. En météorologie par exemple, le suivi
de dépressions ou de mouvements convectifs peut étre réalisé a travers le suivi des points
singuliers de I’écoulement (centres des vortex et puits/sources). En mécanique des fluides,
I'intérét peut se porter sur la trajectoire temporelle du centre d’un vortex. Les méthodes
de suivi de contours permettent une analyse plus précise en extrayant les frontiéres de la
structure d’intérét le long de la séquence. Cette information supplémentaire sur I’évolution
du phénomeéne peut alors permettre de caractériser sa nature ou son activité.
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Il est a noter qu'aucune de ces méthodes de suivi n’intégre une information a prior:
sur I'évolution du fluide dans le processus d’estimation. Le suivi consiste en fait en une
succession d’estimations sur des paires d’images. Le seul a priori couramment utilisé est
I'initialisation du probléme d’estimation & un instant donné & partir du résultat obtenu a
I'instant précédent.

Lorsque l'objectif est de suivre ’écoulement dans sa globalité, une information dense
sur le champ de déplacements est recherchée sur toute la séquence. Dans ce contexte, des
travaux récents se sont concentrés sur I'introduction de modéles d’évolution du fluide. Les
méthodes d’estimation présentées dans la premiére partie de ce document peuvent théo-
riquement étre appliquées afin de traiter successivement toutes les paires de la séquence.
Néanmoins, une telle approche ne permet pas de garantir une cohérence temporelle entre
les estimations successives. Si la séquence est bruitée ou présente des occultations impor-
tantes (cas des images météorologiques ou océanographiques), un processus d’estimation
ne se basant que sur des paires d’images consécutives peut rapidement étre mis en échec.

Des contributions récentes visent donc & améliorer la cohérence temporelle et la ro-
bustesse des estimations sur la séquence d’images. Ainsi, les méthodes d’estimation dense
basées sur une régularisation spatiale du champ de vecteurs ont été étendues de maniére
& intégrer une contrainte temporelle sur I'évolution du fluide. Cette contrainte est basée
sur la formulation vorticité-vitesse de I’équation de Navier-Stokes. La cohérence temporelle
est améliorée mais les observations passées ne sont pas prises en compte dans le processus
d’estimation.

Un modéle d’évolution issu de I'équation de Navier-Stokes est également & la base
de travaux récents basés sur des techniques de suivi variationnel. Dans ce cas, le suivi
temporel est basé sur des concepts de controle optimal. Des estimations bruitées des champs
de vecteurs successifs sont lissées et corrigées selon le modéle d’évolution. Ces méthodes
permettent de reconstruire les champs de déplacements tout au long de la séquence, en
garantissant la cohérence temporelle de la solution. Cette approche de suivi variationnel
permet en outre de réaliser un suivi simultané de champs de vitesses et de courbes fermées.
Elle ajoute donc une cohérence temporelle et une robustesse aux méthodes de suivi de
contours basées sur des extractions successives. Un des avantages de la méthode de suivi
variationnel est que le vecteur d’état du systéme peut étre de dimension trés grande.
Néanmoins, une restriction est que cette méthode repose sur une hypothése gaussienne,
dans le méme esprit qu’un lissage de Kalman.

Parallélement a ce probléme de lissage, un suivi temporel basé sur un modéle d’évolution
du fluide peut étre formulé comme un probléme de prédiction et de filtrage. Nous présentons
le probléme du filtrage dans le chapitre suivant. Notre méthode de suivi de champs de
vitesses, exposée dans le chapitre 7, repose sur ces concepts.
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Chapitre 6

Probléme de filtrage stochastique

Ce chapitre expose le probléme du filtrage stochastique et donne des exemples d’appli-
cations, notamment dans le domaine de I'analyse d’images. Tout probléme de filtrage est
construit a partir d’un modéle appelé modéle de filtrage ou modeéle a espace d’état, dont
les différentes représentations possibles (en temps discret ou continu) sont décrites dans la
premiére partie. Le principe du filtrage optimal est ensuite présenté, ainsi que les diverses
méthodes de résolution du probléme. Les principes de base des méthodes de résolution
pour les modéles & espace d’état linéaires sont rappelés. Les méthodes adaptées au cas
non linéaire sont enfin présentées, en détaillant particuliérement les méthodes de filtrage
particulaire.

La présentation ne détaille pas les fondements théoriques des différents problémes.
Nous renvoyons le lecteur vers 5] pour la description du filtre de Kalman et ses extensions.
La dérivation du filtre de Kalman en temps continu est décrite dans [127]. Concernant
les méthodes de filtrage particulaire, nous renvoyons vers les articles |55 et I'ouvrage de
réference [69]. Les cours en ligne [32] et [102] offrent une trés bonne introduction sur le
filtrage de Kalman et le filtrage particulaire, et on trouvera dans [8] un état de I’art complet
sur les méthodes de filtrage en temps discret et leurs applications dans le domaine de
I'image. Les travaux théoriques sur la convergence des méthodes particulaires sont présentés
dans [50] et [52]. L’extension au cas continu et les résultats théoriques correspondants
peuvent étre lus dans [49, 53| et les autres références citées dans [51].

6.1 Modéles a espace d’état

Un modele a espace d’état est décrit par un couple de processus aléatoires : un processus
d’état et un processus d’observation. Ces processus peuvent étre décrits en temps continu
ou discret, conduisant a différents types de modéles.

6.1.1 Cas discret

Dans le cas discret, le processus d’état (Xj)g>0 est une chaine de Markov de loi ini-
tiale p(Xg) et de loi de transition p(Xg|Xx_1). Cette loi de transition décrit le modele
d’évolution de 'état. Les observations (Zy),>1 sont supposées indépendantes conditionnel-
lement a I’état et leur distribution ne dépend que de I’état au méme instant. Le processus
d’observation est donc décrit par la vraisemblance p(Zg|Xy).
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Le modéle a espace d’état dans le cas discret est donc décrit par une chaine de Markov
cachée, dont les dépendances sont représentées sur la figure 6.1. Le modéle est complétement
décrit par la loi de transition de I’état et la vraisemblance, grace aux propriétés markovienne
et d’indépendance conditionnelle des observations :

p(Xp|Xo:k—1,Z1k—1) = P(XglXp-1) (6.1)
P(Z1|Xoks Zr:k—1) = p(Zi|Xy),
ou Xo.x={Xo, ..., X)} représente l’état jusqu’au temps k et Zy.x={Z1, ..., Zy} 'ensemble

des observations jusqu’au temps k (on suppose qu’on ne dispose pas d’observation a 'ins-
tant k = 0).

Xo - X - s Xk 1 - Xk
Z Zy_ Zy

Fia. 6.1: Graphe de dépendances du modeéle & espace d’état discret.

Les équations d’état et d’observation associées sont données dans le cas général par :

Xi = fo1(Xp—1, Wi_1) (6.3)
Z, = 9x(Xg, Vi),

ot (Wg)i>0 et (Vi)g>1 sont des bruits blancs indépendants entre eux.

6.1.2 Cas continu-discret

Un modele a espace d’état continu-discret est un modele ot le processus d’état (X¢)i>0
évolue selon une équation différentielle stochastique, et les observations sont obtenues a
des instants discrets tj :

Zk = g(th ) Vk‘)7
ot B; est un mouvement brownien.

Le processus solution de cette équation différentielle stochastique est appelé processus
de Itd. Ceci provient du fait que I’équation peut étre interprétée par une équation intégrale :

X: =Xp+ /Ot f(s,Xs)ds + /Ot o(s)dBeg, (6.7)

ot la premiére intégrale est définie au sens de Riemann et ot on suppose que l'intégrale
stochastique fot o(s)dBs est définie au sens de Ito6. Nous renvoyons le lecteur a [127| pour
une présentation des équations différentielles stochastiques et ses applications, et a [92]
pour une présentation compléte mais moins accessible de la théorie du calcul stochastique.

78



La propriété markovienne du processus de It6 fait que I'on retrouve la propriété d’évo-
lution markovienne de l'état, comme dans le cas discret. Le graphe de dépendances cor-
respondant & ce modeéle peut étre vu comme un cas limite du graphe de dépendance du
modeéle discret présenté sur la figure 6.1, avec un nombre infini d’états entre deux instants
de mesure. Notons que dans ce modéle continu-discret, 'intervalle de temps entre deux
instants de mesure peut évoluer au cours du temps. Cet aspect est un des avantages par
rapport a une formulation purement discréte.

6.1.3 Cas continu

Un modéle & espace d’état entiérement défini en temps continu correspond au cas li-
mite ot les intervalles de temps entre les états successifs et les observations correspondantes
tendent vers zéro. Le modeéle peut alors étre décrit par deux équations différentielles sto-
chastiques décrivant les processus d’état et de mesure :

dX; = f(t,X,)dt + o(t)dBX, (6.8)
dZ, = g(t,X)dt +n(t)dBZ, (6.9)

oit BX et BZ sont deux mouvements browniens indépendants.

6.2 Exemples d’applications

De nombreux phénomeénes peuvent étre modélisés sous la forme d’un modéle a espace
d’état, dans le but de résoudre un probléme de filtrage. On rencontre des applications
en traitement du signal, en vision par ordinateur, en physique, en biologie, en sciences
environnementales, en finance, et d’autres domaines.

En traitement du signal, les applications concernées peuvent étre la restauration d'un
signal audio [68], la séparation de sources [7], le traitement de la parole [154], le suivi de
cibles [14, 29] ou multicibles [13]. En vision par ordinateur, les applications sont majori-
tairement liées au suivi d’entités dans des images|10, 85, 135].

Certains modéles biologiques peuvent étre décrits par un modeéle a espace d’état, comme
par exemple la propagation des maladies infectieuses [6, 77|, certains processus dynamiques
tels que I'accroissement d’une population, les modeéles prédateur-proie [121] ou le mouve-
ment de cellules [83]. Des applications en science environnementale existent en océanogra-
phie |21, 81], en météorologie |79, 80].

Un exemple d’application en finance concerne les modéles de volatilité stochastiques
[34]. Dans un contexte plus général, des représentations sous forme de modeéles a espace
d’état peuvent étre utilisées pour I’analyse de séries temporelles [56, 72|.

Selon l'application, les modéles peuvent étre formulés de maniére discréte, continue-
discréte, ou entiérement continue. Ainsi, les modéles utilisés en analyse d’images sont
usuellement décrits sous forme discréte. Une présentation plus détaillée des types de mo-
délisations employés dans ce domaine sera effectuée dans la section suivante.

Lorsque les modéles sont construits selon des processus physiques, chimiques ou éco-
nomiques et sont associés a des observations discrétes fournies par des capteurs, il est
par contre naturel de faire appel & une modélisation continue-discréte. Cette situation
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se rencontre en océanographie, en météorologie, ou encore en finance. Notons également
I'existence de modeéles continus-discrets en suivi de cibles et surtout en suivi multi-cibles,
permettant de gérer plus facilement 1’apparition asynchrone des mesures.

Une modélisation complétement continue est plus rarement utilisée en pratique. Un
exemple est 'analyse de signaux analogiques décrits en temps continu, et o le proces-
sus d’observation est une version bruitée du signal, décrite en temps continu également.
Certaines modélisations en analyse financiére supposent également que les observations
arrivent de maniére continue.

6.3 Modélisations existantes en analyse d’images

Dans le domaine de I’analyse d’images, les modéles & espace d’état associés a une
problématique de filtrage sont généralement utilisés pour résoudre des problémes de suivi.
Les applications sont nombreuses et difféerent selon le type de l'entité suivie. L’intérét
peut étre porté sur le suivi de points d’intérét pour la reconstruction 3D, la robotique,
la réalité augmentée ou l'imagerie médicale. Le suivi peut également concerner des objets
pour la compression vidéo et l'imagerie multimédia en général, ou des personnes pour la
construction de systémes d’aide ou de surveillance.

D’autres applications peuvent étre rencontrées, telles que le probléme de séparation
de sources en astrophysique [46] ou encore le débruitage d’images [12]. Néanmoins ces
applications restent marginales et nous nous concentrons ici sur les problémes de suivi.

Pour les applications de suivi, la construction du modele a espace d’état dépend de la
nature de 'objet & suivre et de 'information dont on dispose sur cet objet.

Lorsque le mouvement de I’objet peut étre décrit par un nombre de classes limité, il est
possible de construire un modeéle d’évolution a priori de 'état par apprentissage |26, 126].
Ces modélisations concernent par exemple le mouvement du corps humain ou d’'une main
[86, 138]. Si le nombre de classes caractérisant 1’objet est trop élevé, la connaissance de
I'évolution de I’état peut reposer sur une base de données détaillée d’exemples [148].

La situation la plus fréquente est cependant celle ou aucune information particuliére
n’est disponible sur le mouvement de 1'objet & suivre. Les modéles d’état les plus cou-
ramment utilisés sont alors des modéles peu informatifs, du type modéle autorégressif au
premier ou au second ordre |25, 135]. La faiblesse de ces modéles est généralement com-
pensée par des modéles d’observation trés informatifs. La nature des observations extraites
de l'image est liée a la représentation de 1'objet & suivre. Les observations peuvent étre
constituées d’'informations sur les contours [85], sur des distributions de couleur [135]. Des
informations de mouvement peuvent également étre prises en compte [132, 155].

Lorsque le modeéle de mouvement de I'objet n’est pas connu, une alternative consiste
a utiliser une information de mouvement pour définir la loi d’évolution de 1’état. Dans
ce cas, le mouvement est estimé a partir des images. Le modéle d’évolution est donc tres
informatif, et peut étre associé & un modéle d’observation plus simple. Ce type de modéle
& espace d’état a conduit & une nouvelle classe de méthodes de suivi de points ou d’objets
plans [9, 10].
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6.4 Filtrage optimal

6.4.1 Cas discret

Dans le cas discret on considére un systéme a espace d’état ((Xy)g>0, (Zx)r>1) défini
par (6.2), de loi de transition p(Xg|Xx—1) et de vraisemblance p(Xy|Zy).

Le probléeme du filtrage consiste a estimer la distribution conditionnelle p(Xy|Z1.x),
appelée distribution de filtrage. Le filtre bayésien optimal permet de calculer cette dis-
tribution de maniére récursive en deux étapes : une étape de prédiction et une étape de
correction.

e [’étape de prédiction permet de déterminer la distribution de filtrage prédite a I’étape

k, connaissant la distribution de filtrage a l'étape k — 1 :

P(Xi|Zyj—1) = /p(Xk|Xk—1aZl:k—l)p(Xk—l|Z1:k—1)ka—1 (6.10)
- / (KX )Xt |Z 1) A1 (6.11)

e L’étape de correction fait intervenir la nouvelle observation et permet le calcul de la
distribution de filtrage a I’étape k & partir de la distribution de filtrage prédite :

P(Zi| Xp, Z1k—1)p( Xk | 21— 1)
Xi|Z. = 6.12
P(Xi[Z1:k) P(Z 2 1) (6.12)
_ P(Zi| X)) p(Xk|Z1:5—1) (6.13)
I p(Zi| X5 p(Xip| 21 —1)dX,

6.4.2 Cas continu-discret

Le modé¢le a espace d’état est défini dans le cas continu-discret par (6.6). L’objectif
est d’estimer la distribution de filtrage p(X¢, |Z1.x), ont ¢ correspond aux instants d’ob-
servations. Nous présentons le cas continu-discret comme une extension du cas discret. En
théorie, la solution du filtrage optimal peut alors étre obtenue en deux étapes comme dans
le cas discret :

e L’étape de prédiction détermine la distribution de filtrage prédite p(Xy, |Z1.5—1) &

partir de la distribution de filtrage & I'instant de mesure précédent t;_1 :

p(Xy|Z1g—1) = /P(th\xtk1)P(th1\zlzk—1)dxtk1 (6.14)

Il est & noter que I'expression de la loi de transition p(Xy, | Xy, _,) entre deux instants
d’observation t;_; et t; n’est connue que dans le cas particulier de modéles simples
(linéaires et gaussiens par exemple, voir section 6.5.1).

e L’étape de correction fait intervenir la nouvelle observation et permet le calcul de
la distribution de filtrage a 1’étape t; a partir de la distribution de filtrage prédite,
comme dans le cas discret :
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P(Zk| X, ) (Xt | Z1—1)
XtplZx) = 6.15
p( tk‘ l.k) fp(zk|th)p(th|Z1:k—1)dth ( )

Dans le cas continu-discret, la distribution de filtrage n’est donc calculée qu’aux instants

d’observations. Elle existe sous une forme prédite entre deux instants d’observation t;_q
et t et peut étre définie par p(X¢|Zy.,—1) pour t_1 < t < ty.

6.4.3 Cas continu

Dans le cas continu, on cherche a estimer la distribution de filtrage p(X:|{Zs, s < t}).
La loi de filtrage est solution d’une équation aux dérivées partielles stochastique appelée
équation de Kushner-Stratonovitch, ou équation de Zakai dans sa version non normalisée
[160].

6.5 Reésolution du filtre optimal

6.5.1 Filtre de Kalman
Cas discret

Le filtre de Kalman & temps discret [90] fournit la solution du probléme de filtrage
optimal lorsque les modeéles d’état et de mesure sont linéaires et gaussiens :

Xp = Ap1Xpo1+ Wi, (6.16)
Z, = H.X;+ Vg, (6.17)

ot Xo ~ N'(Xo, o), Wit ~ N (0, Qx—1), Vi ~ N (0, Ry).
Le systéme peut donc se réécrire :

P(XiXpo1) = N(Apo1Xp—1, Qr—1), (6.18)
p(Z|Xy) = N(HpXy, Ry). (6.19)

La distribution de filtrage p(X|Z1.x) est déterminée en deux étapes, comme décrit
dans la section 6.4. L’étape de prédiction vise a déterminer p(Xg|Zi.,—1) & partir de
p(Xk—1|Z1.5k—1), puis la prédiction est corrigée par la nouvelle observation Z.

Le modéle a espace d’état étant linéaire et gaussien, les distributions d’intérét sont
gaussiennes : p(Xg|Zi.x_1) = N(X;,E;) et p(Xi|Z1x) = N(Xk,Zk). Le filtre de Kal-
man consiste donc a calculer récursivement les espérances et covariances caractérisant ces
distributions.

e Etape de prédiction

X, = A1 X (6.20)
Ak_lﬁk_lA;f_l + Qr_1 (6.21)

\g|
=
I
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e Etape de correction

K, = Sy HI(HyS, HI + Ry) ™ (6.22)
Xk = X]; + K (Zk - ka(,;) (6.23)
Y = ([d- Kka)El;7 (6.24)

ou la matrice K}, est appelée matrice de gain de Kalman.

Cas continu-discret

Le filtre de Kalman & temps continu-discret [87] fournit la solution du probléme de
filtrage optimal lorsque le modéle d’évolution est une équation différentielle stochastique
linéaire, associée a un processus d’observations discret :

dXt = AtXtdt+UtdBt, (625)
Z, = Hkth—l-Vk. (6.26)

Comme dans le cas discret, la distribution de filtrage recherchée est une loi gaussienne :

p(th‘lek) - N(th7 Etk)u (627)

dont la moyenne th et la covariance X, sont calculées récursivement grace aux étapes de
prédiction et de correction du filtre.
e Etape de prédiction
Cette étape consiste a intégrer les équations différentielles :

dX, "

=t = 4X 6.28
dt t<4Nt 5 ( )
ds

d—tt = A+ 2 AT + oy0) (6.29)

a partir des conditions initiales (thil,Etkil) et jusqu’a l'instant ¢z, conduisant a la
moyenne X;v et a la covariance X, de la distribution de filtrage prédite.

e Etape de correction
Cette étape est identique au cas discret :

Kp = S HU(HS, HE + Ry) ™! (6.30)
X, = Xi +Kil(Zw — HiX3)] (6.31)
Xt = (ICZ—I(]g]{k)E;C (6.32)
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Cas continu

Lorsque les équations d’état et de mesure sont deux équations différentielles stochas-
tiques linéaires :

dX; = AXudt+ o dBE, (6.33)
dZ, = H;X,dt+ v,dBZ, (6.34)
le probléme de filtrage est résolu par le filtre de Kalman-Bucy [91|. La moyenne de la

distribution de filtrage recherchée est solution d'une équation différentielle stochastique,
tandis que la covariance est solution d'une équation différentielle de type Ricatti :

dX, = (A, — K.H)Xdt + K,dZ,, (6.35)
s
d—tt = AN+ A - S H () TTH S, (6.36)

ou Kt = Eth(th/;T)_l.

6.5.2 Extensions

Dans le cas général ou le modéle & espace d’état ne peut pas étre décrit par un systéme
linéaire et gaussien, la solution du probléme de filtrage optimal n’est plus nécessairement
gaussienne et les équations du filtre de Kalman ne sont plus valides. Il est alors nécessaire
de construire des filtres approchés.

Considérons un modéle a espace d’état de la forme :

X = [fro1(Xgo1) + Wy (6.37)
Z, = gr(Xy)+ Vg, (6.38)

ot Wy_q1 et Vi sont des bruits additifs, indépendants entre eux, de moyennes nulles et de
matrices de covariance Q_1 et Ry.

Filtre de Kalman étendu

L’idée du filtre de Kalman étendu [87] est de linéariser le systéme (6.38) afin de pouvoir
appliquer la technique du filtre de Kalman. Pour la phase de prédiction, 1’équation d’état
est linéarisée autour de I'estimation précédente de I’état X;_1. Pour la phase de correction,
I'équation de mesure est linéarisée autour de la prédiction X,;

Citons également le filtre par mélange de lois gaussiennes 2] qui approche la loi de
filtrage par un mélange de densités gaussiennes et applique un banc de filtres de Kalman
étendus au systéme.

Le filtre de Kalman étendu peut également étre formulé pour un modele & espace d’état
continu-discret. La technique est alors basée sur une approximation linéaire de I’'équation
différentielle stochastique décrivant ’évolution de I’état. Il est ainsi possible de construire
une approximation des équations de propagation de la moyenne et de la covariance, par
un développement de Taylor de la fonction f. Les étapes de prédiction et de correction du
filtre de Kalman continu-discret (décrit section 6.5.1) peuvent ensuite étre appliquées.
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Filtre de Kalman unscented

Le filtre de Kalman unscented |88, 89| est une alternative intéressante au filtre de
Kalman étendu puisqu’il ne repose pas sur une linéarisation des équations décrivant le
systéme. La distribution de filtrage p(Xy|Z1.x) est approchée par une loi gaussienne, dont
les moments sont calculés & I'aide d’une formule de quadrature sur des points choisis de
maniére déterministe. Ces points sont propagés directement & travers les non linéarités du
modeéle, conduisant a une approximation plus précise des moments.

Des auteurs se sont récemment penchés sur la formulation de ce filtre dans le cas
continu-discret [143, 149]. La solution de 'équation différentielle stochastique décrivant
I’évolution de I’état peut étre approchée par un processus gaussien en utilisant une forme
a temps continu de 'approximation unscented.

Filtre de Kalman d’ensemble

Le filtre de Kalman d’ensemble [59, 60| est une autre approximation du filtre de Kal-
man pour un modéle non linéaire, permettant de traiter des distributions multimodales.
Cette méthode repose sur une approximation de type Monte-Carlo (décrite dans la section
6.5.3) permettant de décrire la distribution de probabilité initiale a partir d’'un nombre fini
d’éléments, qui sont ensuite propagés a travers le modéle d’évolution non linéaire. L’étape
de correction du filtre de Kalman est ensuite appliquée a chaque élément. Le calcul de la
matrice de gain est approché a l'aide de la covariance empirique calculée sur l'’ensemble
des éléments.

L’approximation de type Monte-Carlo permet de traiter les moments d’ordre élevé de
la distribution lors de la phase de prédiction. Cependant, I'étape de correction du filtre
de Kalman d’ensemble est basée sur une hypothése linéaire gaussienne. Cela signifie que
meéme si la distribution de filtrage prédite contient de 'information sur les moments élévés,
la distribution de filtrage finale n’est qu'une transformation linéaire de la prédiction. Le
filtre de Kalman d’ensemble ne résout donc qu’une partie du probléme de filtrage non
linéaire. Lorsque I’équation de mesure est non linéaire, la mise en place d’une étape de
correction non linéaire est possible mais plus difficile & utiliser en pratique [60].

6.5.3 Filtrage particulaire

Le filtrage particulaire est une méthode de Monte Carlo séquentielle, permettant d’ap-
procher la solution d’un probléme de filtrage non linéaire & temps discret. La méthode
consiste en un échantillonnage pondéré séquentiel avec rééchantillonnage.
Principe de Monte-Carlo

Soit p(x) une distribution de probabilité que 'on cherche & approcher afin de calculer
I'intégrale :

1(6(x)) = / H(x)p(x)dx, (6.39)

pour une fonction ¢ donnée.
La densité p(x) peut étre approchée par une loi discréte py(x) a I'aide d’un échantillon
de N variables aléatoires i.i.d de loi de densité p(x) :
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1 N
PN (%) = % D G (). (6.40)
i=1

Les intégrales I(¢(x)) peuvent alors étre approchées par des sommes :

N

1(6() = In(6(x)) = - > 6(x), (6.41)

1=1
telles que Iy % I d’apres la loi des grands nombres. La vitesse de convergence est
—0Q0

donnée par le théoréme central limite :

g(IN -y —‘_";: N(0,1), (6.42)

oil 02 = var(¢(x)). La vitesse de convergence de I'estimateur ne dépend donc que de N, et
pas de la taille de 'espace.

Echantillonnage pondéré

Si on sait échantillonner selon p(x) on peut utiliser directement ’approximation 6.40
pour approcher la densité. Sinon, il est possible de faire appel a une méthode dite d’échan-
tillonnage pondéré ("importance sampling"). Supposons que l'on dispose d'une autre
loi 7(x) appelée fonction d’importance dont le support inclut le support de p(x) (i.e.
p(x) > 0= 7m(x) > 0). Alors :

1(6(x)) = / H(x)p(x)dx = / ¢<x>%w<x>dx. (6.43)

A partir d'un N-échantillon {x(i) }iz1.nv de la loi 7(x) on peut donc écrire :

N
1(6(x)) = 3" w®(x), (6.44)
i=1

ot wt®) = 200

Si on sait échantillonner selon la loi d’importance 7(x) et évaluer les poids d’importance
w® associés, la densité objectif p(x) peut donc étre approchée par :

N

pn(x) = w6 (x). (6.45)

i=1
Le principe d’échantillonnage pondéré peut étre appliqué au cadre du filtrage bayésien

ou la loi objectif est la loi p(Xg|Z1.x). Ceci conduit aux méthodes d’échantillonnage pondéré
séquentiel.
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Echantillonnage pondéré séquentiel

On considére le probléme de filtrage non linéaire en temps discret, associé au modéle a
espace d’état (6.2). L’approche Monte-Carlo du probléme de filtrage consiste a approcher
a l'aide d’échantillons la loi de filtrage p(Xg|Z1.x) ainsi que toute espérance de la forme
E [¢(Xk)|Z1.] relative a cette loi.

Un probléme plus général consiste a approcher la distribution p(Xo.x|Z1.x) des trajec-
toires. La résolution séquentielle de ce probléme vise a résoudre le probléme de filtrage en
ne considérant que les extrémités des trajectoires.

La méthode d’échantillonnage pondéré décrite précédemment peut étre appliquée, en
utilisant une fonction d’'importance m(Xg.x|Z1.x). Afin de permettre un échantillonnage
pondéré séquentiel au fur et & mesure de 'arrivée des données, cette fonction d'importance
peut étre choisie de sorte que :

k

7I-()(O:k|zlzk) = HW(XHXO:j—l’ZI:j)- (646)
j=1
En utilisant le théoréme de Bayes et les propriétés d’'indépendance définies dans la
section 6.1.1, la loi p(Xg.x|Z1.x) est exprimée en fonction de p(Zy|Xy), p(Xy|Xr_1) et
P(Xos—1|Z1:5-1) :

P(Xo:k| Z1:x) o p(Zig| X ) (X | Xp—1)P(Xo:k—1Z1:5—1)- (6.47)

Il est alors possible de construire une formule récursive de calcul des poids d’importance :

; x@ 7
w? = P(Xogl L) %J 1k) (6.48)
W(XO:k‘ZI:k)
. 71X Dy x (1 x @)
(4) p(Zg| k )p( k | k—l)

(%)
w o« w,’ . :
: = (XX 1 Zok)

(6.49)

La résolution du probléme de filtrage peut finalement s’effectuer de maniére récursive,
avec les deux étapes de prédiction et de correction suivantes :

e Etape de prédiction
XY (XX Zyg), i=1:N (6.50)
e Etape de correction

o o PZIXDpx X )
Wi X @) @
(X, ’Xo;k—pzlzk)

N
, i=1:N et Y w'=1 (651
i=1

L’estimation de la loi p(Xq.x|Z1.x) s’exprime donc de maniére séquentielle. Chaque tra-
jectoire X(()Z:L_l est prolongée d’un nouvel état Xg) tiré selon la fonction d’importance. Le

poids de chaque trajectoire est ensuite corrigé a partir de 'information apportée par la
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nouvelle observation. L’approximation de Monte-Carlo permet alors d’approcher la distri-
bution jointe p(Xo.x|Z1.x) :

N
P(Xo|Zoik) = D wy by (Xow), (6.52)

ou la distribution de filtrage p(Xg|Z1.1) :

(Xl Zy:k) ~ Zwk x® (X)), (6.53)

et toute quantité de la forme :
E [¢(Xk)|Z1:k] Zwk (6.54)

Dégénérescence et rééchantillonnage

Il est connu que l'utilisation de l’échantillonnage pondéré séquentiel dans sa version
brute conduit rapidement & une mauvaise estimation de la distribution de filtrage. En
pratique, on observe une augmentation de la variance des poids dans le temps et tous les
poids sauf un vont rapidement tendre vers zéro [97]. Idéalement, toutes les trajectoires
devraient avoir une importance égale dans "approximation.

Le recours aux méthodes de rééchantillonnage permet d’éviter ce probléme. L’idée
est de modifier ’ensemble courant d’échantillons & l'aide d'une étape de sélection. La
sélection va consister a éliminer les échantillons les plus faiblement pondérés et dupliquer
les échantillons de poids forts. Il est possible de décider si le rééchantillonnage est nécessaire
ou pas en s’appuyant sur un critére tel que le nombre efficace de particules :

Nojp = ! (6.55)
* > i1 N(wl(;))z
Si ce nombre est proche de N les particules sont d'importances égales. La dégénérescence
des poids est détectée lorsque Nyy devient faible.

La technique de rééchantillonnage classique consiste & effectuer un tirage avec remise
parmi {X,(;)}izlzN, proportionnellement aux poids {w,(;)}i:l:N. Cette approche, connue
sous le nom de rééchantillonnage multinomial, assure que le nombre de descendants N; de
chaque particule est proportionnel a son poids (i.e. E(N;) = Nw](;)). D’autres méthodes
ont été proposées, assurant également cette contrainte mais conduisant & une variance plus
faible. Ainsi, le rééchantillonnage résiduel |[106] ou stratifié [94] permettent de réduire la
variance. Une comparaison théorique de ces méthodes est proposée par [54].

Distribution d’importance

L’association de I’échantillonnage pondéré séquentiel a une technique de rééchantillon-
nage constitue la méthode du filtrage particulaire dans sa forme générique. Une distribution
d’importance 7T(Xk|X](;11, Z1.1) doit ensuite étre choisie pour mettre en place l'algorithme.
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La premiére solution est de choisir comme distribution d’importance la loi de transition
de I'état :

m(Xp X9 Za) = p(X X ). (6.56)

Ce choix conduit au filtre particulaire bootstrap [70]. La formule de mise & jour des poids
(6.51) s’écrit dans ce cas :

w o w? p(Z X, (6.57)

Afin de limiter le probléme de dégénérescence dii & 'augmentation de la variance des
poids, une autre solution est de choisir une distribution d’importance minimisant cette
variance [55]. La distribution remplissant cette condition est la suivante :

m(Xp| X1 Zok) = p(Xi X, Zy), (6.58)

conduisant a la formule de mise & jour :

w,(:) x w](jllp(ZMX,(:ll). (6.59)

Cette distribution est usuellement qualifiée d’optimale dans le sens ou le controle de la
variance des poids évite la divergence de I'algorithme. D’autres critéres d’optimalité pour-
raient néanmoins étre proposés. L'utilisation de cette fonction d’importance donne de bons
résultats en pratique car I’étape de prédiction prend en compte 'information apportée par
la nouvelle observation Zj;. Cependant, son utilisation n’est possible que pour une classe
spécifique de modeéles & espace d’état. Il est en effet nécessaire de savoir échantillonner
selon p(Xk|X](;ll, Zy) et d’étre capable d’évaluer p(Zk|X](;11) pour corriger les poids. 11 est
montré dans |55| que ces conditions sont réunies pour des modeéles de la forme suivante :

Xy = fe-1(Xg-1) + Wi, (6.60)
Z, = A X+ Vg, (6.61)

ou la fonction f peut étre non linéaire. L’extension au cas oil la vraisemblance est modélisée
par un mélange de lois gaussiennes permet également de remplir ces conditions [9].

Pour une classe générale de modéles a espace d’états, plusieurs méthodes ont été propo-
sées permettant d’intégrer I'information apportée par la nouvelle observation dans la phase
de prédiction du filtre. Certaines méthodes sont basées sur une approximation gaussienne
de la distribution d’importance optimale. Les filtres correspondants sont appelés filtre par-
ticulaire extended [55] ou filtre particulaire unscented [119]. D’autres méthodes prennent
en compte la nouvelle observation dans I’étape de prédiction du filtre en introduisant une
variable auxiliaire [134].

Cas continu-discret

Nous nous replagons dans le cas d'un modéle a espace d’état continu-discret de la
forme :
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dX; = f(t,Xt)dt—FO'(t,Xt)dBt (662)
Ze = ¢(Xy, V). (6.63)

Dans le cas ou la distribution d’ 1mportance choisie est la loi transition de I'état entre

i)

deux instants d’observation p(th]th )
filtre peut aisément étre étendu au cas continu-discret. Les étapes de prédiction et de
correction sont en effet les suivantes :

e Etape de prédiction

) comme pour le filtre particulaire bootstrap, le

X~ p(Xe X ), i=1:N. (6.64)
e Etape de correction
wi oc wl) p(Z X, (6.65)

L’étape de prédiction consiste a échantillonner des particules X,Ez) selon la loi

(th\th .). Ceci peut se faire en simulant des trajectoires {Xgi) stpo1 <t < tplimin
selon ’équation différentielle stochastique décrivant 1’évolution de 1’état :

daX\ = £(t,XD)at + o(t, X(i))dB@, (6.66)

a partir des conditions initiales {th 1}, 1:N, Ol {B }, 1.~y sont des mouvements brow-
niens indépendants. L’étape de correction du filtre est similaire au cas discret.

La simulation selon (6.66) peut se faire grace au schéma d’Euler ou a d’autres méthodes
de simulation d’équations différentielles stochastiques [95]. La simulation par le schéma
d’Euler se réalise de la maniére suivante :

X0 =X 4 XA+ o (X)) (B, ~BY), (6.67)
(4)

ol les incréments Bt+At B( ) sont des bruits gaussiens indépendants de moyenne nulle et
de variance At. Il est & noter que le pas de discrétisation At de la simulation est beaucoup
plus petit que l'intervalle de temps t; — t;,_1 entre deux observations.

On trouvera une analyse des propriétés théoriques de cette méthode de filtrage en temps
continu-discret dans [53].

Cas continu

Dans la section 6.4.3 nous avons briévement évoqué le fait que le probléme de filtrage
en temps continu est décrit par 'équation de Kushner-Stratanovich. Dans le cadre linéaire,
nous avons vu que la solution était donnée par le filtre de Kalman-Bucy. Dans un contexte
non linéaire, il est nécessaire de faire appel a des schémas d’approximation, comme dans
le cas discret. Ainsi, [49] associe un schéma de discrétisation temporelle des équations du
filtrage a une approximation particulaire. Cette approche présente donc une formulation
du filtrage particulaire adaptée au filtrage en temps continu. Notons que comme pour le
filtre bootstrap, ’étape de prédiction du filtre est basée sur le modéle d’évolution de I’état
uniquement et n’inclut pas I'information apportée par les mesures.
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6.6 Synthése

Selon la nature du probléme de filtrage a résoudre, le modeéle & espace d’état décrivant
le probléme peut étre défini de maniére discréte, continue-discréte, ou totalement conti-
nue. Les différents modeles ont été présentés dans la premiére partie de ce chapitre. Des
exemples d’applications ont briévement été décrits, puis 'accent a été mis sur les types
de modélisation rencontrés dans le domaine de I'image. Les problémes de suivi par filtrage
dans ce domaine sont usuellement décrits de maniére discréte. Dans les applications visées
il est en effet trés rare d’avoir une information précise sur I’évolution de 'entité a suivre.
Une information sur le déplacement peut étre extraite a partir des données des images et
introduite dans le modeéle d’évolution. Néanmoins la nature du modele résultant demeure
discréte.

L’approche doit étre différente lorsqu’on s’intéresse & un phénomeéne dont la loi d’évo-
lution (physique ou biologique par exemple) est connue et continue par nature. Une mo-
délisation continue est plus appropriée dans ce cas. Cette approche présente ’avantage de
respecter le caractére continu du phénomeéne et de fournir une information sur son évolution
entre les instants d’observations. Cet aspect est crucial lorsqu’on s’intéresse & des phéno-
meénes fortement non linéaires et chaotiques, surtout si les observations fournies par les
capteurs sont trés espacées dans le temps. Dans ce cas, une modélisation continue-discréte
est pleinement justifiée. Nous présentons dans le chapitre suivant un exemple d'une telle
modélisation. Dans ce cas I'évolution d’un processus selon une loi physique est associée a
des observations fournies par des images, dans un contexte ou la fréquence d’acquisition
peut étre faible (données fournies par des satellites par exemple).

La méthode de résolution du probléme de filtrage est ensuite choisie en fonction du
modeéle & espace d’état décrivant le systéme. Nous avons vu que le filtre de Kalman donne la
solution dans un cas linéaire et gaussien. Pour des modéles non linéaires, il est nécessaire de
faire appel & des méthodes d’approximation des équations du filtrage. Dans le cas de faibles
non linéarités et de distributions de filtrage pouvant étre considérées comme monomodales,
des extensions directes du filtre de Kalman sont applicables. En présence de non linéarités
importantes et de distributions multimodales, des approximations de type Monte Carlo
ont été construites. Dans le contexte du filtrage, le principe de Monte Carlo a ainsi conduit
au développement de la méthode du filtrage particulaire, que nous avons décrite dans la
derniére partie de ce chapitre.

91



92



Chapitre 7

Suivi de champs de vitesses par
filtrage stochastique non linéaire

Ce chapitre propose une formulation du probléme de suivi de champs de vitesses dans
un cadre de filtrage bayésien, et présente une méthode de résolution adaptée.

La premiére partie du chapitre s’intéresse a la définition du modeéle & espace d’état
associé au probléme de filtrage. Une étape cruciale dans la construction du modéle est la
définition d’'une représentation de taille réduite du champ de vitesses, afin que la mise en
place du filtrage soit réalisable en pratique. La loi d’évolution de I’état doit ensuite étre
caractérisée, en tenant compte de la nature continue du phénoméne physique sous-jacent.
Enfin, la relation liant 1’état aux observations brutes fournies par la séquence d’images
doit étre caractérisée. La deuxiéme partie du chapitre expose la méthode de résolution du
probléme de filtrage optimal adaptée & ce modéle a espace d’état, conduisant au suivi des
champs de vitesses sur toute la séquence.

7.1 Construction du modéle de filtrage

Il est & noter que la méthode proposée est adaptée aux suivi de champs de vecteurs
solénoidaux (a divergence nulle). La construction du modele de filtrage présentée ci-apres
est donc basée sur cette hypothése. Lorsque des mouvements divergents sont présents il
est nécessaire d’estimer la composante irrotationnelle correspondante a partir des paires
d’images consécutives de la séquence.

7.1.1 Représentation réduite de 1’état

Les méthodes de filtrage décrites dans le chapitre précédent ne sont pas adaptées a
des espaces d’état de trés grande dimension. Dans le cas du filtrage de Kalman et ses
extensions, le colit associé au stockage de la matrice de covariance et aux calculs d’inversion
de matrices est problématique. Dans le cas des méthodes de filtrage particulaire basées sur
des techniques de Monte Carlo, la difficulté grandit avec la dimension de I'espace d’état.
Pour approcher une distribution de probabilité associée a un espace d’état de dimension
trés grande, le nombre d’échantillons nécessaires croit en effet exponentiellement avec la
taille de I’état. La complexité de calcul étant liée & ce nombre, ces techniques de filtrage
sont limitées au suivi d’entités de taille raisonnable.
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Notre objectif est de suivre des champs denses de vitesses. La taille du vecteur
d’état correspondant étant lice & la taille de 'image, il n’est pas envisageable de traiter
directement le probléme de filtrage avec cette représentation dense. La premiére étape
dans la construction du modéle & espace d’état associé a notre probléme de filtrage
consiste donc & définir une représentation de taille réduite de I’état.

Dans le contexte des écoulements fluides, plusieurs approches peuvent étre considérées
pour réduire le nombre de variables d’état utilisées pour décrire le modele. Il est par
exemple possible de s’appuyer sur la connaissance globale de 1’écoulement afin d’en
construire une représentation réduite. Ainsi, I’écoulement peut étre décrit par ses modes
spectraux [33]| ou & partir de fonctions de base spatiales dans le cas de la décomposition
en modes propres (technique POD [20]). Ces méthodes sont largement utilisées pour
la simulation d’écoulements fluides. Dans ce cas, on peut en effet disposer de séries de
mesures expérimentales permettant d’estimer la représentation réduite. La nature de ces
méthodes fait que la représentation obtenue est liée & un écoulement particulier et n’est
donc pas généralisable. Pour les domaines mettant en jeu des écoulements géophysiques
(météorologie, glaciologie, océanographie), une telle représentation réduite n’est pas
envisageable. Il est en effet difficile de disposer d’une base d’exemples reproduisant
précisément le méme phénomeéne.

Contrairement a cette classe de méthodes, les particules de vortex décrites dans la pre-
miére partie de ce document permettent de construire une représentation de taille réduite
du vecteur d’état sans disposer d'une base de connaissances sur 1’écoulement. Le vecteur
d’état est construit a partir d’'une approximation discréte de la vorticité. Comme décrit
dans la section 3.1.1, la vorticité du champ de vecteurs est approchée par la relation (3.4) :

p
curl w(x) = Z Vi fe; (x —x5), (7.1)
j=1

ol les vecteurs x; correspondent aux centres des fonctions de base.

Notons qu'une décomposition a base d’ondelettes peut également étre proposée [61].
Cependant, un des attraits des particules de vortex est que la dynamique de 1’écoulement
est résumée par un ensemble d’éléments qui sont directement interprétables physiquement.
L’approximation est basée sur les vortex de 1’écoulement, donc sur des quantités qui sont
lices a la compréhension de la dynamique. Enfin, I’évolution temporelle du fluide peut étre
complétement décrite par ces éléments, & partir de ’équation de Navier-Stokes. Ce point
est décrit dans la section suivante.

7.1.2 Modélisation de I’évolution temporelle du fluide

Cette section décrit les techniques de simulation de ’équation de Navier-Stokes dans
le contexte des particules de vortex. Nous rappelons la formulation vorticité-vitesse de
I’équation de Navier-Stokes pour un fluide incompressible en dimension 2 :

23

E‘FW'VE:VA& (72)
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ou & = curl w représente la vorticité et v est le coefficient de viscosité du fluide.

L’évolution temporelle de I’écoulement est décrite & travers la variation de la vorticité.
L’équation (7.2) traduit simplement le fait que la vorticité est transportée par le champ
w, puis diffusée. Le schéma temporel peut alors étre traité en deux étapes. Il a en effet été
proposé par [36] de traiter successivement 1'étape de transport et 1'étape de diffusion. Ceci
revient a séparer les contributions visqueuse et non-visqueuse de I’équation. On parle alors
de wiscous splitting. Dans un premier temps le transport de la vorticité sans les effets de
diffusion est décrit par :

%9
ot
puis la diffusion de la vorticité liée & la viscosité du fluide est représentée par 1’équation de
diffusion (également appelée équation de la chaleur) :
23

5 = VAC (7.4)

+w-VE=0, (7.3)

Transport de la vorticité

Le phénomeéne de transport de la vorticité est implicitement résolu par la nature méme
de la méthode de vortex. Il suffit en effet de déplacer le centre x; de chaque fonction de
base par sa propre vitesse w(x;). Le déplacement d’un centre x; est décrit par :

]
dt

olt w(x;) est calculé a partir de toutes les autres positions de la maniére suivante :

= w(x;), (7.5)

wix;) =Y nKX(x; —x), (7.6)
=1

et ou le noyau lissé K. est défini dans notre cas par (voir section 3.2.1) :

Kx) = <1 - <_”>;“2>> | (77)

Rappelons que lorsqu’on ne dispose pas de conditions nulles au bord pour le champ de
vitesses, il est nécessaire de prendre en compte la composante de transport global wy,., de
I’écoulement, comme décrit dans la section 1.1.2 de la premiére partie. Cette composante
du champ de vitesses a été préalablement estimée a I'aide d’'un estimateur adapté (voir
la section 3.2.4). Elle est donc connue en tout point et peut étre ajoutée au déplacement

(7.6) :

P

w(x;) = ZWKEJ;(Xj —X7) + Wira(X5). (7.8)
=1
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Notons que pour un trés grande nombre de fonctions de base I’évaluation de la vitesse
selon (7.6) peut étre trés cotiteuse. Ce probléme se rencontre surtout pour des applications
de la méthode de vortex en 3D, et nécessite de faire appel a des techniques d’accélération de
calcul. Il est ainsi possible de calculer les vitesses & partir d'une représentation des données
sur des arbres. Le calcul peut également étre réalisé sur une grille & l'aide de solveurs
rapides. On parle alors de méthodes couplées. Dans ce cas il est nécessaire de faire appel a
des méthodes d’interpolation pour réaliser les transferts entre la grille et les positions des
fonctions de base. Nous renvoyons le lecteur vers [47]| pour une description détaillée de ces
méthodes.

Simulation de la diffusion

Plusieurs méthodes ont été proposées pour simuler la diffusion de la vorticité dans le
cadre des particules de vortex.
La solution de 'équation de la chaleur (7.4) avec condition initiale &y s’écrit :

fx,1) = / G(x -y, vt)éo(y)dy, (7.9)
avec le noyau gaussien :
o I — vl
Gx—y,s) = 1ms &P < " . (7.10)

Historiquement, la premiére méthode permettant d’inclure I'effet de la diffusion pour
les particules de vortex a été proposée par [36]. L’approche est stochastique et repose sur
la relation entre diffusion et mouvement brownien. Il y a en effet correspondance entre la
distribution de la position de particules soumises a une marche aléatoire et la solution
de I'équation de la chaleur [38]. La méthode consiste donc & appliquer une perturbation
gaussienne a chaque centre de fonction de base. Pour un pas de temps At, la perturbation
est de moyenne nulle et de variance 2vAt. Ce déplacement aléatoire vient s’ajouter au
déplacement (7.8) traduisant le transport de la vorticité.

Par la suite, de nouvelles méthodes ont été développées permettant une description
plus précise de la diffusion. Ces méthodes sont déterministes et simulent la diffusion en
redistribuant les forces des fonctions de base au lieu de modifier leurs positions.

La méthode PSE (Particle strength exchange), initialement proposée par [110] repose
ainsi sur l'idée de remplacer I'opérateur Laplacien de diffusion par un opérateur intégral :

Ak(x) =~ / (E(y) — E6nely — x)dy, (7.11)

€

ol 7 est un noyau. Cet opérateur intégral est ensuite discrétisé sur les centres des fonctions
de base. Le systéme de redistribution des forces qui en découle permet de corriger la
vorticité de chaque fonction de base. Cette méthode est également formulée pour des
fonctions de base de tailles variables [48]. Citons également la méthode [146], basée sur
le méme principe mais résolvant un systéme linéaire pour calculer la redistribution de la
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vorticité entre centres voisins.

Nous renvoyons le lecteur vers [47| pour une description compléte de ces méthodes et
I’analyse de la convergence des schémas numériques associés.

7.1.3 Interprétation probabiliste de I’équation de Navier-Stokes

La méthode de simulation de la diffusion par marche aléatoire [36] est liée & une inter-
prétation probabiliste de 1’équation de Navier-Stokes 2D incompressible. La formulation
vorticité-vitesse de I’équation appartient en effet a la classe des équations de MacKean-
Vlasov. Elle a donc une interprétation rigoureuse en termes de systéme stochastique de
particules en interaction.

En réécrivant la formulation vorticité-vitesse de I’équation de Navier-Stokes (7.2) :

23

ot
il apparait en effet que la vorticité £ est solution d’une équation aux dérivées partielles non
linéaire de type MacKean-Vlasov a diffusion constante :

LV - (Ew) = VA, (7.12)

23

-V <£ / b(x,y)ﬁ(y)dy> + VA, (7.13)

avec un noyau d’interaction singulier b(x,y) = K*(x — y) défini par (voir section 1.1.3) :

X

K(x)=——5. 7.14
Il existe alors un processus de MacKean (X}, ¢ > 0) associé résolvant :
dXt = W(Xt)dt + V 21/dBt, (715)
w(x) = K+ % £(x), (7.16)
ot By est un mouvement brownien dans R? et & est la loi du processus X;.
La loi de &} peut étre approchée par la mesure empirique :
1 N
N _ .
conduisant a un systéme de N particules en interaction :
1 X . . .
dxi = > Kt (x} —x])dt + V2vdBj, 1<i<N, (7.18)
j=1

ou B} est un mouvement brownien de dimension 2. Dans le cas ol une force v, est associée
a chaque particule et ot le noyau K est remplacé par sa version lissée K, le systéme est :

N
dxi = "y K (x} — x])dt + V2vdBj, 1<i<N. (7.19)
j=1
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L’interprétation probabiliste de I’équation de Navier-Stokes 2D incompressible par des
systémes de particules en interaction a été étudiée par plusieurs auteurs [109, 114|. Elle
se situe dans un cadre plus général d’interprétation stochastique d’équations aux dérivées
partielles non linéaires. On pourra trouver une introduction et des références dans [28].
Les travaux portent sur ’étude de la convergence de la mesure empirique du systéme de
particules en interaction vers la solution du probléme de martingale associé, lorsque le
nombre de particules tend vers I'infini (propagation du chaos), ainsi que sur la convergence
des champs de vitesses engendrés par la mesure empirique.

Le modeéle d’évolution que nous définissons dans la section suivante se base sur cette
idée de systéme de particules en interaction. Il est cependant important de noter que la
construction du modéle se base sur un nombre de particules réduit, ce qui nous place loin
des conditions de convergence évoquées ci-dessus. Le modéle que nous proposons n’est
pas voué a simuler parfaitement 1’équation de Navier-Stokes sur un temps long, mais a
prédire ’évolution de ’écoulement de maniére cohérente entre deux instants d’observations
successifs.

7.1.4 Modéle d’évolution de 1’état
Définition

L’état X de notre modeéle de filtrage est défini par 'ensemble des centres des p fonctions
de base : X = (xq, ...,xp)T. Nous avons observé dans la section précédente qu’en nous
basant sur les particules de vortex et une simulation de la diffusion par une méthode
aléatoire [36], 'évolution de I’état peut étre caractérisée par le systéme suivant :

p
dX@t = Z’YjKEJ;-(Xi,t — Xjﬂg)dt —+ V 2I/dBZ‘,t, 1<t <p, (720)
=1

ou B;; est un mouvement brownien de dimension 2.
Le systéme se réécrit sous forme compacte en définissant w(X) = (w(x1), ..., w(x,))T :

dX; = w(X;)dt + V2vdBy, (7.21)

ou By est un mouvement brownien de dimension 2p & composantes indépendantes.

Les parameétres sous-jacents du modéle sont les coefficients de force et les amplitudes
associés a chaque centre. Ils sont déterminés a l'initialisation et caractérisent la quantité
de vorticité portée par chaque fonction de base.

Comme il a été décrit précédemment, la partie aléatoire du modeéle traduit 'effet de
diffusion de la vorticité due a la viscosité du fluide. Cette composante décrit un phénoméne
physique mais ne traduit pas les incertitudes sur le modéle d’évolution. Afin de définir
complétement ’équation d’évolution de notre modéle de filtrage, il est nécessaire d’ajouter
un terme a la partie aléatoire. Le modeéle d’évolution s’écrit finalement :

dX; = W(Xt)dt + 0dBy, (722)
ol o0 =2v + n.
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Le terme de bruit 1 permet de tenir compte de la non adéquation de 1’équation de
Navier-Stokes 2D a la séquence d’images. Il peut également traduire l'erreur de modélisa-
tion causée par 'approximation & partir d’'un nombre trop réduit de fonctions de base, ou
une mauvaise connaissance initiale des parameétres du modele.

Initialisation

L’initialisation du modéle est réalisée a partir de la premiére paire d’images de la sé-
quence. La méthode d’estimation décrite dans la section 3.4 de la premiére partie de ce
document permet de fixer une distribution de vorticité initiale. Cette carte de vorticité
initiale est décrite par un ensemble de p fonctions de base de centres {x;};—1., transpor-
tant une quantité de vorticité décrite par les parameétres d’amplitude {€¢;};=1., et de force
{7 }j=1:p associés.

Le modeéle peut également étre initialisé & partir de la connaissance d’un champ de
déplacement initial. Dans ce cas on obtient également une distribution de vorticité initiale
décomposée sur un ensemble de fonctions de base. Cette question a été abordée dans la
section 3.5.

7.1.5 Modéle de mesures

A chaque instant ¢, le champ dense de vitesses noté w; peut étre reconstruit a partir
du vecteur X; = (x4, ...,xp,t)T et des parameétres du modeéle. En effet, le déplacement en
tout point de I'image est donné par :

p
x) =Y K (x—x;). (7.23)
j=1

Observations extraites des images

Afin de construire un modele d’observation lié a I'état, une région R; est tout d’abord
définie autour de chaque centre x;, correspondant au domaine d’influence de la fonction
de base, caractérisé par le parametre €;. En notant R = U§:1Rja le vecteur d’observations
au temps k=t est défini par :

Zj, = (Iy(x))xer- (7.24)

La relation liant le vecteur d’observations a ’état est construite a partir de I’hypothése
de conservation de la luminance vérifiée a un bruit gaussien pres, entre I'image [ et 'image
Ij 41 recalée par le champ dense de vitesses reconstruit selon (7.23) :

Te(x) = T (x + wy, (%)) + s (7.25)

ot ug, ~ N(0,0%).
En posant 'indépendance de I (x) et I (x") conditionnellement & 'état X;, V(x,x') €
R, la vraisemblance du vecteur d’observations s’écrit :

p(ZeXy,) = [] p(Ze(x)[Xs,), (7.26)
xXER
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et donc :

x) — X + wy, (x)))?

202

Il est & noter que pour construire la vraisemblance au temps k de notre modéle, il est
nécessaire de faire I’hypothese forte que 1'image [ est connue. Le graphe de dépendances
de notre modeéle de filtrage est alors décrit par la figure 7.1. La seule information pouvant
étre extraite des images étant une information sur le déplacement, cette hypothése est

nécessaire.
Xo — » Xi — o . X1 — » Xk
Z, Zy—, Zy
I, I, | P I,

FiG. 7.1: Graphe de dépendances du modéle de filtrage.

Observations données par un champ

Dans certains cas, il est possible de disposer d’une information directe sur les champs
de déplacements. Cette connaissance peut étre partielle et bruitée, obtenue par exemple &
l'aide d’une méthode d’estimation simplifiée et rapide (techniques de type PIV pour des
images de particules par exemple). Soit wy 'observation dont on dispose sur le champ
de déplacements & un instant t;. Le modéle de mesures peut étre construit a partir de la
relation suivante :

Wi (x) = We(x) + T, (7.28)

oil ry, sont des bruits gaussiens indépendants de moyenne nulle et de variance o2, et wy(x)
est construit a partir du vecteur d’état Xy, selon (7.23).
Le vecteur d’observations est alors défini par :

Zj, = (Wi(X))xer, (7.29)

et sa vraisemblance s’écrit en se basant sur 'hypothése d’indépendance conditionnelle
comme dans le cas (7.26) :

p(ZeXy,) = ] p(Wr(x)IXs,). (7.30)
xXER

Dans ce cas, le graphe de dépendances associé au modéle est également décrit par le
schéma 7.1 puisqu'un champ de déplacements connu a linstant k a nécessairement été
estimé a l’aide des images I, et [11.
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7.2 Mise en place du filtrage

Le modeéle a espace d’état définissant le probléme de filtrage est un modéle continu-
discret du type (6.6) défini par le modele d’évolution (7.22) et la vraisemblance (7.27) (ou
(7.30)) :

dX; = w(X;)dt + odBy, (7.31)
P(Zk|X4,). (7.32)

Le modeéle d’évolution est non linéaire, tout comme le modéle d’observations. Il est
nécessaire de mettre en place une technique de filtrage non linéaire approchant la solution
du probléeme de filtrage optimal. Le filtrage particulaire dédié aux modéles & espace
d’état continu-discret est adapté & notre probléme. Son principe a été exposé dans la
section 6.5.3. La procédure de rééchantillonnage choisie est le rééchantillonnage résiduel
[106]. Cette technique est partiellement déterministe et donc moins coiiteuse qu’un
échantillonnage multinomial classique, tout en ayant de bonnes propriétés théoriques |54].

La mise en oeuvre du suivi de champs de vitesses par filtrage non linéaire du modéle
(7.32) est finalement décrite par les étapes suivantes :

° tk:():

Initialisation du vecteur d’état Xg = (X1707"'7Xp70)T et des paramotres
B = ({vj,€}j=1p) du modele.

o t,=1,2,...:
o Prédiction selon le modéle dynamique :

Simulation de N trajectoires {X,EZ) Dtpo1 < t < tr}i=1.n A partir des conditions

initiales {Xg?ﬁl}i:h]\; selon le schéma d’Euler :

X, =X 4 w(X) At + o VA, (7.33)
oit n”) ~ N(0,Igp).

o Correction des poids des trajectoires et normalisation :

wf? ocwf? p(ZufX[)) vi=1:N, (7:34)
(i) wzii)
w,’ = ~ Vi=1:N. (7.35)
Zj‘\lewl(c])
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o Estimation de la loi de filtrage et du champ de déplacements :

p(Xe, | Z11) Zwk 0,0 (Xey), (7.36)
N
X = Kigpy oo Zp )T = E(Xy, | Z11) Z tk, (7.37)
p
Wi (x) = Y KL (x—%jy,) VxeQ. (7.38)
j=1

o Rééchantillonnage adaptatif résiduel :

Si < seull :

S S
) , ,

* conserver N; = LN@ISZ)J copies de XE? (on note |x] la partie entiére de x),

* tirer les N, = N — Zfil trajectoires restantes parmi {Xgi)}izl,“]v proportion-
nellement aux poids @gi) = (N 15,(:) — N;)/Ny,

* fixer @,(;) =1/N.

Comme précisé dans la section 6.4.2, la distribution de filtrage p(Xy, |Z;.;) n’est acces-
sible qu’aux instants d’observations tj. Elle peut cependant étre définie entre deux instants
d’observations t;_1 et t; par la prédiction :

p(X¢|Z1.—1) pour tp_1 <t <ty (7.39)

Cette distribution peut étre approchée sur ’ensemble des trajectoires {X }Z 1...N simulées
selon (7.33), pondérées par les poids calculés en t;_1 :

N
P(XelZior) = Y wy? 0y (X), (7.40)
conduisant a :
N . .
Xi = Ry oo Zp) T = E(Xel Ziem1) = > wi?) X[, (7.41)

Le champ de déplacements peut donc étre estimé pour tout ¢ entre les instants d’observa-
tions :

p
X) = ZWKEJJ‘_(X —X;) VxeQ. (7.42)
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7.3 Réduction de dimension du probléme de filtrage

Lorsque l'espace d’état est de grande dimension, la mise en oeuvre des méthodes de
filtrage est problématique. La difficulté provient de la manipulation des matrices de cova-
riance dans le cas du filtrage de Kalman et ses extensions, ou du nombre de trajectoires a
simuler dans le cas du filtrage particulaire.

Dans la section 7.1.1, nous avons mis en avant le fait que la premiére étape dans
la construction du modele de filtrage est la construction d'une représentation de taille
réduite de I'état. Cependant, lorsque le phénomeéne & décrire est complexe, la taille de
la représentation réduite demeure importante. Il est alors nécessaire de s’'intéresser & des
méthodes de réduction de la dimension du probléme de filtrage associé.

Une approche possible est de réduire la dimension du probléme en se basant sur des
idées issues de la théorie des systémes dynamiques, liées a I’analyse des directions stables
et instables d’un systéme. Cette idée a été exploitée dans le cadre du filtre de Kalman [133]
et du filtre de Kalman d’ensemble [120], dans le but d’approcher la matrice de covariance
du systéme par une matrice de rang réduit.

Pour un probléme de filtrage continu-discret résolu par filtrage particulaire, Chorin
a récemment proposé une méthode de réduction de dimension reposant sur 1'étude des
instabilités du systéme [37|. L’idée est de concentrer 'effort d’échantillonnage sur les di-
rections instables, déterminées de maniére adaptative au cours du processus d’estimation
séquentiel. L’application de cette idée a notre probléme de suivi est envisageable, en vue
de réduire la dimension du probléme dans le cas d’écoulements complexes.

Nous présentons briévement ci-aprés la notion de stabilité ou d’instabilité d’un systéme
et une méthode de caractérisation des directions instables, basée sur les vecteurs singuliers
de la matrice résolvante associée & la partie déterministe de ’EDS décrivant notre systéme.
La modification de I'étape de prédiction du filtrage particulaire proposée par Chorin est
alors exposée.

7.3.1 Directions d’instabilité d’un systéme
Cadre général
On consideére 1'équation différentielle décrivant 1’évolution d'un systéme sans bruit :

dx
yi (x). (7.43)
Soit [tj_1,t;] un intervalle de temps de longueur finie. Soit x;,_, le vecteur d’é¢tat du
systéme a linstant ¢;_1, et x¢;_, + dx¢;_, un état proche, correspondant a une petite
perturbation de x;, ,. L’évolution temporelle de la différence entre les deux trajectoires
x(t) et x(t) + dx(t) peut étre approchée par I’équation linéaire :

déx
— = J(1)o 7.44
X e, (7.44)
ou J(t) = %(x(t)) est la matrice Jacobienne de f, évaluée en x(¢). La solution de ce
systéme linéaire est donnée en t; par :
ox(t;) = My;_, 1;0%(tj—1), (7.45)
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ou My, , ., est appelée matrice résolvante du systéme, définie par :

tj
Mtj717tj = exp /t

j—1

J(s) ds) : (7.46)

En constatant que :

< (5X(t]),(5X(t]) > = < Mtjfl,tjéx(tj—l)aMtjfl,tjéx(tj—l) > (747)
= < Ox(tja), M My g 0x(t ) >, (7.48)

ol <,> désigne le produit scalaire dans l'espace euclidien, il s’ensuit que les directions
de plus grand accroissement de la perturbation sur un intervalle [t;_q,t;] peuvent étre
caractérisées par les vecteurs propres de la matrice Mtj;,l,tj My, ;- Les vecteurs propres
indiquant les directions de plus grand accroissement sont ceux associés aux plus grandes
valeurs propres de la matrice Mgﬁ Lt My, +;- Les vecteurs propres associés aux valeurs
propres supérieures a 1 correspondent aux directions dites instables, les vecteurs propres

restants caractérisent les directions stables.

Les vecteurs propres de la matrice MtT

1t Me;_y ¢y sont appelés vecteurs singuliers et
sont liés aux vecteurs de Lyapunov [104]. Cependant les vecteurs singuliers considérés sont
déterminés sur un petit intervalle de temps et sont donc associés a une dynamique localisée,
tandis que les vecteurs de Lyapunov sont définis sur un intervalle de temps [t;_1,t;] avec
tj — OQ.

Cas du modéle de particules de vortex

L’équation d’évolution du modeéle de particules de vortex (7.22) sans la composante de
bruit est donnée par :

dX
dt
ott nous rappelons que X = (X, ...,x,)T et w(X) = (w(x1), ..., w(x,))T. La détermination
des directions stables et instables nécessite la connaissance de la matrice Jacobienne J =
g—;. Cette matrice de taille (2p,2p) est construite a partir des gradients du type %’;ﬂ'),
Ou(x;) Ov(x;) Ov(xy)
dy;  Oxj ' Oyj

= w(X), (7.49)

ainsi que des différents termes croisés.

7.3.2 Reéduction de dimension dans le cadre du filtrage particulaire
continu-discret

La réduction de dimension porte sur ’étape de prédiction de 'algorithme de filtrage
particulaire continu-discret. Nous rappelons que cette étape consiste & échantillonner un
ensemble de N trajectoires du processus d’état X(¢) entre deux instants d’observations
tr_1 et tx selon le modéle dynamique.
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Calcul adaptatif des directions stables et instables

En vue de déterminer les composantes instables du systéme, l'intervalle de temps
[tk—1,tx] est divisé en un ensemble de sous-intervalles : [t;_1,t;] = U;[t;—1,t;]. Ainsi, les
directions d’instabilité sont déterminées de maniére plus précise sur chaque sous-intervalle.
Cette subdivision est particuliérement importante si Uintervalle de temps entre deux ob-
servations est long.

Sur un sous-intervalle de temps [t;_1,t;], les instabilités du systéme sont déterminées a
partir d’une trajectoire “test” X(t) Cette trajectoire est obtenue en propageant l'estima-
tion tha de I'état du systéme (définie a tout instant par (7.41)) jusqu’a U'instant ¢;. La
propagation se fait en intégrant le modeéle (7.43) sans bruit a partir de la condition initiale
thfl, selon le schéma d’Euler classique :

Xt+At = Xt + W(Xt)At (750)

La matrice My; 4, est calculé le long de cette trajectoire selon (7.46), a partir des
matrices Jacobiennes calculées sur tous les instants intermédiaires. Les valeurs propres et
vecteurs propres de la matrice M5§717tthj,1,tj sont alors déterminés. Notons I la matrice
constituée des vecteurs propres. Le changement de variables Y = RX conduit & reformuler
notre modeéle d’évolution de I'état (7.22) de la maniére suivante :

dY = Rw(RYY)dt + RXdBy, (7.51)

ou X = O'ng.

Modification de 1’étape de prédiction du filtrage

Pour un intervalle de temps [t;_1,t;] donné, les N trajectoires {Ygi) ctjor <t <
tj}i=1:n sont simulées a partir des conditions initiales {Yéjll}izl;N en traitant différem-
ment les composantes stables et instables du systéme :

e les m composantes instables sont simulées selon 'équation différentielle stochastique
(7.51),

e les 2p — m composantes instables sont remplacées par les composantes correspon-
dantes de la trajectoire test Y = Rf(, obtenue par changement de variable.

Pour chacune des N trajectoires prédites, les m composantes instables sont donc échan-
tillonnées aléatoirement, tandis que les 2p — m composantes restantes sont simplement
propagées de maniére déterministe. Le probléme d’échantillonnage associé a l'étape de
prédiction du filtrage est donc réduit & un espace de taille m.

7.4 Conclusion

Le suivi de champs de vitesses d’écoulements fluides a partir de séquences d’images
peut étre formulé comme un probléme de filtrage bayésien. Le modéle & espace d’état sous-
jacent est construit & partir des particules de vortex, correspondant & une discrétisation de
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la vorticité sur un ensemble de fonctions de base. Le déplacement de ces fonctions de base
dans le temps permet d’approcher la solution de I’équation de Navier-Stokes, décrivant un
transport et une diffusion de la vorticité dans le temps. L’état du systéme est défini par les
positions de ces fonctions de base. Le nombre de variables d’état est donc considérablement
réduit par rapport a une représentation dense du champ de vitesses. L’équation d’évolution
du modéle est alors décrite par une équation différentielle stochastique non linéaire. Les
observations sont extraites des images ou données par des estimations bruitées des champs
de déplacements. Dans les deux cas, la relation liant I’état aux observations est également
non linéaire.

Le modéle a espace d’état caractérisant le probléme de filtrage est donc entiérement non
linéaire. Il est nécessaire d’utiliser une technique d’approximation du filtrage capable de
traiter ces non linéarités. Le filtrage particulaire est adapté a cette configuration générale.
Usuellement formulé dans le cas discret, il peut étre étendu pour résoudre le probléme du
filtrage optimal dans le cas continu-discret.

La représentation sous une forme continue-discréte du modéle permet de respecter la
nature continue du phénomeéne étudié. De plus, la formulation du filtrage en temps continu-
discret permet de reconstruire les champs de vitesses a tout instant, et pas uniquement aux
instants d’observations. Ceci est particuliérement intéressant si la fréquence d’acquisition
des mesures est faible.

Enfin, l'application de méthodes de réduction de dimension basées sur l'analyse du
comportement stable ou instable du systéme est envisageable dans le contexte du filtrage
particulaire continu-discret. Cette perspective intéressante pourrait permettre de simplifier
le probléme de suivi de champs de vitesses d’écoulements complexes.
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Chapitre 8

Validation expérimentale

Ce chapitre expose un ensemble d’expériences destinées & valider la méthode de suivi
par filtrage non linéaire proposée dans le chapitre précédent. La méthode est tout d’abord
testée sur des séquences simulées. La premiére séquence traitée est simulée a partir d'un
modeéle réduit de particules de vortex. La deuxiéme séquence provient de la simulation
numérique d’un écoulement turbulent bidimensionnel. Des analyses qualitative et quanti-
tative des résultats sont effectuées. Des résultats obtenus dans des situations réelles sont
ensuite présentés, liés & des applications en mécanique des fluides expérimentales et en
météorologie.

8.1 Séquence synthétique de particules de vortex

Nous présentons dans cette section les résultats obtenus sur une séquence synthétique
simulée & partir d'un modéle réduit de particules de vortex.

Le modéle est construit a partir de 5 particules de vortex. Les positions initiales
{X;to }j=1:5 de ces particules sont fixées. La vorticité associée a chaque particule est décrite
par des valeurs données des parameétres de force «; et d’amplitude ¢;. L’état du modele est
décrit par 'ensemble des positions des 5 particules, et son évolution est caractérisée par le
modele (7.20) présenté dans la section 7.1.4, pour p = 5.

Les trajectoires des particules de vortex peuvent étre simulées selon ce modele d’évo-
lution, a 'aide d’un schéma de discrétisation d’Euler. Nous montrons sur la figure 8.1 un
exemple de deux réalisations, pour des conditions initiales identiques. Les trajectoires des
5 particules de vortex dans le plan image sont tracées sur la figure 8.1(a), et I’'évolution
temporelle de chaque coordonnée du vecteur d’état est représentée sur la figure 8.1(b).
Les trajectoires simulées par le modeéle bruité peuvent étre trés différentes. L’évolution
temporelle de la distribution de vorticité associée a chacune de ces deux réalisations est
représentée sur la figure 8.2.
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FiG. 8.1: Exemple de deux réalisations obtenues par simulation du modéle construit a partir
de 5 particules de vortex. (a) Trajectoires des 5 particules de vortex dans le plan image (la
réalisation correspondant a la vérité terrain est tracée en rouge); (b) Evolution temporelle
des 10 composantes du vecteur d’état.

AmEEEr
ST Sl e

tr—0 tr—20 t,—40 tr—60 t,—80 t,—100
(b)

F1G. 8.2: Evolution temporelle des cartes de vorticité associées o deux réalisations distinctes
du modéle. (a) Vérité terrain; (b) Autre réalisation simulée.

Afin de tester la méthode de suivi, nous choisissons tout d’abord une des trajectoires
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simulées par le modéle. La réalisation choisie est la trajectoire tracée en rouge sur la figure
8.1. Une séquence d’images synthétiques correspondant a cette réalisation a été construite.
Cette séquence est créée a partir de la séquence de champs de déplacements générés par
cette trajectoire choisie. On dispose donc d’une paire d’images synthétiques (I, Ix11) &
chaque instant d’observation t;. Le mouvement décrit par cette paire d’images correspond
au déplacement a l'instant ¢; de la vérité terrain. Le type d’images utilisé pour créer la
séquence est représenté sur la figure 8.3.

Fic. 8.3: Exemple dimage de particules utilisée pour créer la séquence synthétique.

Nous avons testé la méthode de suivi par filtrage sur cette séquence synthétique. Le
modeéle & espace d’état est caractérisé par le modéle d’évolution a 5 particules de vortex
et les observations discrétes données par la séquence d’images. La méthode de suivi par
filtrage particulaire en temps continu-discret a été appliquée avec N = 500 trajectoires.
Nous présentons sur la figure 8.4 le résultat obtenu. En vue d’évaluer la robustesse de
la méthode, nous avons représenté une moyenne sur 50 filtrages ainsi que la dispersion
autour de ce résultat moyen. Les résultats obtenus montrent la capacité de la méthode a
bien retrouver la trajectoire de test. Les trajectoires estimées des 5 particules de vortex
dans le plan image collent parfaitement aux trajectoires correspondant a la vérité terrain
(voir figure 8.4(a)). La dispersion autour de I'estimation de chaque coordonnée du vecteur
d’état est représentée sur la figure 8.4(a). Cette dispersion est trés faible, traduisant la
robustesse de la méthode de suivi.
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F1G. 8.4: Résultat de suivi obtenu par la méthode de filtrage non linéaire proposée, moyenné
sur 50 filtrages. (a) Trajectoires des 5 particules de vortex dans le plan image (la vérité
terrain est tracée en rouge, le résultat moyen du suivi en bleu); (b) Evolution temporelle
des 10 composantes du vecteur d’état (la dispersion des estimations autour de leur moyenne
est affichée en vert).

Afin de mettre en avant tout 'intérét d’'une modélisation continue de notre probléme de
filtrage, la méthode de suivi a été testée sur cette méme séquence, pour un modeéle & espace
d’état discret. Dans ce cas, le pas de discrétisation du modele d’évolution correspond au
pas entre deux images. L’équation d’évolution s’écrit alors comme suit :

X1 = Xg + w(Xp) + vi, (8.1)

oll v est un bruit gaussien.

Le résultat du filtrage obtenu a partir de cette modélisation discréte est représenté sur la
figure 8.5. Le résultat présenté correspond également a une moyenne sur 50 filtrages. Nous
pouvons constater sur la figure 8.5 (a) que les trajectoires estimées des vortex dans le plan
image ne suivent pas les vraies trajectoires. D’autre part, la figure 8.5 (b) montre que la
dispersion autour des estimations est assez importante. Cette expérience montre combien
une modélisation continue du probléme est nécessaire dans le cas d'une dynamique de type
vorticité-vitesse si 'on souhaite accéder & des résultats précis.
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F1G. 8.5: Résultat de suivi obtenu dans le cas d’une modélisation discréte, moyenné sur 50
filtrages. (a) Trajectoires des 5 particules de vortex dans le plan image (la vérité terrain
est tracée en rouge, le résultat moyen du suivi en bleu); (b) Evolution temporelle des 10
composantes du vecteur d’état (la dispersion des estimations autour de leur moyenne est
affichée en vert).

Nous présentons sur la figure 8.6 le resultat de la méthode de suivi dans le cas ou les
observations sont données par des champs de déplacements, comme décrit dans la section
7.1.5. La figure 8.4 montre que les trajectoires estimées coincident bien avec les trajectoires
de la vérité terrain.
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FiG. 8.6: Résultat de suivi obtenu dans le cas ou les observations sont des champs de
déplacements. (a) Trajectoires des 5 particules de vortex dans le plan image (la veérité
terrain est tracée en rouge, le résultat du suivi en bleu); (b) Evolution temporelle des 10
composantes du vecteur d’état.

La derniére expérience que nous proposons porte sur la réduction de dimension basée
sur les directions stables et instables du systéme, présentée a la fin du chapitre précédent.
Le résultat obtenu par la technique de réduction de dimension formulée par Chorin 37|
est comparé au résultat du filtrage présenté sur la figure 8.4, pour le méme nombre de
trajectoires (N = 500). La comparaison des deux méthodes est effectuée en termes d’erreur
absolue moyenne d’estimation de la vorticité & chaque instant. Le résultat est présenté sur
la figure 8.7. La réduction obtenue est d’un facteur 2, le nombre m de composantes instables
déterminées a partir des valeurs propres étant égal & 5. Notons que de maniére surprenante,
ce facteur 2 se répéte systématiquement tout au long de la séquence. Pour une réduction
d’un facteur 2, le gain en temps de calcul de la méthode réduite reste négligeable, en raison
du cotit de calcul lié a la détermination des valeurs propres. Il est cependant intéressant
de constater sur la figure 8.7 que la qualité du suivi obtenue par la méthode réduite est
comparable au résultat obtenu sans réduction de dimension. Cette observation traduit le
fait que ’échantillonnage peut étre effectué dans un espace de dimension réduite, pour
un résultat d’estimation similaire. Notons enfin que sur I’exemple présenté, la technique
de filtrage dans sa version réduite conduit a de meilleurs résultats & certains instants de
la séquence. Il serait intéressant de réfléchir a un critére définissant a quels instants la
technique de réduction de dimension peut étre appliquée, en fonction par exemple d’une
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indication sur la fiabilité du modéle d’évolution a cet instant.

Fia. 8.7: Comparaison des résultats de la méthode de suivi par filtrage avec et sans réduction
de dimension. L’erreur moyenne d’estimation de la vorticité associée a la méthode de
réduction de dimension est tracée en rose, 'erreur associée au résultat présenté sur la
figure 8.4 est représentée en bleu. La courbe noire représente 1’écart entre les deux.

8.2 Séquence synthétique de turbulence 2D

Nous présentons un deuxiéme exemple synthétique relatif a I’évolution temporelle d'un
écoulement turbulent bidimensionnel. La séquence d’images a été obtenue par simulation
de I’équation de Navier-Stokes 2D incompressible par une méthode DNS !. Un exemple
d’image de la séquence simulée est présenté sur la figure 8.8, et différentes cartes de vorticité
correspondant & I’écoulement simulé sont représentés sur la figure 8.9.

FiG. 8.8: Exemple dimage de particules de la séquence simulée.

Dans ce cas, le modéle d’évolution du modele de filtrage a été initialisé sur la premiére
paire d’images a l’aide de la méthode d’estimation proposée dans la premiére partie de
ce document. L’initialisation a été obtenue au moyen d'un ensemble de 100 particules de
vortex. La distribution de vorticité estimée peut étre comparée a la vraie vorticité initiale
sur la figure 8.9, a l'instant ¢; = 0. Les champs de déplacements correspondants peuvent
également étre comparés a partir des figures 8.10 et 8.11. Il a déja été constaté dans la
premiére partie de ce document que l’estimation paramétrique a 1’aide d’un modéle réduit
permet de retrouver les structures de grande échelle de vorticité, tandis que les petites
échelles de I’écoulement ont tendance a étre lissées.

'La séquence d’images a été fournie par le CEMAGREF de Rennes dans le cadre du projet européen
FLUID “Fluid Image Analysis and Description” http ://fluid.irisa.fr.
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La méthode de suivi est appliquée au vecteur d’état construit a partir des 100 particules
de vortex, a partir des données initiales estimées sur les deux premiéres images de la
séquence. Les observations discrétes sont extraites de la séquence d’images simulées. Le
vecteur d’état étant de taille 200, la résolution du probléme de filtrage est plus difficile que
dans l'exemple précédent. Le nombre de particules de filtrage nécessaire dans 1’algorithme
du filtrage particulaire est en théorie trés élevé, en raison de 'approximation de type
Monte-Carlo des équations du filtrage. Dans la mesure ol nous sommes limités en pratique
par les ressources calculatoires, nous nous sommes restreints & un ensemble de N = 1000
trajectoires.

La figure 8.9 permet de visualiser ’évolution temporelle des cartes de vorticité corres-
pondant a la simulation numérique et I’évolution des cartes estimées par la méthode de
suivi proposée. Le vecteur d’état ne permettant qu’'une représentation des grandes échelles
de I'écoulement, la technique de filtrage ne permet pas de suivre les structures fines de
vorticité. Néanmoins, nous pouvons constater sur cette figure que les principaux vortex
de I'écoulement sont correctement suivis. L’évolution temporelle du vortex situé en bas
& droite de I'image au temps t; = 0 peut par exemple étre observée. Sa trajectoire est
correctement suivie tout au long de la séquence.
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Fia. 8.9: Résultat du suivi de turbulence bidimensionnelle par filtrage : comparaison des
cartes de vorticité. Pour chaque instant, la vérité terrain est présentée sur la premiére ligne,
le résultat du suivi sur la deuxiéme.
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FiG. 8.10: Résultat du suivi de turbulence bidimensionnelle par filtrage : comparaison de
champs de déplacements. Pour chaque instant, la vérité terrain est présentée sur la premiére

colonne, le résultat du suivi sur la deuxiéme.
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FiG. 8.11: Résultat du suivi de turbulence bidimensionnelle par filtrage : comparaison de
champs de déplacements. Pour chaque instant, la vérité terrain est présentée sur la premiére

colonne, le résultat du suivi sur la deuxiéme.
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Une analyse quantitative du résultat du suivi est présentée sur la figure 8.12. Cette
figure décrit ’évolution temporelle des erreurs de vorticité absolue moyennées sur 'image,
calculées entre la vraie vorticité et la vorticité estimée par la méthode de filtrage. Cette
courbe d’erreur peut étre comparée a I’évolution temporelle de 'erreur d’estimation obtenue
par une simple prédiction du modéle. L’erreur moyenne d’estimation de la vorticité est
loin d’étre négligeable par rapport a la vorticité absolue moyenne sur cette séquence. Nous
pouvons cependant noter que la méthode de suivi apporte une amélioration notable par
rapport au résultat donné par une simple prédiction du modeéle réduit.

FiG. 8.12: Evolution temporelle de lerreur absolue de vorticité moyennée sur 'image. L’er-
reur d’estimation consécutive & une simple propagation du modele d’évolution est tracée
en vert, I'erreur d’estimation de la méthode de filtrage proposée est tracée en bleu. La
vorticité absolue moyenne correspondant & la vérité terrain est tracée en rouge.

8.3 Application en mécanique des fluides expérimentales

La méthode de suivi a été testée sur une séquence d’images réelles. Cette séquence de
tomographie laser montre I’évolution d’un vortex généré au bout d’une aile d’avion 2. La
séquence est reproduite en partie sur la figure 8.13.

FiG. 8.13: Séquence d’images montrant l’évolution d’un vortex généré au bout d’une aile
d’avion.

L’initialisation du modele est réalisée sur la premiére paire d’images de la séquence. La
distribution de vorticité initiale est décrite par un ensemble de 15 particules de vortex. La
carte de vorticité et le champ de déplacements initiaux sont visibles sur la figure 8.14 pour
tr = 0.

L’ensemble de la figure 8.14 montre le résultat obtenu par simple simulation du modéele
d’évolution réduit construit a partir de cette initialisation. Nous pouvons constater qu'une

2La séquence a été fournie par 'TONERA (Office National d’Etudes et de Recherches Aérospatiales).
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simple propagation du modéle dynamique ne permet pas de suivre correctement I’évolution
du vortex sur toute la séquence. Deés 'instant ¢ = 20, la forme du vortex est mal restituée.
Le champ de déplacements prédit est décalé par rapport au centre du vortex observé dans
I'image. Par la suite, les champs de déplacements prédits présentent des élongations qui
ne correspondent pas au phénomeéne observé. La trajectoire du vortex est complétement
erronée dans la partie finale de la séquence.

tr—0 tr—20 tr—40 t,—60 tr,—80

ry = B

tr—100 tr—120 t,—140 tr—160

Fia. 8.14: Résultat du suivi de vortex sur la séquence ONERA par simple propagation du
modéle d’évolution.

La figure 8.15 expose la solution obtenue par la méthode de suivi, pour N = 1000
trajectoires dans l'algorithme de filtrage. Cette solution semble visuellement satisfaisante.
Le mouvement du vortex est bien reconstruit a chaque instant, et sa trajectoire est cor-
rectement suivie jusqu’a la fin de la séquence. Nous pouvons notamment observer que
la diffusion du vortex dans la deuxiéme moitié de la séquence est bien représentée par les
champs de déplacements estimés. La déformation du mouvement de rotation estimé suit les
contours photométriques de I'image. L’évolution des cartes de vorticité associées montre
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une diffusion spatiale des positions des particules de vortex. La diffusion du vortex est
décrite par le fait que la zone de vorticité associée est moins concentrée spatialement.

tr—0 tr—20 tr—40 t,—60 t,—80

L -
e . - ’
. L

| L)

tr=100 tr=120 tr=140 tr=160

Fia. 8.15: Résultat du suivi de vortex sur la séquence ONERA par la méthode de filtrage
proposée.

Pour ces exemples réels, les vrais champs de déplacements et les cartes de vorticité
associées ne sont pas connus. Une indication sur la qualité des résultats peut néanmoins
étre donnée en construisant une erreur de reconstruction moyenne sur le domaine image
a partir des champs estimés. Cette erreur est définie a tout instant d’observation t; par
\Ik+1(x + Wtk (X)) — Ik(x)] vx € Q.

L’évolution temporelle de ces erreurs est représentée sur la figure 8.16. La qualité du
résultat donné par la prédiction peut étre comparé au résultat estimé par la méthode
de suivi proposée. Le filtrage a été reconduit 20 fois afin de tester la robustesse de la
méthode. Le résultat moyen et la dispersion des estimations autour de cette moyenne
sont représentés & chaque instant sur la figure. Nous pouvons observer que l'erreur de
reconstruction associée a la prédiction est largement diminuée par la prise en compte des
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observations dans le modéle de filtrage. Ceci corrobore la comparaison qualitative effectuée
a partir des figures 8.14 et 8.15.

FiG. 8.16: Evolution temporelle de lerreur de reconstruction moyenne sur la séquence
ONERA. L’erreur associée a une simple prédiction du modéle est tracée en noir, 'erreur
moyenne correspondant a la méthode de filtrage proposée est tracée en bleu, la dispersion
autour de cette moyenne en vert.

8.4 Applications en météorologie

Nous présentons dans cette section un résultat obtenue sur une séquence provenant du
canal infrarouge de Météosat®. La série d’images décrit la trajectoire d'un cyclone dans
I’Océan Indien. La séquence est représentée en partie sur la figure 8.17.

FiG. 8.17: Séquence d’images montrant I’évolution d’un cyclone dans ’Océan Indien.

Le résultat du suivi par filtrage est représenté sur la figure 8.18. L’initialisation est
décrite par le champ et la distribution de vorticité estimés au temps ¢ = 0 sur la premiére
paire d’images, a partir d’un ensemble de 15 particules de vortex. Le mouvement de rotation
décrit par le cyclone est bien reconstruit et sa trajectoire est correctement suivie jusqu’a
la fin de la séquence. L’évolution temporelle de 'erreur de reconstruction moyenne est
illustrée sur la figure 8.19.

3La séquence a été fournie par le LMD (Laboratoire de Météorologie Dynamique).
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Fia. 8.18: Résultat du suivi de cyclone par la méthode de filtrage proposée.
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FiG. 8.19: Evolution temporelle de lerreur de reconstruction moyenne sur la séquence du
cyclone. L'erreur associée & une simple prédiction du modeéle est tracée en noir, 'erreur
moyenne correspondant a la méthode de filtrage proposée est tracée en bleu, la dispersion
autour de cette moyenne en vert.
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Conclusion

La synthése des travaux présentés dans le chapitre 5 a mis en avant le fait que le suivi
de champs denses de vitesses & partir de séquences d’images décrivant des écoulements
fluides est un probléme de recherche ouvert. Afin d’améliorer la robustesse et la cohérence
temporelle des estimations successives, il est en particulier nécessaire d’intégrer des lois
dynamiques physiques dans les méthodes d’estimation.

La méthode que nous avons proposée dans cette deuxiéme partie se base sur cette idée.
En nous plagant dans le cadre du filtrage stochastique, nous avons formulé le probléme de
suivi de champs de vitesses comme un probléme de filtrage bayésien non linéaire a temps
continu-discret.

L’équation d’évolution du modéle de filtrage est définie a partir de la formulation
vorticité-vitesse de ’équation de Navier-Stokes. La discrétisation de la vorticité sur un en-
semble de fonctions de bases (appelées particules de vortex) conduit a la description du mo-
déle dynamique par une équation différentielle stochastique. Cette équation est construite
a partir d’'un nombre réduit de particules de vortex et n’est donc qu’une version approchée
de I'équation de Navier-Stokes. Cependant, ce modéle dynamique continu apporte une in-
formation précieuse sur I’évolution de I’écoulement fluide. Le probleme d’estimation des
champs de vitesses étant formulée dans un contexte de filtrage bayésien, la faiblesse du
modele peut étre corrigée par les observations discrétes extraites de la séquence d’images.

L’équation d’évolution du systéme et la relation liant les données des images au vec-
teur d’état étant non linéaires, il est nécessaire de mettre en place une technique de filtrage
adaptée. Le filtrage particulaire formulé dans un cadre continu-discret apporte une réponse
a ce probleme. Il est alors possible d’estimer les champs de vitesses a tous les instants d’ob-
servations, et de prédire I’évolution de ces champs de maniére continue entre ces intervalles
de temps. La mise en place du filtrage particulaire étant limitée a des espaces d’état de
taille réduite, une méthode de réduction de dimension du probléme de filtrage a été envi-
sagée. Le principe de cette approche est de réaliser ’échantillonnage des trajectoires dans
un espace de taille restreint.

Les résultats présentés dans le dernier chapitre ont montré que la méthode de suivi
conduit a des résultats robustes et cohérents dans le temps sur des séquences synthétiques
et réelles lorsque les champs de déplacements caractérisant 1’écoulement peuvent étre dé-
crits par un nombre raisonnable de particules de vortex. Dans le cas contraire, la résolution
du probléme de filtrage est difficile en raison des ressources de calcul nécessaires. Pour un
tel écoulement complexe, nous avons pu constater qu’il est néanmoins possible de représen-
ter I’évolution des grandes échelles de 1’écoulement de maniére cohérente. L’approche de
réduction de dimension envisagée, basée sur les instabilités du systéme dynamique, est a
approfondir. Un gain de calcul peut étre espéré si le degré de réduction est important. Sur
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I’'exemple synthétique traité, la réduction d’un facteur 2 ne compense pas le coiit de calcul
lié & la détermination des directions stables et instables. Néanmoins le résultat obtenu est
intéressant car la qualité des résultats obtenus avec ou sans réduction est similaire. En
outre, il semble envisageable d’améliorer les résultats du suivi en n’utilisant la technique
de réduction de dimension qu’a des instants donnés de la séquence, déterminés selon un
critére a définir.
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Conclusion générale et perspectives

Dans ce document, nous nous sommes intéressés au probléme de I'estimation cohérente
de champs denses de vitesses d’écoulements fluides & partir de séquences d’images.

Dans une premiére partie notre intérét s’est porté sur la définition d’un nouvel estima-
teur paramétrique de mouvement. Cet estimateur permet d’estimer une représentation de
faible dimension d'un champ de déplacements & partir d’une paire d’images. La paramétri-
sation repose sur la discrétisation de la vorticité et la divergence du champ de déplacements
par un ensemble de fonctions de base de natures différentes, appelées particules de vortex et
de source. La représentation compacte obtenue est interprétable physiquement puisqu’elle
correspond aux composantes & grande échelle du déplacement. Outre cette représentation
simplifiée, I’estimateur développé permet également 1’estimation précise du champ de vi-
tesses, pour un nombre de paramétres plus grand. Enfin, la méthode proposée autorise
I'estimation du déplacement dans des zones trés localisées.

La deuxiéme partie du document traite du probléme de suivi temporel des champs
de déplacements. Une succession d’estimations des champs de déplacements a partir des
paires d’images consécutives de la séquence est facilement mise en échec dés que les images
sont bruitées ou lorsque les déplacements sont de grande amplitude et chaotiques. L’intro-
duction d'une loi dynamique physique dans les méthodes d’estimation de champs denses
de vitesses a partir de séquences d’images permet alors d’améliorer la robustesse et la co-
hérence temporelle des estimations. Partant de cette constatation, des contributions trés
récentes ont ainsi été proposées. Les méthodes d’estimation dense, basées sur une régula-
risation spatiale des champs de déplacements, ont ainsi été étendues de maniére & intégrer
une régularisation temporelle, contrainte par la formulation vorticité-vitesse de 1’équation
de Navier-Stokes. Parallélement, des méthodes de suivi de champs de déplacements basées
sur des techniques d’assimilation variationnelle (et liées a des concepts de controle optimal)
ont été développées. Ces approches permettent de reconstruire les champs de déplacements
tout au long de la séquence, en garantissant la cohérence temporelle de la solution grace au
modeéle dynamique sous-jacent. Dans ce contexte, il n’y a aucune restriction sur la dimen-
sion du vecteur d’état. En contrepartie, la méthode repose sur une hypothése gaussienne,
qui peut s’avérer trop restrictive dans certains cas.

L’approche que nous avons proposé dans la deuxiéme partie de ce document ne repose
quant a elle sur aucune hypothése gaussienne ou de linéarité du modele. L’estimation des
champs de vitesses le long de la séquence d’images est formulée comme un probléme de
filtrage bayésien non linéaire. La connaissance sur la loi dynamique physique du systéme
est introduite dans le modéle, en tenant compte de sa nature continue. Le principe est alors
de décrire I'état du systéme par une densité de probabilité plutot qu'une valeur moyenne.
Ainsi, la non linéarité du systéme est pleinement prise en compte. Cet aspect est crucial car
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si le systéme est non linéaire ou chaotique, une distribution gaussienne ne sera pas préservée
au cours du temps, et I’évolution d’'une distribution multimodale sera mal décrite.

L’inconvénient de cette approche probabiliste est liée & la restriction imposée sur la
dimension du vecteur d’état. Le probléme de suivi de champs dense de vitesses étant
caractérisé par un vecteur d’état de trés grande dimension (correspondant initialement
a la taille de 'image), la mise en place d’un suivi par filtrage non linéaire impose de se
baser sur une représentation réduite de cet état. L’utilisation de la forme réduite basée
sur les particules de vortex et proposée dans la premiére partie de ce document est une
premiére réponse au probléme. En effet, la méthode de suivi s’est montrée tres efficace
pour des écoulements dont les champs de déplacements peuvent étre décrits par un nombre
raisonnable de particules de vortex. Pour des écoulements plus complexes nécessairement
décrits par un espace d’état de taille élevée, il est nécessaire d’envisager des méthodes
alternatives. En effet, nous avons pu constater que les résultats obtenus sur de telles
séquences sont prometteurs mais que le probléme de suivi n’est pas complétement résolu
dans ce cas. L’approche de réduction de dimension envisagée, basée sur les instabilités du
systéme dynamique, est a approfondir.

Les perspectives de ce travail sont nombreuses, liées a ’amélioration ou & ’extension
des contributions proposées dans ce document.

Dans la continuité de la premiére partie, il est naturel de s’intéresser a l’extension en
dimension 3 de la méthode d’estimation de champs de vitesses. La loi de Biot-Savart reliant
la vorticité et la divergence aux composantes solénoidale et irrotationnelle du champ de
déplacement s’écrit de maniére similaire, en modifiant ’expression du noyau de Green. La
difficulté majeure est que contrairement a la divergence, la vorticité devient vectorielle en
3D. L’extension des particules de vortex est alors loin d’étre triviale, et deux approches sont
utilisées dans les méthodes de simulation d’écoulements tridimensionnels. Il est possible de
considérer que les particules sont centrées en des points (comme en 2D) et transportent
des vecteurs. Inversement, il est possible de définir les éléments de calcul comme étant des
courbes transportant des quantités scalaires. L’estimation de la composante irrotationnelle
en 3D peut donc étre envisagée comme une extension directe de la méthode proposée, mais
le traitement de la composante solénoidale est beaucoup plus complexe.

Afin d’améliorer la méthode de suivi proposée dans la seconde partie de ce document,
les perspectives de travail sont principalement liées a la gestion de la grande dimension du
probléme. L’approche de réduction de dimension envisagée doit étre approfondie afin de
mieux comprendre les résultats et de I'utiliser a bon escient, en vue d’accroitre la qualité
des estimations.

Le probléme de la dimension étant lié au nombre de trajectoires a échantillonner dans
I'algorithme du filtrage particulaire, une partie du probléme a été résolue en réduisant la
taille du vecteur d’état associé au suivi de champ de vitesses. Lorsque 1’écoulement est
complexe, la dimension du vecteur d’état ne peut cependant pas étre réduite outre mesure.
Afin de diminuer le nombre de trajectoires a simuler, il serait intéressant de réfléchir au
moyen de simuler le processus de diffusion conditionnellement aux observations a venir, et
ceci de maniére simple (en évitant notamment des propagations “avant-arriére”). Notons
enfin que pour un nombre de trajectoires donné, une réduction du temps de calcul est
possible en parallélisant 1'algorithme du filtrage particulaire (hormis I'étape de rééchan-
tillonnage). Ce travail est en cours de développement et devrait permettre de tester les
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performances de la méthode de suivi sur des exemples plus complexes.

La technique de suivi proposée étant adaptée au suivi de représentations de taille ré-
duite des champs de vitesses, il serait intéressant d’envisager un suivi temporel basé sur
d’autres modeéles réduits existants. Ainsi, la décomposition POD en modes propres ou une
décomposition en ondelettes pourraient étre intégrées a la méthode de suivi par filtrage
proposée. L’objectif serait alors de suivre les modes principaux de ces décompositions au
cours du temps, correspondant aux structures a grande échelle de ’écoulement.

Enfin, I'utilisation des méthodes de type Kalman d’ensemble pour la résolution de notre
probléme est & envisager, en réfléchissant sur leur capacité a appréhender une relation
fortement non linéaire entre 1’état et la mesure du systéme. Une perspective de travail plus
générale serait de réfléchir a la construction de méthodes de suivi alliant les avantages des
méthodes variationnelles aux avantages des méthodes probabilistes séquentielles.
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8.11 Résultat du suivi de turbulence bidimensionnelle par filtrage : comparaison
des champs de déplacements. Pour chaque instant, la vérité terrain est pré-
sentée sur la premiére colonne, le résultat du suivi sur la deuxiéme. . . . . .

133

108

108
109

110

111



8.12

8.13

8.14

8.15

8.16

8.17
8.18
8.19

FEuolution temporelle de Uerreur absolue de vorticité moyennée sur l'image.
L’erreur d’estimation consécutive & une simple propagation du modele d’évo-
lution est tracée en vert, I'erreur d’estimation de la méthode de filtrage pro-
posée est tracée en bleu. La vorticité absolue moyenne correspondant a la
vérité terrain est tracée en rouge. . . . . . .. ..o
Séquence d’images montrant I’évolution d’un vortex généré au bout d’une
aile d’avion. . . . . .. L
Résultat du suwivi de vortex sur la séquence ONERA par simple propagation
du modéle d’évolution. . . . . . . . . L
Résultat du suivi de vortex sur la séquence ONERA par la méthode de filtrage
PrOPoSEe. . . . . .. e
FEvolution temporelle de Uerreur de reconstruction moyenne sur la séquence
ONERA. L’erreur associée & une simple prédiction du modéle est tracée en
noir, l'erreur moyenne correspondant a la méthode de filtrage proposée est
tracée en bleu, la dispersion autour de cette moyenne en vert. . . . . . . . .
Séquence d’images montrant [’évolution d’un cyclone dans ’Océan Indien.
Résultat du suivi de cyclone par la méthode de filtrage proposée. . . . . . . .
FEvolution temporelle de Uerreur de reconstruction moyenne sur la séquence
du cyclone. L’erreur associée a une simple prédiction du modeéle est tracée
en noir, ’erreur moyenne correspondant a la méthode de filtrage proposée
est tracée en bleu, la dispersion autour de cette moyenne en vert. . . . . . .
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Résumé

Cette thése s’intéresse a ’analyse d’écoulements fluides & partir de séquences d’images
et plus particuliérement au probléme de I’estimation cohérente de champs denses de vi-
tesses. Dans une premiére partie nous proposons un estimateur paramétrique de mouve-
ment, fournissant une représentation de faible dimension du champ de déplacements &
partir d’'une paire d’images. La paramétrisation repose sur la discrétisation de la vorti-
cité et la divergence du champ sur un ensemble de fonctions de base appelées particules
de vortex et de source. L’estimation consiste & minimiser une fonctionnelle construite a
partir d’'une version intégrée de l'équation de continuité de la mécanique des fluides. La
méthode d’estimation est validée expérimentalement sur des images synthétiques et réelles
issues de divers domaines d’applications : mécanique des fluides expérimentale, météoro-
logie, imagerie médicale. La deuxiéme partie traite du suivi temporel des champs denses
de déplacements. L’estimation des champs de vitesses le long de la séquence d’images est
formulée comme un probléme de filtrage stochastique non linéaire. Le filtre que nous pro-
posons combine un processus de diffusion issu d’une formulation stochastique de I’équation
de Navier-Stokes sous sa forme vorticité-vitesse, et des observations discrétes extraites de
la séquence d’images. La non linéarité du systéme impose la mise en place d’une technique
de filtrage adaptée. Le filtrage particulaire formulé dans un cadre continu apporte une ré-
ponse au probléme. Afin de traiter un espace d’état de dimension raisonnable, le modéle de
filtrage est construit & partir de la représentation réduite proposée dans la premiére partie.
Nous présentons des résultats de suivi sur des séquences synthétiques et des exemples réels
issus de la météorologie et de la mécanique des fluides expérimentale.

Mots-clefs : analyse du mouvement, écoulements fluides, suivi temporel, méthodes
séquentielles de Monte Carlo, filtre particulaire.

Abstract

This thesis is concerned with the analysis of fluid flows from image sequences and most
particularly with the consistent estimation of dense velocity fields. In a first part we pro-
pose a parametric motion estimator which provides a low dimensional representation of
the velocity field from a pair of images. The parameterization relies on the discretization of
the vorticity and divergence maps on a set of basis functions called vortex and source par-
ticles. The estimation process consists in minimizing a functional relying on an integrated
version of continuity equation of fluid mechanics. The method is validated experimentally
on synthetic images and on different real applications : fluid mechanics, meteorology, me-
dical imaging. The second part deals with the temporal tracking of dense velocity fields.
The estimation of the vector fields along the whole image sequence is formulated as a non
linear stochastic filtering problem. The filter we propose combines a diffusion process co-
ming from a stochastic formulation of the Navier-Stokes equation in its vorticity-velocity
form and discrete measurements extracted from the image sequence. The non linearity of
the system imposes the setting of an appropriate filtering technique. The particle filter in
its continuous form brings an answer to the problem. In order to handle a state space of
reasonable size, the filtering model is constructed from the reduced representation propo-
sed in the first part. We present tracking results on synthetic sequences and real examples
coming from meteorology and fluid mechanics.

Keywords : motion analysis, fluid flows, temporal tracking, sequential Monte-Carlo
methods, particle filter.



