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Introdu
tion généraleL'analyse des é
oulements �uides à partir d'images est liée à de nombreuses appli
a-tions dans le domaine des s
ien
es environnementales (météorologie, 
limatologie, o
éa-nographie), de la mé
anique des �uides expérimentale ou de l'imagerie médi
ale. En mé-téorologie, l'intérêt se porte sur la déte
tion et la prédi
tion de situations 
ritiques liés àdes phénomènes parti
uliers (dépressions, tornades), et sur l'observation du 
limat danssa globalité. En o
éanographie, les appli
ations 
on
ernent l'étude de l'évolution des 
ou-rants marins ou la dérive d'entités passives (i
ebergs, nappes de pollution). La mé
aniquedes �uides expérimentale s'intéresse au 
ontr�le et à la 
ompréhension d'é
oulements par-ti
uliers tels que les é
oulements turbulents, et à l'amélioration de la modélisation desphénomènes physiques. Les appli
ations sont très nombreuses et ont un impa
t industriel
onsidérable dans le domaine des transports, dans le se
teur pharma
eutique ou en
oredans le se
teur agro-alimentaire. L'analyse des é
oulements �uides intervient égalementdans le domaine de la mi
ro�uidique ou en imagerie médi
ale, où l'appli
ation 
on
ernéeest l'étude de l'é
oulement des bio�uides.Pour toutes les appli
ations 
on
ernées, la 
onnaissan
e de l'information de mouvementest primordiale a�n d'analyser et de 
omprendre les é
oulements observés. Dans le domainede la météorologie, l'obje
tif prin
ipal est la re
onstru
tion des 
hamps de vent. En mé-
anique des �uides expérimentale, la des
ription et l'analyse de l'é
oulement s'e�e
tuent àpartir des quantités relatives à son mouvement (vitesse, vorti
ité, divergen
e).Une information quantitative sur le mouvement peut dire
tement être obtenue par dessystèmes de mesure physiques traditionnels. Dans le 
ontexte de la mé
anique des �uidesexpérimentale, la vitesse peut ainsi être mesurée par un dispositif pla
é dans l'é
oulementobservé (anémométrie à �l 
haud par exemple). Dans le domaine des s
ien
es géophysiques,les 
apteurs in situ tels que les ballons sonde, les bouées, les stations au sol ou les 
apteurssitués sur des avions ou des bateaux permettent également de fournir des données sur lavitesse et l'orientation du vent ou des 
ourants marins. Cependant, les données provenantde 
e type de 
apteurs sont éparses, 
oûteuses et obtenues de manière intrusive.Ave
 le développement des te
hniques de visualisation, l'intérêt s'est naturellementporté sur l'information pouvant être apportée par les images. Dans le 
adre de l'étudeexpérimentale des é
oulements �uides, l'utilisation de 
améras modernes asso
iées à desnappes laser permet désormais l'enregistrement de séquen
es d'images à très haute résolu-tion. Dans le domaine des s
ien
es environnementales, les 
apteurs des satellites béné�
ientégalement des développements te
hniques (
améras rapides, lasers de haute puissan
e).L'imagerie satellitaire fournit ainsi une information plus globale que les 
apteurs, ave
une résolution spatiale des données plus �ne. La quantité d'information spatio-temporelledisponible augmente régulièrement et devient quasi-
ontinue.9



L'information apportée par les séquen
es d'images est 
omplète et pré
ieuse, 
ependantelle est plus di�
ile à exploiter que des mesures in situ. L'information sur les phénomènesobservés doit en e�et être extraite des données de luminan
e. Ce problème est déli
atpuisque généralement, l'information re
her
hée n'est pas une fon
tion simple des donnéesbrutes de l'image.Dans le 
as d'images dé
rivant des é
oulements �uides, l'extra
tion de l'informationde mouvement est un problème parti
ulièrement 
omplexe. Outre le problème de laperte de dimension due à la proje
tion d'un mouvement tridimensionnel dans le planimage et le fait que les images soient parfois peu 
ontrastées, les images d'é
oulements�uides présentent des distorsions spatiales et temporelles importantes de la fon
tion de laluminan
e. De plus, les mouvements asso
iés à un é
oulement �uide sont 
ara
térisés par laprésen
e de zones tourbillonnaires ou de divergen
e. Cette spé
i�
ité fait que l'utilisationdes te
hniques 
lassiques d'estimation de mouvement issues de la 
ommunauté de visionpar ordinateur n'est pas adaptée. Ces te
hniques ont en e�et été développées pour desmouvements quasi-rigides, et s'appuient sur des 
ara
téristiques spatio-temporelles stablesde la fon
tion de luminan
e.Le développement de nouvelles te
hniques d'extra
tion ou d'analyse de 
hamps devitesses d'é
oulements �uides à partir de séquen
es d'images 
onstitue don
 un domainede re
her
he aux appli
ations nombreuses et 
ru
iales. Le travail présenté i
i s'ins
rit dans
e 
ontexte et s'arti
ule autour de deux axes prin
ipaux : l'estimation de 
hamps de vitesseset leur suivi temporel.Dans le domaine de la vision par ordinateur, le problème de l'estimation de mouve-ment est an
ien et son étude a donné lieu à un très grand nombre de 
ontributions. Le 
asparti
ulier de l'imagerie �uide a attiré l'attention de la 
ommunauté il y a quelques an-nées. Il a alors été proposé d'adapter les te
hniques génériques d'estimation en in
orporantdes 
ontraintes physiques adaptées aux phénomènes étudiés. Cette appro
he a 
onduit audéveloppement de nouvelles méthodes d'analyse du mouvement. Les méthodes proposéeso�rent une alternative aux te
hniques traditionnellement utilisées dans les domaines dela météorologie et de la mé
anique des �uides expérimentale, en permettant l'extra
tiond'une quantité d'information plus importante.Le problème de suivi de 
hamps denses de vitesses n'a quant à lui jamais été traitédans le domaine de la vision. Ce
i peut s'expliquer par le fait que dans les appli
ationsusuellement traitées (suivi d'objets, de personnes), il est très rare de disposer d'uneinformation sur la loi d'évolution des éléments à suivre. Le suivi peut par 
ontre s'appuyersur des 
ara
téristiques informatives des objets, qui restent stables dans le temps. Lesméthodes de suivi s'intéressent don
 généralement au suivi d'éléments de taille réduite(points d'intérêt, 
ourbes). Dans le 
as des images dé
rivant des é
oulements �uides, lasituation est di�érente. Il est possible de s'appuyer sur une 
onnaissan
e des lois d'évo-lution du �uide, mais on ne dispose pas de des
ripteurs simples pouvant être aisémentsuivis dans le temps. Le suivi du 
hamp de vitesses dans son ensemble 
onduit alors à unproblème de suivi de très grande dimension, di�
ile à traiter. Lorsque le suivi est formulédans un 
adre probabiliste, 
ette dimension élevée est d'autant plus problématique etné
essite le développement de méthodes appropriées.La première partie du do
ument portera sur le problème de l'estimation du mouvement10



à partir d'images dé
rivant l'évolution d'un é
oulement �uide. Un 
hapitre préliminaire pré-sentera quelques rappels de dé�nitions et propriétés relatives aux 
hamps de ve
teurs planset à la mé
anique des �uides. La synthèse des travaux existants dans le domaine de l'esti-mation de mouvement mettra en avant qu'au
une des méthodes ne permet d'obtenir unereprésentation 
ompa
te des 
hamps de vitesses estimés. Cette observation nous 
onduiraà proposer une méthode d'estimation paramétrique dédiée aux mouvements �uides, four-nissant une solution de faible dimension. Une validation expérimentale de la méthode seraen�n proposée sur di�érents types d'images, provenant de divers domaines d'appli
ations.La deuxième partie traitera du problème de suivi temporel de 
hamps de vitesses àpartir de séquen
es d'images. L'état de l'art mettra en avant que le problème de suivide points 
ara
téristiques ou de 
ourbes a été abordé pré
édemment, mais qu'au
une de
es méthodes n'intègre l'information disponible sur l'évolution temporelle du phénomèneobservé et ne garantit une 
ohéren
e temporelle des estimations. La synthèse des travauxexistants indiquera également que le suivi de 
hamps de vitesses reste un problème dere
her
he ouvert, et que les rares 
ontributions dans 
e domaine sont a
tuelles. Nous pro-poserons dans 
ette deuxième partie de formuler le problème de suivi de 
hamps de vitessesd'é
oulements �uides 
omme un problème de �ltrage bayésien. Cette appro
he permettrad'introduire un modèle simple sur la dynamique de l'é
oulement dans le pro
essus d'estima-tion. La représentation de taille réduite des 
hamps de vitesses proposée dans la premièrepartie du do
ument sera alors 
ru
iale pour 
onstruire le modèle de �ltrage. La méthodede suivi qui en dé
oulera permettra de prédire et d'estimer les 
hamps de dépla
ements surtoute la séquen
e d'images, en garantissant la 
ohéren
e temporelle des estimations. Lesrésultats obtenus par 
ette te
hnique seront présentés et dis
utés dans le dernier 
hapitre.
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Première partieEstimation de 
hamps de vitesses enimagerie �uide
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Introdu
tionLa première partie de 
e do
ument traite de l'estimation d'un mouvement apparent
ommunément appelé ��ot optique� à partir d'une séquen
e d'images dé
rivant des phé-nomènes �uides. Ce mouvement apparent 
onsiste en la proje
tion d'une s
ène tridimen-sionnelle dans le plan image. Dans le domaine de la mé
anique des �uides expérimentales,les images sont a
quises dans un plan laser après avoir ensemen
é l'é
oulement par destra
eurs (parti
ules, fumée). La mesure du dépla
ement de 
es parti
ules permet d'obte-nir des données de vitesses empiriques de l'é
oulement dans le plan de visualisation. Cesdonnées peuvent ensuite être 
omparées à des modèles théoriques. Dans le 
as d'é
oule-ments 
omplexes, 
es données 
onstituent un moyen de 
omprendre l'é
oulement. Dans ledomaine des s
ien
es environnementales telles que la météorologie ou l'o
éanographie, lesimages sont fournies par les satellites en orbite autour du globe terrestre, et il s'agit demesurer le dépla
ement des 
ourants atmosphériques ou o
éaniques.L'estimation d'un 
hamp de vitesses à partir d'images est di�
ile puisque les variationsd'intensité de l'image sont les seules données disponibles pour remonter au mouvement.Dans le domaine de la vision par ordinateur, 
e problème est an
ien et a donné lieu à denombreux travaux. Néanmoins, 
es méthodes ont été bâties pour des objets rigides oupeu déformables, et sous une hypothèse de 
onservation de la luminan
e d'un point 3D lelong de sa traje
toire. Dans le 
as parti
ulier des é
oulements �uides, le développement deméthodes d'estimation de mouvement spé
i�ques est né
essaire et de nombreux problèmesrestent ouverts. Cette première partie a pour but de situer et de présenter la 
ontributionque nous proposons dans 
e domaine.Le premier 
hapitre présente des dé�nitions et propriétés relatives aux 
hamps de ve
-teurs bidimensionnels. Quelques rappels de mé
anique des �uides sont également proposés,en se restreignant aux notions utilisées dans la suite du do
ument.Une synthèse des travaux relatifs à l'estimation du mouvement à partir d'images estprésentée dans le 
hapitre 2. L'a

ent est mis sur les méthodes usuellement utilisées dans lesdomaines d'appli
ation 
on
ernés par les �uides, ainsi que sur les méthodes de �ot optiqueadaptées aux mouvements �uides, ré
emment proposées dans le domaine de la vision parordinateur. Un rappel des modélisations paramétriques existantes est en�n e�e
tué, enétendant l'état de l'art au 
ontexte non rigide.Le 
hapitre 3 dé
rit la méthode d'estimation paramétrique que nous proposons. Celle-
is'appuie sur une modélisation issue du domaine de la simulation numérique d'é
oulements�uides. La nature paramétrique de l'estimateur 
onduit à une représentation 
ompa
te du
hamp de ve
teurs estimé.Des résultats expérimentaux relatifs à divers domaines d'appli
ations sont exposés et15



analysés dans le dernier 
hapitre. La méthode est testée sur des exemples synthétiquesoù la vérité terrain est 
onnue, ainsi que sur des exemples 
orrespondant à des situationsréelles.
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Chapitre 1Rappels générauxCe 
hapitre présente un ensemble de rappels sur les 
hamps de ve
teurs bidimensionnels,ainsi que quelques propriétés issues de la mé
anique des �uides. Un ouvrage d'introdu
tionà la mé
anique des �uides tel que [38℄ pourra fournir au le
teur un exposé 
omplet etdétaillé. Nous nous 
on
entrons i
i sur les notions utilisées dans la suite du do
ument.Les liens fondamentaux entre les quantités 
ara
téristiques des mouvements �uides (tellesque la vorti
ité et la divergen
e) et les 
hamps de ve
teurs sont exposés. Des équationsde 
onservation et d'évolution spé
i�ques aux é
oulements de nature �uide sont ensuiteprésentées.1.1 Champs de ve
teurs bidimensionnelsUn 
hamp de ve
teurs bidimensionnel w est une appli
ation dé�nie sur un ensembleborné Ω de R
2 et à valeurs dans R

2. Nous le notons w(x) = (u(x), v(x))T , où x = (x, y)et x et y sont les 
oordonnées spatiales. Chaque 
omposante du 
hamp de ve
teurs estsupposée deux fois 
ontinûment di�érentiable : u, v ∈ C2(Ω,R).1.1.1 Vorti
ité et divergen
eSoit ∇ =
(
∂
∂x
, ∂
∂y

) l'opérateur dont les 
omposantes sont les dérivées partielles parrapport aux 
oordonnées x et y. La divergen
e et la vorti
ité du 
hamp de ve
teurs sontdé�nies respe
tivement par :div w =
∂u

∂x
+
∂v

∂y
= ∇ ·w, (1.1)
url w =

∂v

∂x
− ∂u

∂y
= ∇ ·w⊥, (1.2)où w⊥ = (v,−u) est l'orthogonal de w.La vorti
ité rend 
ompte de la présen
e d'un mouvement tourbillonnaire, alors quela divergen
e est reliée à la présen
e de puits ou de sour
es. Un 
hamp de ve
teurs àdivergen
e nulle en tout point est dit solénoïdal. Inversement, un 
hamp à vorti
ité nulleest dit irrotationnel. 17



1.1.2 Dé
omposition de HelmholtzTout 
hamp de ve
teurs s'annulant à l'in�ni peut être dé
omposé en somme d'une
omposante irrotationnelle notée wirr et d'une 
omposante solénoïdale wsol. Cette dé
om-position est 
onnue sous le nom de dé
omposition de Helmholtz :
w = wirr + wsol. (1.3)La �gure 1.1 illustre la dé
omposition de Helmholtz d'un 
hamp de ve
teurs sur unexemple trivial.

(a) (b) (
)Fig. 1.1: Dé
omposition de Helmholtz d'un 
hamp de ve
teurs. (a) Composante irrota-tionnelle ; (b ) Composante solénoïdale ; (
) Somme des deux 
omposantes.Lorsqu'on ne dispose pas de 
onditions nulles au bord, une nouvelle 
omposante har-monique (à divergen
e et vorti
ité nulles) doit être ajoutée à a la dé
omposition. Cettedernière est appelée 
omposante de transport et notée wtra. La dé
omposition du 
hampde ve
teurs s'e
rit alors :
w = wirr + wsol + wtra. (1.4)Un résultat 
onnu stipule que tout 
hamp irrotationnel est asso
ié à une fon
tion s
a-laire φ, appelée potentiel de vitesse, telle quew = ∇φ. De la même manière on peut montrerqu'il existe une fon
tion s
alaire ψ telle que w⊥ = ∇ψ. C'est la fon
tion de 
ourant.La dé
omposition de Helmholtz peut être réé
rite en termes de fon
tions de potentiel :

w = ∇φ+ ∇
⊥ψ. (1.5)1.1.3 Loi de Biot-SavartEn 
al
ulant su

essivement la divergen
e et la vorti
ité du 
hamp w dé
rit par (1.5),les fon
tions de potentiel dé�nies pré
édemment peuvent être exprimées 
omme solutionsde deux équations de Poisson :

∆φ = div w et ∆ψ = 
url w, (1.6)ave
 ∆ =
(
∂2

∂x2 ,
∂2

∂y2

) opérateur Lapla
ien.Ces solutions s'é
rivent 
omme un produit de 
onvolution de la manière suivante :18



φ(x) =

∫

R2

G(x − u)div w(u)du = G ∗ div w(x), (1.7)
ψ(x) =

∫

R2

G(x − u)
url w(u)du = G ∗ 
url w(x), (1.8)où G est la fon
tion de Green asso
iée au Lapla
ien bidimensionnel :
G(x) =

1

2π
ln(‖x‖). (1.9)Ces dernières relations permettent d'exprimer les fon
tions de potentiel φ et ψ à partirde la divergen
e et de la vorti
ité du 
hamp. Les 
hamps de ve
teurs wirr et wsol s'é
rivantrespe
tivement 
omme le gradient et le gradient orthogonal de 
es fon
tions de potentiel,les équations (1.7) et (1.8) deviennent :

wirr(x) = K ∗ div w(x), (1.10)
wsol(x) = K⊥ ∗ 
url w(x), (1.11)ave
 K gradient du noyau de Green :
K(x) = ∇G(x) =

x

2π‖x‖2
. (1.12)L'équation (1.11) est 
onnue sous le nom d'intégrale de Biot-Savart. Ces relations sont
ru
iales puisqu'elles permettent de re
onstruire la 
omposante irrotationnelle du 
hampde ve
teurs à partir de la divergen
e, et la 
omposante solenoïdale à partir de la vorti
ité. Ilest ainsi possible de retrouver le 
hamp 
omplet à partir des quantités s
alaires de vorti
itéet de divergen
e.1.2 Relations fondamentales1.2.1 Équation de 
ontinuitéL'équation de 
ontinuité de la mé
anique des �uides provient dire
tement de l'hypothèsede la 
onservation de la masse. Dans un milieu 
ontinu en mouvement, soit m la massed'un �uide de densité ρ, 
ontenue dans un volume V à l'instant t :

m(t) =

∫

V (t)
ρ(x, t)dx. (1.13)À partir de l'hypothèse de 
onservation de la masse (dm

dt
= 0
) on peut alors é
rire :

∫

V (t)

(
∂ρ

∂t
+ div (ρv)

)
dV (t) = 0, (1.14)où v = (u, v,w)T est i
i le 
hamp de vitesses tridimensionnel. Cette équation étant véri�éepour tout volume V , on en déduit l'équation de 
ontinuité :19



∂ρ

∂t
+ div (ρv) = 0, (1.15)qui s'é
rit en
ore :

dρ

dt
+ ρdiv v = 0. (1.16)Cette équation relie une variation de la densité ρ du �uide à la variation de son volume.1.2.2 Équation de Navier-StokesL'équation de Navier-Stokes dé
rit l'évolution temporelle d'un �uide en mouvement.Elle est obtenue en appliquant la se
onde loi de Newton au �uide. Le bilan des for
esexer
ées sur le �uide (gravité, pression, vis
osité) est ainsi égal au produit de sa masse etde l'a

élération qu'il subit.Dans le 
as d'un �uide in
ompressible (tel que div w = 0), l'équation de Navier-Stokesen dimension 2 s'é
rit alors :

∂w

∂t
+ (w · ∇)w = −1

ρ
∇p+ ν∆w, (1.17)où p est la pression et ν est le 
oe�
ient de vis
osité du �uide.L'équation peut être reformulée en termes de vorti
ité et de vitesse. En e�et, en appli-quant l'opérateur 
url à (1.17) et en utilisant la 
ontrainte div w = 0 on obtient, en notant

ξ la vorti
ité du �uide :
∂ξ

∂t
+ w · ∇ξ = ν∆ξ. (1.18)Cette formulation vorti
ité-vitesse de l'équation de Navier-Stokes présente l'avantagede ne plus in
lure le terme de pression p. Notons qu'en dimension 3 un terme essentiel dedéformation ζ · ∇u apparaît dans l'équation :

∂ζ

∂t
+ u · ∇ζ − ζ · ∇u = ν∆ζ, (1.19)où ζ est le rotationnel du 
hamp de ve
teurs v = (u, v,w)T . Le rotationnel est dé�ni endimension 3 par ζ = (ζx, ζy, ζz) :

ζx =
∂w

∂y
− ∂v

∂z
, ζy =

∂u

∂z
− ∂w

∂x
, ζz =

∂v

∂x
− ∂u

∂y
. (1.20)
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Chapitre 2Estimation du mouvement :appro
hes existantesNous portons notre attention dans 
e 
hapitre sur les méthodes d'estimation du mou-vement à partir d'images 
onsé
utives. Le problème général d'estimation de mouvementa 
onduit à de nombreux travaux, ave
 de multiples appli
ations dans le domaine de lavision par ordinateur. Nous nous intéressons au 
as parti
ulier des images dé
rivant desphénomènes de nature �uide. Nous évoquons les méthodes basées sur des te
hniques de
orrélation, traditionnellement appliquées en météorologie ou en mé
anique des �uidesexpérimentale. L'a

ent sera ensuite mis sur les méthodes dites de ��ot optique�, visant àfournir une estimation dense du mouvement (un ve
teur vitesse en 
haque pixel de l'image).Les 
ontributions ré
entes apportées dans 
e domaine sont présentées. Ces méthodes ont en
ommun d'in
lure des hypothèses sur la nature ou le mouvement des phénomènes observés,
ontrairement aux estimateurs génériques. En�n, une partie sera 
onsa
rée à la présenta-tion des méthodes d'estimation 
onduisant à une représentation paramétrique du 
hampde ve
teurs.2.1 Méthodes de 
orrélationUn estimateur de mouvement dé�ni sur la base d'une te
hnique de 
orrélation 
onsisteà estimer un 
hamp w lo
alement 
onstant sur des fenêtres W(x) 
entrées en di�érentspoints de l'image. La re
her
he s'e�e
tue sur un espa
e d'états dis
rets :
w(x) = arg min

w∈{−u,...,u}×{−v,...,v}

∑

r∈W(x)

C(I2(r + w), I1(r)). (2.1)La fon
tion de similarité C permet de 
omparer les deux images I1 et I2 à l'intérieurdu domaine W(x). Elle peut être 
onstruite à partir de la valeur absolue ou du 
arré de ladi�éren
e inter-images dépla
ée (DID) :
I2(x + w(x)) − I1(x) = 0 ∀ x. (2.2)Le 
ritère de similarité peut également être dé�ni au moyen de la fon
tion de 
orrélation :

C(I2(r + w), I1(r)) = −I2(r + w)I1(r), (2.3)21



ou plus usuellement sa forme 
entrée et normalisée :
C(I2(r + w), I1(r)) =

(I2(r + w) − Ī2(x + w))(I1(r) − Ī1(x))

σI2(x + w)σI1(x)
, (2.4)où Ī(x) et σ2

I (x) désignent les moyenne et varian
e empiriques de la luminan
e I sur lafenêtre W(x).Les te
hniques de 
orrélation peuvent être implémentées dans le domaine de Fourieret fournissent ainsi une méthode d'estimation du mouvement très rapide et simple àmettre en oeuvre. Ces méthodes sont de plus robustes aux 
hangements d'illuminationet lo
alement robustes au bruit. Néanmoins, elles peuvent être mises en é
he
 dans deszones de forte variabilité. Le résultat fourni ne 
orrespond alors plus à la solution densesouhaitée. De plus, leur nature lo
ale 
onduit à de fortes variations spatiales qu'il peut êtrené
essaire de 
orriger. Un post-traitement est alors né
essaire pour déte
ter et supprimerles ve
teurs erronés. En�n, l'estimation est réalisée sans tenir 
ompte du 
ontexte spatialou temporel. D'ailleurs, au
une 
onnaissan
e a priori sur la stru
ture spatiale et temporellede l'é
oulement ne peut être fa
ilement exploitée dans 
e type de te
hniques. L'in
lusionde 
ontraintes 
inématiques ou dynamiques est dès lors di�
ilement envisageable.Les méthodes d'estimation basées sur la 
orrélation sont utilisées dans le domaine dela mé
anique des �uides pour la visualisation d'é
oulements �uides. Ces te
hniques sont
onnues sous le nom de PIV (Parti
le Image Velo
imetry) et visent à estimer le mouvementdu �uide à partir d'images de parti
ules. Nous renvoyons le le
teur à [1℄ ou [136℄ pour desbibliographies ré
entes et étendues sur le sujet. Une autre appli
ation liée aux mouvements�uides 
on
erne l'extra
tion de 
hamps de vents en imagerie météorologique [144℄. Dans
e dernier 
as, les nuages jouent le r�le de tra
eurs dans les images.2.2 Estimateurs denses dédiés aux �uides2.2.1 Cadre généralLa majorité des méthodes d'estimation dense du mouvement sont basées sur laminimisation d'une fon
tionnelle 
omposée d'une somme de deux termes.Le premier terme exprime la 
onservation de la luminan
e d'un point le long de sa tra-je
toire. Cette 
onservation peut être traduite par la di�éren
e d'images dépla
ées (équa-tion (2.2)), 
onduisant à la fon
tionnelle suivante portant sur un dépla
ement d :
J1(I,d) =

∫

Ω
φ1 (I2(x + d(x)) − I1(x)) dx, (2.5)où Ω est le domaine image et la fon
tion φ1 est généralement la norme L2 mais peut êtrerempla
ée par une fon
tion robuste atténuant le r�le des données déviant trop du modèle[24℄.Lorsque la 
onservation de la luminan
e est exprimée sous forme di�érentielle parl'équation de 
ontrainte du mouvement apparent (ECMA), la fon
tionnelle porte sur lavitesse w : 22



J1(I,w) =

∫

Ω
φ1

(
∇I(x) · w(x) +

∂I(x)

∂t

)
dx. (2.6)Le deuxième terme est un terme de régularisation imposant des 
ontraintes spatialesà la solution. Ces 
ontraintes formulent en général une 
ontinuité a priori sur la solution.Elles portent sur des dérivées d'un 
ertain ordre du 
hamp de dépla
ements solution :

J2(d) = α

∫

Ω
φ2

(
d, ...,

∂kd

∂xk
, ...

)
dx, (2.7)ou de manière similaire sur le 
hamp des vitesses :

J2(w) = α

∫

Ω
φ2

(
w, ...,

∂kw

∂xk
, ...

)
dx, (2.8)où α est un paramètre 
ontr�lant l'importan
e de la régularisation par rapport à l'adé-quation aux données.Lorsque le modèle de données est l'ECMA asso
ié à une régularisation portant sur lesgradients des vitesses et des fon
tions φ1 et φ2 quadratiques, on retrouve l'appro
he fon-datri
e de Horn et S
hun
k [78℄. Le 
hamp dense est estimé en minimisant la fon
tionnellesuivante :

J(I,w) =

∫

Ω

(
∇I(x) ·w(x) +

∂I(x)

∂t

)2

dx + α

∫

Ω

(
‖∇u‖2 + ‖∇v‖2

)
dx. (2.9)De multiples 
ontributions ont depuis été apportées dans le développement des mé-thodes de �ot optique. De nombreux travaux portent sur l'amélioration du terme de don-nées. L'hypothèse de 
onservation de la luminan
e formulée à travers la DID ou l'ECMApeut fa
ilement être mise en défaut dans des situations où l'illumination varie, en présen
ede bruit ou d'o

ultations. Plusieurs méthodes visant à robusti�er 
e terme de donnéesont don
 été proposées [24, 74, 99, 116℄. Certains auteurs proposent également de dé�nirla fon
tionnelle d'énergie dans le 
adre d'une représentation multirésolution des données[24, 58, 74, 98, 116℄. Ce
i permet de 
ontourner le fait que l'ECMA ne soit valide que pourdes petits dépla
ements. Les grands dépla
ements sont dans 
e 
as estimés de manièrein
rémentale, à 
haque niveau de hiérar
hie des données [30℄. La DID ou l'ECMA sontaussi parfois rempla
ées par un terme de similarité entre l'image I1 et l'image dépla
ée

I2(Id + w). Cette similarité peut par exemple être exprimée par l'information mutuelle[75℄ ou une fon
tion de 
orrélation [76℄.L'autre axe prin
ipal d'amélioration des méthodes d'estimation dense a 
on
ernéle terme de régularisation. Le terme de lissage tel que proposé par Horn et S
hun
kne permet pas de préserver les dis
ontinuités spatiales du 
hamp de ve
teurs. Il estpossible de rempla
er la norme sur le gradient du 
hamp de ve
teurs par une norme
L1 (pénalisation de la variation totale) qui estimera mieux les dis
ontinuités du 
hamp[39, 140℄. La régularisation peut également être modi�ée a�n de guider le lissage, dansune dire
tion perpendi
ulaire au gradient photométrique par exemple (i.e. le long des23




ontours) [3, 122℄. Des fon
tions de 
oût robustes permettant de lo
aliser les dis
ontinuitéspeuvent également être utilisées. La régularisation peut être 
ouplée à une appro
he desegmentation au sens du mouvement [118℄. Le lissage est alors adapté lo
alement grâ
e àla modélisation expli
ite des dis
ontinuités du 
hamp. En�n, il est possible d'étendre larégularisation spatiale à une régularisation spatio-temporelle [156℄. Ce point sera abordédans la deuxième partie de 
e do
ument.L'état de l'art sur les méthodes d'estimation du �ot optique dans un 
adre général esttrès ri
he. Nous n'avons présenté i
i que les prin
ipales idées et renvoyons le le
teur à desprésentations plus 
omplètes [15, 115℄. Les 
ontributions apportées dans le 
adre parti
ulierdes mouvements �uides sont présentées plus en détails dans la se
tion à suivre.2.2.2 Modèles de données adaptés aux �uidesDans le 
as de phénomènes de type �uide, l'hypothèse de 
onservation de la luminan
en'est parti
ulièrement pas respe
tée. La présen
e de phénomènes divergents provoque ene�et d'importantes variations lo
ales de la fon
tion de luminan
e. Ces zones de variationpeuvent 
orrespondre au 
entre de phénomènes asso
iés à des mouvements tridimensionnelstransversaux par rapport au plan de visualisation. Ce
i se traduit par une apparition ouune disparition de matière dans le plan image. Notons que 
es fortes variations ne peuventêtre 
orrigées par un estimateur robuste tel que 
eux évoqués dans la se
tion pré
édente.Ces fon
tions robustes ne permettent en e�et que de 
orriger des é
arts au modèle dus àdes o

ultations lo
ales, des 
hangements d'illumination ou un bruit modéré.L'estimation des mouvements divergents apparaissant dans 
es zones est importantepuisque 
ette 
omposante divergente du 
hamp peut avoir une in�uen
e importante surle pro�l global du 
hamp de vitesses. C'est pourquoi il peut être intéressant dans 
ertains
as de rempla
er le modèle de 
onservation de la luminan
e par un modèle adapté auxmouvements �uides.Equation de 
ontinuitéIl est possible de 
onstruire un modèle de luminan
e dédié aux �uides à partir del'équation de 
ontinuité de la mé
anique des �uides présentée dans la se
tion 1.2.1 :
∂ρ

∂t
+ div (ρu) = 0. (2.10)Sous 
ertaines hypothèses dé
rites 
i-après, 
ette équation peut être adaptée à l'imageen remplaçant le ve
teur vitesse 3D u par la vitesse 2D w, et la densité ρ par la luminan
e

I :
∂I

∂t
+ div (Iw) = 0, (2.11)ou de manière équivalente :

dI

dt
+ Idiv (w) = 0. (2.12)24



La relation (2.12) ne 
on
ernant que des vitesses instantanées, il est né
essaire detravailler ave
 une version intégrée de 
ette 
ontrainte pour estimer des mouvements degrande amplitude entre deux images. En supposant les vitesses 
onstantes entre deux ins-tants, l'équation (2.12) est vue 
omme une équation di�érentielle du premier ordre quipeut être intégrée [44℄. Le modèle de luminan
e intégré s'é
rit alors :
I2(x + w(x)) exp(div w(x)) − I1(x) = 0. (2.13)Le terme exp(div w(x)) traduit une perte ou un gain d'intensité lumineuse a

ompagnantun mouvement divergent. Notons que dans le 
as d'un mouvement à divergen
e nulle, lemodèle se ramène à la DID.ValiditéL'utilisation de 
ette équation repose sur deux hypothèses fortes. La première hypothèseest l'existen
e d'une relation dire
te entre la fon
tion de luminan
e observée dans l'image etune quantité passive transportée par le �uide. La se
onde revient à 
onsidérer que l'équationde 
ontinuité valide dans un domaine tridimensionnel peut être appliquée au mouvement2D apparent dans les images. Cette hypothèse a été démontrée dans le 
as d'images detransmittan
e [62℄, mais ne se véri�e pas aisément pour tous les types d'images. Unedémonstration théorique est par exemple plus di�
ile à obtenir dans le 
as des imagesmétéorologiques.Plusieurs auteurs ont 
onsidéré 
ette équation 
omme une alternative intéressante àl'hypothèse 
lassique de 
onservation de la luminan
e. Des méthodes d'estimation bâtiessur un tel modèle de données ont été proposées en imagerie satellitaire météorologique[19, 44, 161℄, en imagerie médi
ale pour l'étude des déformations 
ardiaques ou du �otsanguin [4, 150℄ et en mé
anique des �uides expérimentales [157℄.Cas parti
ulierUn modèle de données dédié spé
i�quement à la méthode S
hlieren a ré
emment étéproposé [11℄. La te
hnique S
hlieren est utilisée en mé
anique des �uides expérimentalespour la visualisation d'é
oulements �uides à l'aide d'un système optique. Pour 
e typed'images, il est 
onnu que la luminan
e observée est liée au gradient de la densité du �uidepar la relation suivante :
I(x) = K

∫ (
∂ρ(x, y, z)

∂x
+
∂ρ(x, y, z)

∂y

)
dz, (2.14)où K est une 
onstante 
onnue, liée au système optique mis en pla
e.Dans 
e 
as, il est possible de 
onstruire un modèle de luminan
e exa
t, parfaitementadapté à la nature des images traitées :

dI

dt
+

1

2
I

(
∂v

∂x
+
∂u

∂y

)
= 0. (2.15)
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2.2.3 Terme de régularisation adapté aux �uidesUn terme de régularisation portant sur les dérivées au premier ordre du 
hamp devitesses n'est pas adapté aux phénomènes �uides puisque 
e terme va avoir tendan
e àpénaliser les zones de divergen
e et de vorti
ité du 
hamp. Les mouvements �uides étantjustement 
ara
térisés par une vorti
ité ou une divergen
e importante, il est préférabled'utiliser une régularisation au se
ond ordre [71, 151, 158, 159℄ du type :
J2(w) = α

∫

Ω
φ2

(
‖∇div w‖2 + ‖∇
url w‖2

)
dx. (2.16)Cette régularisation div-
url va favoriser les solutions présentant des amas de divergen
eet de vorti
ité. La résolution du problème de minimisation asso
ié à une telle 
ontrainte duse
ond ordre peut être appro
hée et simpli�ée en introduisant deux variables auxiliaires ζ1et ζ2 [44℄ :

J2(w, ζ1, ζ2) = α

∫

Ω

(
(div w − ζ1)

2 + λφ2

(
‖∇ζ1‖2

)
+ (
url w − ζ2)

2 + λφ2

(
‖∇ζ2‖2

))
dx.(2.17)Les fon
tions auxiliaires ζ1 et ζ2 appro
hent respe
tivement la divergen
e et la vorti
ité du
hamp de ve
teurs, tout en étant soumises à une régularisation du premier ordre qui vamettre en avant une solution présentant des zones à vorti
ité et divergen
e 
ontinues parmor
eaux.2.2.4 ExtensionsEstimation des fon
tions de potentielLa 
onnaissan
e des fon
tions de potentiel φ et ψ est d'un grand intérêt puisqueleurs gradients permettent de re
onstruire les 
omposantes irrotationnelle et solenoïdaledu 
hamp de vitesses (se
tion 1.1.2). D'autre part, le 
al
ul de leurs Lapla
iens donnea

ès à la divergen
e et à la vorti
ité du 
hamp. Leurs lignes de niveaux permettentd'extraire dire
tement les lignes de 
ourant et les 
ourbes équipotentielles du potentiel devitesse. En�n, les extrema de 
es fon
tions 
orrespondent aux points singuliers tels queles vortex, les puits ou les sour
es, qui apportent une information 
ru
iale sur le mouvement.Si le 
hamp de ve
teurs est 
onnu, les fon
tions de potentiel peuvent être estimées àpartir de ses 
omposantes irrotationnelle et solénoïdale. Dans 
e 
as, leur estimation se faitpar intégration [45℄. Les fon
tions de potentiel peut également être estimées dire
tementà partir des données de luminan
e de l'image [96, 158, 159℄. La méthode se base alorssur la dé
omposition de Helmholtz du 
hamp (éq. (1.5)), en supposant la 
omposante detransport estimée au préalable [96℄ ou donnée par une 
ontrainte spé
i�que sur les bords del'image [158, 159℄. La fon
tionnelle à minimiser est alors 
omposée d'un terme de données :

J1(I, φ, ψ) =

∫

Ω

(
I2(x + ∇φ(x) + ∇ψ⊥(x)) − I1(x)

)2
dx, (2.18)et d'un terme de régularisation du type div-
url du se
ond ordre, qui 
onduit à une régu-larisation d'ordre 3 : 26



J2(φ,ψ) =

∫

Ω
φ2

(
‖∇div ∇φ‖2 + ‖∇
url ∇ψ⊥‖2

)
dx. (2.19)Le terme de données (2.18) peut être dé
oupé en deux fon
tionnelles 
ouplées, aprèsdeux linéarisations distin
tes suivant ∇φ et ∇ψ⊥ :

J1,φ(I, φ, ψ) =

∫

Ω

(
∇ITψ⊥∇φ+ ∂Iψ⊥

)2
dx, (2.20)et :

J1,ψ(I, φ, ψ) =

∫

Ω

(
∇ITφ ∇ψ⊥ + ∂Iφ

)2
dx, (2.21)où ∇If (x) = ∇I2(x + ∇f) et ∂If = I2(x + ∇f) − I1(x). Ces deux fon
tionnelles sont àminimiser selon φ et ψ respe
tivement.Le terme de régularisation (2.19) peut aussi être appro
hé en introduisant des variablesauxiliaires intermédiaires de manière similaire à (2.17) [96℄. Il est également possible dedis
rétiser l'intégrale (2.19) dire
tement à partir de s
hémas de dis
rétisation �mimétiques�[82, 158, 159℄. Ces s
hémas permettent de garantir la préservation des propriétés 
lassiquesdes opérateurs 
ontinus après dis
rétisation.Estimation par 
ou
hesSur le même pri
ipe d'estimation dense du mouvement, il est possible de s'intéresserà l'estimation de 
hamps de vitesses sur des 
ou
hes strati�ées [73℄. Une appli
ation im-portante est la re
onstru
tion de 
hamps de vent sur des 
ou
hes atmosphériques à partird'images satellitaires. Les observations asso
iées à 
ette problématique sont en général
lairsemées et mettent alors fa
ilement en é
he
 les di�érentes méthodes d'estimation.Les 
ou
hes de nuages étant supposées indépendantes, elles ne doivent pas se mêlerdurant le pro
essus d'estimation. Une méthode d'estimation dense du mouvement �uidedu type [44℄ peut fa
ilement prendre en 
ompte 
ette hypothèse en in
luant une 
ontrainteexpli
ite au modèle de données. Les di�érentes 
ou
hes Ci ayant été séparées à partir desdonnées de température [124℄, un masque spatial est in
lu au modèle de données :

J1(I,w) =

∫

Ω
φ (I2(x + w(x)) exp(div w(x)) −Mx∈Ci

(I1(x))) dx, (2.22)où Mx∈Ci
est l'opérateur identité si le pixel x appartient à la 
ou
he Ci, et renvoit sinonun nombre en dehors de la gamme de valeurs prises par la fon
tion de luminan
e I. En
hoisissant une fon
tion φ robuste, l'estimation du 
hamp dense sur une 
ou
he donnée neva alors prendre en 
ompte que les données 
orrespondant à 
ette 
ou
he.
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2.3 Représentation paramétrique du mouvement2.3.1 Modèles de transformationLes modèles dé
rits par une simple transformation a�ne sont dédiés aux mouvementrigides et ne sont pas adaptés au type de déformations qui nous intéressent. Dans le 
asde mouvements �uides (ou plus généralement non rigides), un modèle de transformationglobal ne permet pas de dé
rire le mouvement. Il est alors né
essaire de dé
rire lo
alementles déformations.Il est par exemple possible de dé
rire la transformation par des fon
tions de base ra-diales. Ces fon
tions sont non linéaires et dé�nies par des 
entres et des 
oe�
ients. Latransformation est alors 
omplètement dé
rite par une partie linéaire et une partie nonlinéaire :
w(x) = Ax + b +

m∑

j=1

cjφ (‖x − qj‖) , (2.23)où (A,b) représente une transformation a�ne et les cj et qj sont respe
tivement les 
o-e�
ients et les 
entres des fon
tions de base. Les fon
tions de base radiales présententune des
ription globale du mouvement tout en étant 
apables de traiter des déformationslo
ales. Des exemples de fon
tions de base radiales sont les fon
tions gaussiennes, multi-quadriques, de Wendland (à support 
ompa
t), ou les fon
tions splines radiales.La transformation peut aussi être dé
rite à l'aide de déformations de formes libres tellesles B-splines [103℄, fon
tions polynomiales par mor
eaux.En�n, 
itons le modèle de Rankine [125℄, qui est un des modèles les plus simples pourdé
rire un 
hamp de vitesses provenant d'un é
oulement �uide. Le mouvement résultantd'un vortex est supposé linéaire et à vorti
ité 
onstante à l'intérieur d'un disque 
entréen un point singulier 
orrespondant au 
entre du vortex. À l'extérieur de 
e disque, lavitesse dé
roît en fon
tion de l'inverse du 
arré de la distan
e au point singulier. Le 
hamp
orrespondant modélisé par p vortex de for
e αj sur des disques de taille ǫj s'é
rit :
wsol(x) =

p∑

j=1

αj
(x− xj)

⊥

2πǫ2
1I‖x−xj‖≤ǫj +

p∑

j=1

αj
(x − xj)

⊥

2π‖x − xj‖2
1I‖x−xj‖>ǫj . (2.24)Notons qu'on retrouve dans 
e modèle l'expression du gradient du noyau de Green (éq.(1.12)) asso
ié à l'intégrale de Biot-Savart (éq. (1.11)). La modélisation peut être étenduede la même manière à la 
omposante irrotationnelle du 
hamp de ve
teurs, les pointssinguliers 
orrespondant alors aux puits et sour
es de l'é
oulement [45℄.2.3.2 Méthodes d'estimationNous présentons dans 
ette se
tion les di�érents types de méthodes d'estimation d'unereprésentation paramétrique du mouvement. Certains modèles né
essitent d'être estimésà partir d'une première 
onnaissan
e du 
hamp de ve
teurs : 
'est le 
as du modèle deRankine. D'autres modèles sont traditionnellement estimés par mise en 
orrespondan
ede points de 
ontr�le et interpolation. En�n, 
ertaines représentations sont estimées demanière dire
te, à partir des données de luminan
e de l'image.28



Estimation à partir d'un 
hamp denseLe modèle de Rankine que nous venons de présenter présente l'avantage d'être simpleet de 
onduire à une représentation très 
ompa
te du mouvement. Néanmoins l'estimationd'un tel modèle est déli
ate puisqu'il est né
essaire de 
onnaître le 
hamp de ve
teurs pourretrouver les points 
ritiques (
entres des vortex, puits et sour
es). Ces points peuventêtre identi�és grâ
e aux extrema des fon
tions de potentiel. Les paramètres du modèle(for
es asso
iées aux points singuliers et taille des disques) sont ensuite estimés itérative-ment par maximum de vraisemblan
e [45℄. Si le 
hamp de ve
teurs n'est pas 
onnu, il estpossible d'utiliser des te
hniques basées sur une estimation alternée du 
hamp dense et desparamètres du modèle de Rankine [117℄.Estimation par interpolation à partir de points de 
ontr�leUne représentation du type (2.23) peut être utilisée pour interpoler un 
hamp de dé-pla
ements entre des points de 
ontr�le donnés. Ces points de 
ontr�le 
orrespondent à des
ara
téristiques qui ont été mises en 
orrespondan
e entre les deux images. Ces 
ara
téris-tiques peuvent être des points, des lignes, des 
oins ou des 
ontours, dé�nies manuellementou de manière automatique.Un 
hamp de dépla
ement dé
rit par des splines plaque min
e de la forme φ(r) = r2 log rave
 r = ‖x− qj‖ est un exemple de représentation paramétrique traditionnellement esti-mée à partir de 
orrespondan
es. Une spline plaque min
e est solution de la minimisationd'une fon
tionnelle d'énergie dite énergie de �exion [27℄ dé�nie par :
J(f) =

∫

Ω

((
∂2f

∂x2

)2

+ 2

(
∂2f

∂x∂y

)2

+

(
∂2f

∂y2

)2
)
dx, (2.25)sous 
ontraintes :

f(pj) = qj − pj ∀j = 1, ...,m, (2.26)où pj et qj sont les points de 
ontr�le dans l'image sour
e et l'image 
ible. Le problème deminimisation se ramène à un système linéaire sur les paramètres du modèle (paramètresasso
iés à la partie a�ne et paramètres asso
iés aux splines).Cette méthode d'estimation est bien adaptée au problème de re
alage non rigide enimagerie médi
ale. Dans 
e type d'images, il est en e�et possible d'isoler et d'extraire despoints de 
ontr�le dans les deux images en se basant sur des 
ara
téristiques anatomiques.La 
onnaissan
e exa
te des ve
teurs de dépla
ement en 
es points permet alors d'interpolerle 
hamp sur toute l'image.Dans le 
as de l'imagerie �uide, les points de 
ontr�le ne peuvent pas être extraitsdire
tement puisqu'on ne dispose pas de 
ara
téristiques visuelles dire
tement a

essibles.Néanmoins, il est parfois possible de dé�nir judi
ieusement les points où l'on dispose d'uneestimation �able du mouvement. Une telle méthode a été proposée [84℄, en séle
tionnantles points dans l'image initiale véri�ant l'équation de 
onservation de la luminan
e (1.15).Dans 
ette méthode, le 
hamp w re
her
hé est obtenu par minimisation de la fon
tionnelleimposant la régularité div-
url du se
ond ordre sur l'image :
J(w) =

∫

Ω
α‖∇div w(x)‖2 + β‖∇
url w(x)‖2dx, (2.27)29



ave
 la 
ontrainte sur les points de 
ontr�le pj j = 1, ...,m :
∇I · w(pj) + Idiv w(pj) = −It(pj). (2.28)Le 
hamp de ve
teurs solution de (2.27-2.28) s'exprime à partir des dérivées de fon
tionsradiales splines plaque min
e de la forme f(r) = r4 log r, et d'une 
omposante de forme po-lynomiale. Les paramètres du modèle sont estimés en résolvant un système linéaire. Notonsqu'une telle appro
he présente l'avantage de garantir que la solution véri�era l'équation de
ontinuité sur tous les points de 
ontr�le.Estimation dire
teDans une appro
he dite dire
te, les paramètres du modèle de transformation sont esti-més à partir des données de luminan
e des images. L'étape de mise en 
orrespondan
e depoints 
ara
téristiques n'est plus né
essaire. Ce
i est intéressant dans le 
as où 
es pointssont di�
iles à extraire.Une telle méthode a été appliquée à un problème de re
alage dans des séquen
esd'images de surfa
es se déformant de manière non rigide [16℄. Le dépla
ement est dé-
rit par des splines plaque min
e dont les paramètres sont estimés par minimisation d'unefon
tionnelle 
onstruite à partir de la DID.Dans le 
ontexte de l'imagerie médi
ale, un exemple d'estimation dire
te d'un modèlede déformation non rigide est donné par un modèle de B-splines auquel a été ajouté unetransformation globale a�ne [141℄. L'estimation est appliquée au problème de re
alage nonrigide d'images de mammographie. Les paramètres de la partie a�ne et les 
oe�
ients desB-splines sont estimés par maximisation d'un 
ritère de similarité entre l'image sour
e etl'image 
ible re
alée, basé sur l'information mutuelle . L'information mutuelle est dé�niepour un 
ouple de variables aléatoires X et Y par :
IM(X,Y) =

∑

x,y

p(x,y) log
p(x,y)

p(x)p(y)
, (2.29)et mesure la dépendan
e statistique de 
es variables.2.4 SynthèseDe nombreuses 
ontributions ont été apportées dans le domaine de l'estimation du mou-vement à partir de séquen
es d'images dé
rivant des é
oulements �uides. L'ajout d'hypo-thèses portant sur la nature spé
i�que des phénomènes étudiés a permis le développementde nouvelles méthodes denses dédiées à 
e type d'images. La qualité de l'estimation fourniepar 
es méthodes est 
omparable à 
elle obtenue par les méthodes basées sur la 
orrélation,ave
 l'avantage de fournir une solution en tout point de l'image.Une telle solution dense est attrayante puisqu'elle fournit une quantité d'informationmaximale sur le 
hamp de ve
teurs. Cependant, la taille de la solution fournie par desméthodes denses d'estimation est de très grande dimension puisqu'elle 
orrespond à la taillede l'image. Il peut être souhaitable pour 
ertaines appli
ations d'obtenir une représentationplus 
ompa
te du 
hamp de dépla
ements. 30



Dans le 
as de phénomènes non rigides (déformations observées en imagerie médi
alepar exemple), de nombreux modèles paramétriques de transformation ont été proposés,basés sur une dé
omposition du 
hamp de ve
teurs en fon
tions de base. L'estimation estalors réalisée par la mise en 
orrespondan
e de points de 
ontr�le et l'interpolation du
hamp de ve
teurs entre 
es points, ou dire
tement à partir des données de luminan
e del'image. Ces modèles ne sont 
ependant pas adaptés au 
as parti
ulier des mouvements�uides, 
ar ils ne sont pas en mesure de dé
rire des transformations si 
omplexes, ou alorsave
 un nombre de paramètres rédhibitoire.Une représentation paramétrique du 
hamp de ve
teurs peut être obtenue par la mé-thode des splines dédiée aux �uides [84℄. Cependant la solution obtenue n'est pas 
ompa
te.Le nombre de paramètres est en e�et donné par le nombre de points de 
ontr�le. Or 
espoints de 
ontr�le sont nombreux puisqu'ils 
orrespondent dans 
e 
as à tous les pointsoù l'équation de 
onservation de la luminan
e est valide. Notons que l'obje
tif de 
etteméthode n'était pas de 
onstruire une représentation 
ompa
te du 
hamp, mais plut�td'améliorer la qualité de l'estimation grâ
e à 
es points de 
ontr�le.En�n, une estimation du modèle de Rankine fournit une représentation 
ompa
te du
hamp de ve
teurs et une des
ription de la solution en termes des points singuliers 
ara
-téristiques de l'é
oulement �uide (vortex, puits, sour
es). Néanmoins, l'estimation d'unetelle représentation n'est pas dire
te puisqu'elle né
essite la 
onnaissan
e du 
hamp dedépla
ements [45, 117℄.
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Chapitre 3Méthode d'estimation paramétriqueLes estimateurs denses développés pour l'imagerie �uide fournissent une solution detrès grande dimension, qui n'est pas toujours aisément manipulable. Ce 
hapitre dé
rit uneméthode d'estimation 
onduisant à une représentation 
ompa
te du 
hamp de ve
teurs. Lemodèle que nous 
onstruisons est basé sur une dis
rétisation de la vorti
ité, 
ourammentutilisée par les méthodes dites de vortex [47℄ visant à simuler des é
oulements �uides.Une paramétrisation similaire de la divergen
e du 
hamp de ve
teurs est 
onstruite, etl'estimation du modèle est réalisée à partir des données de l'image, sur la base d'un modèlede 
onservation de la luminan
e dédié aux mouvements �uides.Après avoir présenté le prin
ipe de paramétrisation de la vorti
ité issu de la méthode devortex, la représentation 
omplète du 
hamp en termes de fon
tions de bases est dé
rite. Leproblème de minimisation 
onstruit à partir des images est détaillé, ainsi que la méthoded'estimation des di�érents types de paramètres du modèle.3.1 Modèle de parti
ules de vortex3.1.1 Paramétrisation de la vorti
itéLa première simulation d'é
oulements �uides in
ompressibles basée sur une dis
rétisa-tion de la vorti
ité a été 
al
ulée à la main [139℄ à partir de p vortex pon
tuels :
url w(x) ≈
p∑

j=1

γjδ(x − xj), (3.1)où xj est la position du vortex j, γj est sa for
e, et δ est la fon
tion de Dira
.Cette dis
rétisation de la vorti
ité permet de 
al
uler la 
omposante solénoïdale du
hamp de ve
teurs wsol à partir de l'intégrale de Biot-Savart présentée se
tion 1.1.3 et quenous rappelons i
i :
wsol(x) = K⊥ ∗ 
url w(x), (3.2)ave
 K gradient du noyau de Green asso
ié à l'opérateur Lapla
ien bidimensionnel :
K(x) = ∇G(x) =

x

2π‖x‖2
. (3.3)33



Cependant, la dis
rétisation par des vortex pon
tuels induit des singularités dans le
al
ul du 
hamp de ve
teurs lorsque ‖x − xj‖ tend vers 0, en raison de la singularité dunoyau K. Un lissage de la fon
tion Dira
 a don
 été proposé [36℄ permettant de lisserle noyau K. Le lissage est e�e
tué par une fon
tion appelée 
ut-o� ou blob. Les vortexpon
tuels sont alors rempla
és par des parti
ules de vortex, obtenues en étalant la vorti
itétransportée par un vortex pon
tuel sur une 
ertaine surfa
e. La dis
rétisation régulariséede la vorti
ité s'é
rit : 
url w(x) ≈
p∑

j=1

γjfǫj(x − xj). (3.4)Les fon
tions blob peuvent être dé�nies de plusieurs manières. Soit fǫ une telle fon
tionmise à l'é
helle par un paramètre ǫ : fǫ(x) = 1
ǫ2
f
(
x
ǫ

). La version lissée du noyau K estalors dé�nie par Kǫ = K ∗ fǫ. L'importan
e du lissage est 
ara
térisée par le paramètre ǫ.Notons que si ǫ tend vers zéro, fǫ tend vers la fon
tion Dira
 et Kǫ tend vers K.L'erreur induite par le lissage peut être réduite en 
hoisissant une fon
tion qui satisfaitdes propriétés sur les moments. En e�et, si la fon
tion de lissage satisfait :
∫
f(x)dx = 1,

∫
xif(x)dx = 0 i ≤ r − 1,

∫
‖x‖r |f(x)| dx <∞,

(3.5)alors elle est dite d'ordre r et partage les propriétés sur les moments de la fon
tion Dira
jusqu'à la puissan
e r − 1.Un point de départ possible pour 
onstruire une fon
tion blob est de 
hoisir une fon
tionà symétrie radiale f , à support in�ni mais dont la masse est 
on
entrée dans un disquede rayon ǫ. Pour 
ertains 
hoix judi
ieux de f , la propriété de symétrie radiale peut alors
onduire à une forme expli
ite pour le noyau lissé Kǫ. Il est en e�et possible d'é
rire [47℄ :
Kǫ(x) =

x

‖x‖2

∫ ‖x‖

0
sfǫ(s)ds. (3.6)Si le 
al
ul de l'intégrale 
onduit à une expression analytique, on en déduit dire
tementl'expression de Kǫ. Notons qu'il est possible de 
onstruire de manière systématique desfon
tions blob d'ordre élevé 
onduisant à une forme expli
ite [17, 47℄.3.1.2 Expression du 
hamp de ve
teursLa 
omposante solénoïdale wsol du 
hamp de ve
teurs s'é
rit à partir de l'intégrale deBiot-Savart en remplaçant le noyau K par la version lissée Kǫ :

wsol(x) ≈
p∑

j=1

γsolj K⊥ ∗ fǫsol
j

(
x− xsolj

)
=

p∑

j=1

γsolj K⊥
ǫsol
j

(
x − xsolj

)
. (3.7)
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3.2 Représentation paramétrique du 
hamp3.2.1 Fon
tion de lissageLe 
hoix d'une fon
tion de lissage gaussienne f(x) = 1
π

exp(−‖x‖2) présente l'avantagede 
onduire à une expression analytique simple. L'expression pour le noyau Kǫ qui endé
oule est la suivante :
Kǫ(x) =

x

2π‖x‖2

(
1 − exp

(
−‖x‖2

ǫ2

))
. (3.8)La fon
tion gaussienne véri�e en outre les deux premières propriétés du type (3.5)relative à la perte de pré
ision due au lissage. Elle o�re don
 un bon 
ompromis entre uneforme analytique simple et une 
ertaine pré
ision du lissage. La �gure 3.1 présente l'e�etde 
e lissage gaussien sur le module du noyau K et illustre le fait que Kǫ → K quand

ǫ→ 0.
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0

0.5

1

1.5

2

2.5

|x|

 

 
|K|
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Fig. 3.1: Comparaison entre le module du noyau K original et sa version Kǫ lissée par unegaussienne pour des valeurs d'ǫ pro
hes de 0.3.2.2 Composante solénoïdaleEn insérant la forme (3.8) du noyau lissé par la fon
tion gaussienne dans l'expression(3.7), une représentation paramétrique de la 
omposante solénoïdale du 
hamp de ve
teursest obtenue :
wsol(x) ≈

p∑

j=1

γsolj

(x − xsolj )⊥

2π
∥∥∥x− xsolj

∥∥∥
2


1 − exp


−

∥∥∥x − xsolj

∥∥∥
2

ǫsolj
2





 . (3.9)Le 
hamp de ve
teurs wsol est appro
hé par une somme pondérée de fon
tions de baseentièrement dé�nies par la position de leur 
entre xsolj et leur domaine d'in�uen
e (relatifau paramètre ǫsolj ). 35



3.2.3 Extension à la 
omposante irrotationnellePlusieurs auteurs se sont intéressés à l'extension de la méthode de vortex aux �uidesin
ompressibles. La dilatation du �uide est alors prise en 
ompte dans le 
hamp des vi-tesses en utilisant des parti
ules de sour
e qui 
ohabitent ave
 les parti
ules de vortex. Le
hamp 
omplet est obtenu à partir de la dé
omposition de Helmholtz. Cette méthode a étéappliquée à un problème de simulation d'é
oulement �uide 2D 
ompressible a�n d'étudiernotamment la génération du son [57℄ ou en
ore la 
ombustion, en 
onjon
tion ave
 unalgorithme de propagation de �ammes [66℄.Cependant, 
ontrairement à 
es travaux où la dilatation des éléments du �uide est di-re
tement asso
iée à la présen
e de vorti
ité, nous ne forçons pas les parti
ules de sour
e à
ohabiter ave
 les parti
ules de vortex. Notons Xsol = {xsolj }j=1:p l'ensemble des parti
ulesde vortex et Xirr = {xirrj }j=1:q l'ensemble des parti
ules de sour
e. Ces deux ensemblespeuvent être disjoints dans notre modèle. Nous souhaitons en e�et modéliser les phéno-mènes divergents perçus dans l'image, or 
es phénomènes ne sont pas toujours asso
iés àune zone de vorti
ité.De manière similaire à la dis
rétisation lissée de la vorti
ité, la dé
omposition dis
rètede la divergen
e s'é
rit à partir de q parti
ules de sour
e :div w(x) ≈
q∑

j=1

γirrj fǫirr
j

(x − xirrj ), (3.10)où xirrj est la position du 
entre de la parti
ule j, γirrj sa for
e et ǫirrj le paramètre relatifà son domaine d'in�uen
e.À partir de la relation liant la 
omposante irrotationnelle du 
hamp de ve
teurs à ladivergen
e (intégrale de Biot-Savart liée à la divergen
e, présentée se
tion 1.1.3) :
wirr(x) = K ∗ div w(x), (3.11)
onduisant à :

wirr(x) ≈
q∑

j=1

γirrj K ∗ fǫirr
j

(
x− xirrj

)
=

q∑

j=1

γirrj Kǫirr
j

(
x− xirrj

)
, (3.12)une représentation paramétrique est obtenue pour le 
hoix parti
ulier d'une fon
tion delissage f gaussienne :

wirr(x) ≈
q∑

j=1

γirrj
x− xirrj

2π
∥∥∥x − xirrj

∥∥∥
2


1 − exp


−

∥∥∥x − xirrj

∥∥∥
2

ǫirrj
2





 . (3.13)3.2.4 Représentation 
omplèteLa dé
omposition de Helmholtz présentée se
tion 1.1.2 fournit une représentation 
om-plète du 
hamp de vitesses :

w(x) = wirr(x) + wsol(x) + wtra(x), (3.14)36



ave
 wirr et wsol donnés respe
tivement par les formes paramétriques (3.13) et (3.9).Dans la suite de 
e do
ument, la 
omposante de transport wtra est supposée 
onnue.Cette 
omposante peut être appro
hée en utilisant l'estimateur de Horn et S
hun
k [78℄dé
rit dans la se
tion 2.2.1, en imposant une valeur très elévée au paramètre 
ontr�lantl'importan
e du terme de régularisation. Le lissage portant sur les gradients du 
hampde vitesses, la solution obtenue 
orrespond à un 
hamp à divergen
e et vorti
ité très faibles.La �gure 3.2 présente un exemple d'un 
hamp de ve
teurs dé
rit par 15 parti
ules devortex et 5 parti
ules de sour
e. Le 
hamp 
omplet est don
 dé
rit par un ensemble de 80paramètres. La 
omplexité du mouvement peut être appré
iée en observant les 
artes devorti
ité et de divergen
e asso
iées.
(a) (b) (
)Fig. 3.2: Exemple de représentation paramétrique d'un mouvement �uide. (a) Champ deve
teurs dé
rit par une 
ombinaison de parti
ules de vortex et de sour
e ; (b ) Carte devorti
ité 
orrespondante ; (
) Carte de divergen
e 
orrespondante.3.3 Problème d'estimationUn modèle de données adapté aux �uides a été présenté dans la se
tion 2.2.2. Ce modèle,
onstruit à partir de l'équation de 
ontinuité de la mé
anique des �uides, est une alternativeà l'hypothèse de 
onservation de la luminan
e 
lassiquement utilisée pour les problèmesd'estimation de mouvement. Nous rappelons la forme de 
e modèle de 
ontinuité :

dI

dt
+ Idiv (w) = 0, (3.15)ainsi que sa version intégrée permettant de prendre en 
ompte des mouvements de grandeamplitude (é
oulements rapides ou long intervalle de temps entre deux images 
omme enmétéorologie) :

I2(x + w(x)) exp(div w(x)) − I1(x) = 0. (3.16)En 
onsidérant 
e modèle valide sur le domaine image et en 
hoisissant 
omme fon
tionde pénalité la norme L2, le problème d'estimation du 
hamp de ve
teurs w peut s'exprimer
omme la re
her
he du minimum de la fon
tionnelle suivante :
F(I,w) =

∫

Ω

[I2(x + w(x)) exp(div w(x)) − I1(x]2 dx. (3.17)37



La 
omposante de transport wtra étant supposée 
onnue, le problème d'estimation ne
on
erne que les 
omposantes solénoïdale et irrotationnelle. L'image I2 intervenant dans3.17 est liée à l'image originale Io2 par : I2(x) = Io2(x + wtra(x)).Dans notre modèle, le 
hamp w est entièrement dé
rit par un ensemble de parti
ulesde vortex et de sour
e. Le problème d'estimation 
onsiste don
 à résoudre le problème deminimisation suivant :
β̂ = arg min

β
F(I,w(β)), (3.18)ave
 β =

({
xsolj , γsolj , ǫsolj

}
j=1:p

,
{
xirrj , γirrj , ǫirrj

}
j=1:q

). Nous rappelons que la variable xfait référen
e aux positions des parti
ules, tandis que γ et ǫ représentent le 
oe�
ient defor
e et le domaine d'in�uen
e.3.4 Méthode d'estimation3.4.1 Estimation in
rémentaleLa fon
tion de 
oût non linéaire (3.17) peut être vue 
omme une fon
tion de 
oût dedi�éren
e pondérée d'images dépla
ées. La majorité des estimateurs de mouvement baséssur une telle formulation non linéaire 
onsidère un 
adre de minimisation in
rémental a�nde 
ontourner la non linéarité du problème. Ce s
héma in
rémental est similaire aux te
h-niques de Gauss-Newton permettant de résoudre des problèmes aux moindres 
arrés nonlinéaires. L'appro
he in
rémentale est généralement formulée dans un 
adre multirésolu-tion.Soit w̃ une première estimation du 
hamp de ve
teurs dé
rit par des parti
ules de vortexet de sour
e, obtenue à partir d'une première estimation de l'ensemble des paramètres.Par un développement de Taylor autour de x + w̃, une nouvelle fon
tionnelle peut être
onstruite à partir de la 
ontrainte (3.16) linéarisée. Cette fon
tionnelle porte sur un 
hampde ve
teurs in
rémental 
orre
tif h :
F(I,h) =

∫

Ω

[
exp(div w̃)

{(
Ĩ∇div w̃ + ∇Ĩ

)T
h + Ĩ

}
− I

]2

dx, (3.19)où Ĩ(x) représente la deuxième image 
ompensée par le 
hamp w̃ : Ĩ(x)=̂I2(x + w̃).La minimisation de 
ette fon
tionnelle 
onduit à l'estimation de l'in
rément h. Ce
hamp in
rémental est la somme d'une 
omposante solénoïdale hsol et d'une 
omposanteirrotationnelle hirr. Il est dé
rit lui aussi par un ensemble de parti
ules de vortex et desour
e. Cet in
rément va s'ajouter à l'estimation pré
édente w̃ et a�ner l'estimation.En pratique, 
e type de s
héma in
rémental est asso
ié à une représentation multi-résolution pyramidale des images [30℄. Une telle représentation est obtenue par �ltragepasse-bas et sous-é
hantillonnage. À un niveau donné de la pyramide, le 
hamp estimé
onnu w̃ résulte de la proje
tion du 
hamp estimé au niveau pré
édent. Au niveau le plushaut (résolution la plus grossière), le 
hamp initial w̃ est �xé nul.38



3.4.2 Problème de minimisationLe s
héma d'estimation in
rémental transforme le problème d'optimisation non linéaireinitial (3.18) en une su

ession de problèmes de minimisation plus simples.La fon
tionnelle (3.19) relative à l'in
rément h peut être dérivée par rapport aux dif-férentes in
onnues :
∂F(h)

∂γj
=

∫

Ω

rj

π‖rj‖2

(
1 − exp

(
−‖rj‖2

ǫj2

))
y
[
yTh(γj) + z

]
dx, (3.20)

∂F(h)

∂βj

∣∣∣∣
βj=

1
ǫj

=

∫

Ω

2γj
πǫj

rj

‖rj‖2
exp

(
−‖rj‖2

ǫj2

)
y
[
yTh(ǫj) + z

]
dx, (3.21)

∇xj
F(h) =




∂F(h)

∂xj
∂F(h)

∂yj


 , (3.22)où :

∂F(h)

∂xj
=

∫

Ω

− 1
π‖rj(x)‖4

2
ǫ2j
‖rj‖2r2j (x) +

(
‖rj‖2 + r2j (x)

)(
1 − exp

(
−‖rj(x)‖2

ǫ2j

))

y
[
yTh(xj) + z

]
dx. (3.23)Dans 
es expressions rj , y et z sont respe
tivement des fon
tions ve
torielles et s
alairede x dé�nies par :





rj(x) = (rj(x), rj(y))
T = x − xj(partie irr.) ou (x − xj)

⊥(partie sol.),
y(x) = exp (div w̃(x))

(
Ĩ(x)∇div w̃(x) + ∇Ĩ(x)

)
,

z(x) = exp (div w̃(x)) Ĩ(x) − I(x, t).

(3.24)Ces équations 
onduisent à trois problèmes di�érents. Le premier, lié aux 
oe�
ientsde for
e γj, est linéaire. Le se
ond, relatif aux domaines d'in�uen
e ǫj , est quant à lui nonlinéaire. Au
une minimisation sous 
ontrainte n'étant né
essaire dans les deux 
as, unete
hnique de des
ente de gradient peut être employée pour estimer 
es in
onnues. Pour leproblème d'estimation des positions, une 
ontrainte supplémentaire doit être imposée pourrestreindre les 
entres des parti
ules au domaine image. Un tel problème sous 
ontrainteasso
ié à la non linéarité 
onduit à une minimisation di�
ile. De plus, si nous supposonsque dans 
ertains 
as nous n'avons au
une idée sur la position inititale des parti
ules, nousdevons permettre aux parti
ules de se dépla
er loin de leur position initiale. Une des
entede gradient n'autoriserait pas une telle exploration de l'espa
e.Nous avons don
 dé
idé de dé
ouper la résolution du problème selon les types d'in
on-nues. Les 
oe�
ients de for
e et le domaine d'in�uen
e des parti
ules vont être estiméspar une méthode de gradient 
onjugué non linéaire dé
rite dans la se
tion 3.4.3, pour despositions �xées des parti
ules. Les positions seront modi�ées à leur tour par une pro
édurestatistique de type mean shift dé
rite dans la se
tion 3.4.4.39



3.4.3 Gradient 
onjugué non linéaireUne méthode de gradient 
onjugué non linéaire 
onsiste en une extension non linéairedes algorithmes de gradient 
onjugué standards. La méthode a prouvé son e�
a
ité pourrésoudre des problèmes généraux de minimisation de grande é
helle.À partir d'un estimé Θk = {γsolk , ǫsolk , γirrk , ǫirrk } et d'une dire
tion de des
ente dk, uneminimisation linéaire (par rapport à αk) est réalisée le long de dk :
F(Θk + αkdk) = min

α>0
F(Θk + αdk), (3.25)et 
onduit à Θk+1 = Θk+αkdk. La dire
tion de des
ente dk+1 est générée ré
ursivement :

dk+1 = −∇F(Θk+1) + µkdk, (3.26)ave
 :
µk =





0 pour k = 1,

‖∇F(Θk+1)‖2

‖∇F(Θk)‖2
pour k ≥ 2,

(3.27)où µk est un s
alaire 
orrespondant à la variante de Flet
her-Reeves de l'algorithme degradient 
onjugué non linéaire. Il existe di�érentes expressions pour 
e 
oe�
ient, asso-
iées à di�érentes versions de l'algorithme [67℄. Diverses s
hémas d'implémentation de 
esalgorithmes existent, basés sur des re
her
hes linéaires exa
tes ou non exa
tes, ou sur lapossibilité de redémarrer l'itération (3.26) tous les n pas en �xant µk à zéro (i.e. imposerune stratégie de dire
tion de plus forte pente). Nous appliquons une méthode ave
 re
her
heexa
te, sans redémarrage. La 
onvergen
e globale d'un tel s
héma est étudié dans [67℄.Notons que pour la partie linéaire de notre problème, la méthode revient au gradient
onjugué standard. Pour 
ommen
er l'optimisation nous 
onsidérons que des positionsinitiales des parti
ules ont été �xées. La valeur initiale des 
oe�
ients de for
e γj est �xéeà zéro. En�n, les tailles des domaines d'in�uen
e sont initialisés de manière adaptative. Lavaleur du paramètre ǫj pour une parti
ule j est �xée à la distan
e à la parti
ule voisine laplus pro
he.À 
onvergen
e, une estimation du 
hamp in
rémental 
orre
tif h̃ est obtenue pour despositions données des parti
ules. Nous dé
rivons dans la se
tion qui suit 
omment 
espositions peuvent être ajustées en vue d'améliorer l'estimation.3.4.4 Ajustement des positionsLa méthode d'estimation dé
rite dans la se
tion pré
édente requiert de �xer lespositions des parti
ules de vortex et de sour
e sur le domaine image. Nous proposonsmaintenant une méthode pour dépla
er 
haque parti
ule en se basant sur une surfa
e
ara
téristique 
onstruite à partir des données. La méthode est basée sur une te
hniqued'estimation non paramétrique appelée mean shift, dé
rite dans la se
tion 3.4.5.Notons h̃k une estimation de l'in
rément 
orre
tif obtenu pour un ensemble de positions
Xk = {Xirr,k,Xsol,k} des parti
ules obtenues à l'étape k de l'ajustement. Le 
hamp h̃k est
omposé d'une 
omposante irrotationnelle h̃irr,k et d'une 
omposante solénoïdale h̃sol,k.40



Dé�nition de fon
tions d'erreurNous dé�nissons une surfa
e d'erreur pour 
haque 
omposante du 
hamp de ve
teurs.La surfa
e 
orrespond à une di�éren
e d'image dépla
ée en 
onsidérant l'autre 
omposanteorthogonale �xée. Pour la partie solénoïdale la surfa
e d'erreur est dé�nie en tout point del'image par :
Dsol,k(x) = I2

(
x + w̃(x) + h̃irr,k(x)

)
− I1(x). (3.28)Cette surfa
e d'erreur dé
rit les erreurs de re
onstru
tion asso
iées à la 
omposante solé-noïdale. De manière similaire, la surfa
e 
orrespondant à la 
omposante irrotationnelle estdé�nie par :

Dirr,k(x) = I2

(
x + w̃(x) + h̃sol,k(x)

)
− I1(x). (3.29)Extension à une surfa
e 
ara
téristiqueLa qualité de la modélisation dépend de la pré
ision de l'approximation dis
rète de lavorti
ité et la divergen
e. A�n d'atteindre la meilleure pré
ision pour un nombre limitéde parti
ules, il est souhaitable de 
on
entrer la plupart des parti
ules dans les zones del'image à forte vorti
ité ou divergen
e.La surfa
e d'erreur dé�nie par (3.28) ou (3.29) peut aider à guider une parti
ule versune position en a

ord ave
 sa nature (vortex ou puits/sour
e). Cependant une parti
uledonnée risque d'être guidée vers un empla
ement non approprié si la surfa
e d'erreur révèledes erreurs asso
iées aux deux 
omposantes solénoïdale et irrotationnelle et pas seulement àl'une d'entre elles. A�n de surmonter 
e problème, nous ajoutons un terme à 
haque surfa
ed'erreur. Ce terme tient 
ompte des quantités de vorti
ité et de divergen
e pré
édemmentestimées. Les parti
ules de vortex et de sour
e sont alors en
ouragées à se diriger vers desempla
ements d'erreur asso
iée à la présen
e de vorti
ité ou divergen
e respe
tivement. Lesdeux types de surfa
e sont normalisées et 
ombinées a�n 
réer deux surfa
es 
ara
téristiquespour les parties solénoïdale et irrotationnelle :

Ssol,k(x) =
(
Dsol,k(x)

)2
+
(
url h̃k(x)

)2
, (3.30)et

Sirr,k(x) =
(
Dirr,k(x)

)2
+
(div h̃k(x)

)2
. (3.31)Finalement, a�n de restreindre les dépla
ements des parti
ules à des zones lo
alisées,nous 
ombinons 
es fon
tions ave
 un a priori sur l'empla
ement des parti
ules.Distribution de probabilité a priori sur la position d'une parti
leSoit xkj le ve
teur représentant l'empla
ement d'une parti
ule j à l'étape k. Nous �xonsune distribution sur xk+1

j 
onnaissant Xk, où Xk représente l'ensemble des n positions
(xk1 , ...,x

k
n) (ave
 n valant p pour les vortex et q pour les puits/sour
es) à l'étape k. Nous
onsidérons que la densité de probabilité asso
iée est gaussienne :

xk+1
j |Xk ∼ N (xkj , σ

k
j ). (3.32)41



L'é
art-type σkj est �xé à la distan
e entre xkj et le 
entre le plus pro
he parmi
{xkl }l=1,..,n,l 6=j. Notons que 
ette distribution tient 
ompte de l'empla
ement pré
édentde la parti
ule à travers la moyenne xkj , mais aussi de la dépendan
e entre xk+1

j et lesautres parti
ules à travers σkj .Version 
onditionnelle de la distributionEn 
ombinant la distribution a priori p
x

k+1
j |Xk dé�nie 
i-dessus ave
 la surfa
e dé
ritepré
édemment (notée Sk dans le 
as général et 
ara
térisée par (3.30) ou (3.31)), nouspouvons dé�nir une distribution de probabilité 
onditionnelle pour une parti
ule xk+1

j
onnaissant les autres :
p
x

k+1
j |Xk,Sk(x) ∝ Sk(x)p

x
k+1
j |Xk(x) =̂ fj(x). (3.33)Cette distribution partage l'a priori sur l'empla
ement d'une parti
ule et l'informationapportée par la surfa
e 
ara
téristique (relative à toutes les positions des parti
ules). A�nd'ajuster les positions des parti
ules, nous proposons de dépla
er 
haque 
entre xkj vers lemode le plus pro
he de la surfa
e fj. La méthode employée est présentée dans la se
tionsuivante.3.4.5 Méthode de dépla
ement des positionsPro
édure mean shiftLa pro
édure mean shift a été d'abord présentée par [65℄, étendue par [35℄ et populari-sée en analyse d'images par [41℄ pour un problème de segmentation. Elle dé
rit 
ommentdépla
er itérativement un point vers le mode le plus pro
he d'une distribution de proba-bilité. Cette te
hnique repose sur l'estimation non paramétrique du gradient de la densitésous-ja
ente.La valeur d'une densité en un point peut être estimée à partir des observations présentesdans une région autour de 
e point. En e�et, étant donné un é
hantillon s1, ..., sn, uneestimation à noyau peut être utilisée pour représenter la densité 
omme suit :

f̂K(x) =
1

nhd

n∑

i=1

K
(

x− si

h

)
. (3.34)Une fon
tion noyau K est une appli
ation R

d → R généralement bornée, symmétriqueet telle que ∫ +∞
−∞ K(x)dx = 1. Les noyaux 
onsidérés i
i sont des fon
tions radiales tellesque K(x) = k
(
‖x‖2

).À partir de l'expression (3.34) il est possible d'é
rire le gradient estimé de la densité
omme étant le gradient de la densité estimée :
42



∇̂fK(x) = ∇f̂K(x) =
1

nhd

n∑

i=1

∇K
(

x− si

h

) (3.35)
=

2

nhd+2

n∑

i=1

(x − si) k
′
(∥∥∥∥

x− si

h

∥∥∥∥
2
) (3.36)

=
2

nhd+2

[
n∑

i=1

g

(∥∥∥∥
x − si

h

∥∥∥∥
2
)]



n∑

i=1

sig

(∥∥∥∥
x− si

h

∥∥∥∥
2
)

n∑

i=1

g

(∥∥∥∥
x− si

h

∥∥∥∥
2
) − x



, (3.37)où g est une fon
tion telle que g(x) = −k′(x) et G est un noyau dé�ni par G(x) = cg
(
‖x‖2

),ave
 c une 
onstante de normalisation. Nous pouvons re
onnaître entre les premiers 
ro
hetsla densité au point x estimée à partir du noyau G :
f̂G(x) =

c

nhd

n∑

i=1

g

(∥∥∥∥
x− si

h

∥∥∥∥
2
)
, (3.38)et le ve
teur dit ve
teur mean shift entre les deuxièmes 
ro
hets :

mG,h(x) =

n∑

i=1

sig

(∥∥∥∥
x − si

h

∥∥∥∥
2
)

n∑

i=1

g

(∥∥∥∥
x − si

h

∥∥∥∥
2
) − x. (3.39)Il s'ensuit que :

mG,h(x) ∝ ∇̂fK(x)

f̂G(x)
. (3.40)Le ve
teur mean shift (3.39), di�éren
e entre la moyenne pondérée évaluée ave
 le noyau

G et le 
entre du noyau, peut don
 être vu 
omme une estimation normalisée du gradient dela densité. Ce ve
teur indiquant en tout point la dire
tion du maximum d'a

roissement dela densité, un pro
édé itératif apparaît naturellement. Il 
onsiste à dépla
er itérativementle 
entre x du noyau suivant mh,G(x) jusqu'à 
e qu'un point stationnaire (de gradient nul)de la densité sous-ja
ente soit trouvé. La méthode 
onverge si le noyau K a un pro�l k
onvexe et dé
roissant [41℄.Estimation à noyau de la distribution 
onditionnelleNous souhaitons appliquer la pro
édure mean shift à la surfa
e dé�nie par fj en (3.33).Pour 
ela, nous devons tout d'abord dé
rire 
ette surfa
e sous la forme d'une estimationà noyau. Soit y les 
oordonnées d'un pixel dans le domaine image Ω. La valeur fj(y) peutêtre 
al
ulée en tout point y à partir de la formule (3.33), où Sk(y) est donnée par (3.30)43



ou (3.31). Une estimation non paramétrique de la distribution 
onditionnelle peut être
onstruite :
p̂
x

k+1
j |Xk,Sk(x) =

∑

y∈Ω

fj(y)K
(

x− y

h

)

∑

y∈Ω

K
(

x− y

h

) . (3.41)Notons que le dénominateur ne dépend pas de x 
ar les pixels sont disposés régulièrementsur l'image et nous supposons que h est 
hoisi indépendamment de x. Nous pouvons alorsvoir (3.41) 
omme une estimation de densité de la forme (3.34), où 
haque valeur possible
y est pondérée par w(y) =

fj(y)P
y∈Ω K(x−y

h )
. Cette remarque est importante puisqu'elle vanous permettre d'appliquer une expression modi�ée du ve
teur mean shift, utilisée par [42℄et dé
rite dans le pro
hain paragraphe.Appli
ation de la pro
édure mean shiftLes poids w(y) peuvent être in
lus dans l'expression du ve
teur mean shift (3.39)
omme suit :

mG,h(x) =

∑

y∈Ω

yw(y)g

(∥∥∥∥
x − y

h

∥∥∥∥
2
)

∑

y∈Ω

w(y)g

(∥∥∥∥
x− y

h

∥∥∥∥
2
) − x. (3.42)Le pro
édé itératif vers un point stationnaire de la densité estimée reste le même ave

ette expression modi�ée du ve
teur mean shift. Notons que la 
onvergen
e de la pro
éduremean shift peut également être démontrée lorsqu'un tel poids positif est asso
ié à 
haquedonnée [42℄.La dernière étape avant d'appliquer la pro
édure est le 
hoix du noyau K. Nous 
hoisis-sons le noyau d'Epane
hnikov, donné par K(x) = 3

4
√

5

(
1 − x2

5

) pour |x| < √
5. Ce noyauest 
onnu pour être optimal sous 
ertaines 
onditions, en minimisant l'erreur quadratiquemoyenne intégrée entre la densité et son estimation. Il est surtout d'un intérêt pratiquedans notre 
as puisque la dérivée g de son pro�l est simplement uniforme. L'évaluation duve
teur mean shift est alors simple et rapide. En outre, le 
hoix de la fenêtre du noyauest un point important. Plusieurs 
hoix peuvent être faits. Nous avons 
hoisi des tailles defenêtre adaptatives. Leur taille est �xée pour 
haque parti
ule à la distan
e à la parti
ulela plus pro
he. Ainsi, nous disposons d'une estimation lissée de la distribution pour desparti
ules distantes. Par 
ontre, pour des parti
ules pro
hes qui se sont 
on
entrées dansdes régions de vorti
ité ou de divergen
e, une estimation pré
ise est né
essaire.La pro
édure mean shift peut �nalement être appliquée aux p+q 
entres des parti
ules(parti
ules de vortex ou de sour
e) impliqués dans la modélisation du 
hamp de ve
teurs.Chaque 
entre de parti
ule est dépla
é vers le mode le plus pro
he de la densité estimée

p̂
x

k+1
j |Xk,Sk . 44



3.4.6 S
héma global d'estimationPour 
haque niveau de la pyramide multirésolution, le s
héma d'estimation 
onsisteen une estimation alternée des di�érentes in
onnues du modèle. Il est 
omposé des deuxétapes suivantes, répétées tour à tour :1. Pour un ensemble de positions de parti
ules donné Xk, les 
oe�
ients de for
e etles domaines d'in�uen
e sont estimés par la méthode d'optimisation dé
rite se
tion3.4.3. Cela fournit une estimation du 
hamp in
rémental h̃k.2. À partir de l'information apportée par Xk et h̃k, 
haque 
entre des parti
ules devortex et de sour
e est dépla
é vers le mode le plus pro
he de la distribution 
ondi-tionnelle (3.33) qui lui est asso
iée. Cette étape est réalisée par l'algorithme meanshift 
omme dé
rit dans la se
tion 3.4.5. Elle 
onduit à un nouvel ensemble de posi-tions Xk+1.La pro
édure est arrêtée lorsque la divergen
e et la vorti
ité estimées atteignent une
ertaine stabilité. Ce 
ritère de stabilité est traduit par :
‖div h̃k+1 − div h̃k‖2

‖div h̃k‖2
+

‖
url h̃k+1 − 
url h̃k‖2

‖
url h̃k‖2
≤ ǫ. (3.43)3.5 Estimation à partir d'un 
hampLa méthode que nous venons de présenter réalise une estimation du modèle paramé-trique dire
tement à partir des données image. Notons 
ependant que si un 
hamp deve
teurs est disponible, l'estimation peut également être formulée 
omme un problèmed'approximation d'un 
hamp par un ensemble de parti
ules.Si on note ŵ le 
hamp de ve
teurs 
onnu, le problème d'estimation du 
hamp de ve
teursparamétrique w, dé
rit par un ensemble de parti
ules de vortex et sour
e, se traduit parla re
her
he du minimum de la fon
tionnelle suivante :

F(w) =

∫

Ω

[w(x) − ŵ(x)]2 dx. (3.44)L'obje
tif est alors d'interpoler un 
hamp dense dé
rit sur une grille donnée par unensemble de parti
ules. La minimisation s'e�e
tue par rapport aux paramètres de for
eet d'amplitude. Elle peut être résolue par la méthode de gradient 
onjugué non linéairedé
rite dans la se
tion 3.4.3. Les expressions des gradients de la fon
tionnelle (3.44)peuvent être déduites des expressions (3.20)-(3.21) en remplaçant h par w et en posant
y(x) = 1 et z(x) = −ŵ(x) ∀x ∈ Ω.Ce problème d'estimation intervient notamment lorsqu'on 
her
he à représenter par unensemble de parti
ules et leurs paramètres asso
iés le 
hamp ŵ �nal obtenu par estimationin
rémentale.Ainsi, dans le 
adre d'un s
héma multirésolution, notons Xsol,l et Xirr,l les positionsdes parti
ules de vortex et de sour
e obtenu à un niveau de multirésolution l. Le 
hamp dedépla
ements in
rémental 
al
ulé à 
e niveau est dé
rit par 
et ensemble de parti
ules et45



les paramètres asso
iés. Ce 
hamp est ensuite projeté à un niveau inférieur de la pyramidependant le pro
essus d'estimation (voir se
tion 3.4.1). Ce sont les valeurs du 
hamp etnon les paramètres des parti
ules qui sont projetées. Les positions des parti
ules dé
rivant
e 
hamp peuvent dire
tement être projetées sur les niveaux inférieurs de la pyramide.Cependant, la proje
tion des paramètres de for
e et d'amplitude n'étant pas dire
te, il estné
essaire de re
al
uler 
es paramètres à partir du 
hamp projeté.Soient X̃sol,l et X̃irr,l les positions des parti
ules du niveau l, projetées au niveaude multirésolution le plus �n (
orrespondant à la résolution originale des images). Il estalors possible d'obtenir un 
hamp w dé
rit par les deux ensembles de parti
ules ∪lX̃sol,let ∪lX̃irr,l en minimisant (3.44), où ŵ est le 
hamp dense estimé à la �n du s
hémamultirésolution.3.6 Con
lusionEn s'appuyant sur l'idée de dis
rétisation de la vorti
ité asso
iée à la méthode devortex, un estimateur paramétrique de 
hamps denses de dépla
ements a été proposé.Le modèle de transformation est dé
rit par un ensemble de fon
tions de base de deuxtypes, respe
tivement asso
iées aus 
omposantes irrotationnelle et solénoïdale du 
hampde dépla
ements. Ces fon
tions de base dé
rivent les zones de vorti
ité et de divergen
eet sont don
 liées aux stru
tures 
ara
téristiques de l'é
oulement. Le modèle est don
 ena

ord ave
 la nature spé
i�que des images à étudier, représentant des phénomènes de type�uide traduits par des mouvements de rotation et de divergen
e.Le 
hamp dense de dépla
ement est dé
rit par un ensemble réduit de paramètres as-so
iés à 
es fon
tions de base. Le modèle peut être estimé de manière dire
te, à partird'une hypothèse de 
onservation de la luminan
e dérivant de l'équation de 
ontinuité dela mé
anique des �uides. L'estimation est formulée dans un 
adre multirésolution a�n deprendre en 
ompte des éventuels dépla
ements de grande amplitude entre deux images. Late
hnique d'estimation des paramètres est basée sur une méthode de gradient 
onjugué etune méthode mean shift 
orrespondant à une montée de gradient.L'estimateur de mouvement proposé est validé dans le 
hapitre suivant sur des imagessynthétiques et réelles de di�érentes natures.
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Chapitre 4Validation expérimentaleDans 
e 
hapitre, nous validons la méthode d'estimation de mouvement proposée surdes images synthétiques et sur des exemples réels. La première se
tion présente un exemplesynthétique 
réé à partir d'un 
hamp paramétrique 
omposé de parti
ules de vortex et desour
e. Deux autres exemples synthétiques provenant d'une simulation numérique d'uné
oulement �uide sont ensuite étudiés. Des analyses quantitatives globales et lo
ales sontproposées. La deuxième se
tion présente des résultats obtenus sur des séquen
es météo-rologiques réelles issues de deux 
anaux di�érents du satellite Météosat. La méthode estensuite testée sur des images issues de la mé
anique des �uides expérimentales. En�n, uneappli
ation parti
ulière en imagerie médi
ale est proposée.4.1 Exemples synthétiques4.1.1 Parti
ules de vortex et de sour
eNous présentons tout d'abord un exemple synthétique 
omposé d'une rotation, d'unmouvement divergent (sour
e), et d'une 
ombinaison d'un vortex et d'un puits. Le 
hampsynthétique est présenté sur la �gure 4.1, ainsi que les 
artes de vorti
ité et de divergen
e
orrespondantes. L'exemple a été 
onstruit ave
 2 parti
ules de vortex et 2 parti
ules desour
e.
(a) (b) (
) (d)Fig. 4.1: Exemple synthétique. (a) Image PIV ; (b) Champ de ve
teurs paramétrique ;(
) Carte de vorti
ité (vorti
ité absolue moyenne = 1.5 10−3) ; (d) Carte de divergen
e(divergen
e absolue moyenne = 1.5 10−3).A�n de 
réer une paire d'images où la vérité terrain est 
onnue, le 
hamp de ve
teurs47



synthétique a été appliqué à une image d'un é
oulement �uide ensemen
é par des parti
ules.Ce type d'images est utilisé pour estimer des vitesses d'é
oulement en mé
anique des�uides expérimentales. Les te
hniques d'estimation asso
iées, basées sur la 
orrélation,sont 
onnues sous le nom de méthodes PIV (Parti
le Image Velo
imetry). Nous présentonsdes résultats obtenus sur une paire d'images 
omposée de l'image originale PIV et la mêmeimage re
alée par rapport au 
hamp de ve
teurs 
onsidéré.Nous montrons sur la �gure 4.2 le résultat obtenu lorsque les positions des 4 parti
ulessont 
onnues. La for
e de 
haque parti
ule a été initialisée à zéro et les domaines d'in�uen
eà la distan
e à la parti
ule la plus pro
he. La méthode d'estimation permet d'estimer trèspré
isément le 
hamp des vitesses, ainsi que la vorti
ité et la divergen
e portée par 
haqueparti
ule. Les valeurs absolues moyennes de vorti
ité et divergen
e (voir la légende de la�gure 4.2) peuvent être 
omparées aux vraies valeurs (voir la légende de la �gure 4.1).
(a) (b) (
)Fig. 4.2: Résultat en 
onnaissant les positions des parti
ules.(a) Mouvement estimé ; (b)Vorti
ité estimée (valeur absolue moyenne = 1.4 10−3, erreur absolue moyenne = 1.4 10−4) ;(
) Divergen
e estimée (valeur absolue moyenne = 1.3 10−3, erreur absolue moyenne =

2.7 10−4).Nous présentons sur la �gure 4.3 le résultat de l'estimation quand l'algorithme estinitialisé ave
 plusieurs positions perturbées dans le voisinage des vrais 
entres des 4 par-ti
ules synthétiques. Même si 4 parti
ules su�sent pour représenter le dépla
ement, 
etteexpérien
e permet de tester la robustesse à une sur-représentation (12 parti
ules i
i). Nousobservons sur la �gure 4.3 que la pro
édure mean shift, 
ouplée à l'estimation des para-mètres de for
e et d'in�uen
e, permet de 
onverger itérativement vers les vraies positions.L'évolution des 
artes de divergen
e et de vorti
ité pendant le pro
essus d'estimation estreprésentée sur la �gure 4.4. Dans 
e 
as 5 itérations de la pro
édure alternée d'estima-tion ont été né
essaires pour 
onverger. Cette expérien
e simple démontre la robustesse del'ajustement des positions par rapport à une sur-représentation et une initialisation impré-
ise, même si les erreurs absolues moyennes pour l'estimation de la divergen
e sont un peuplus élevées pour 
e 
as perturbé (voir la légende de la �gure 4.3).
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(a) (b)
(d)

(
)
(e)Fig. 4.3: Résultat ave
 des positions initiales des parti
ules perturbées. (a) Dépla
ementestimé ; (b) Les positions initiales des parti
ules de vortex sont indiquées en blan
, leurspositions à la �n de l'algorithme en noir ; (
) Vorti
ité estimée (valeur absolue moyenne= 1.4 10−3, erreur absolue moyenne = 3.4 10−4) ; (d) Positions initiales et �nales desparti
ules de sour
e ; (e) Divergen
e estimée (valeur absolue moyenne = 1.3 10−3, erreurabsolue moyenne = 5.3 10−4).

k=0 k=1 k=2 k=3 k=4Évolution de la 
arte de vorti
ité
k=0 k=1 k=2 k=3 k=4Évolution de la 
arte de divergen
eFig. 4.4: Évolution de l'estimation des 
artes de vorti
ité et divergen
e au �l des itérationsdu s
héma en deux étapes (estimation de la vorti
ité ou divergen
e portée par 
haqueparti
ule / ajustement des 
entres par la pro
édure mean shift).

49



4.1.2 Turbulen
e 2D derrière un sillageNous présentons un deuxième exemple synthétique 
réé à partir d'un mouvement 
om-plexe dé
rivant l'évolution d'un é
oulement turbulent dans le sillage d'un 
ylindre. Le
hamp de vitesses a été obtenu par simulation de l'équation de Navier-Stokes ave
 uneméthode DNS (Dire
t Numeri
al Simulation) [100℄1. Une paire d'images synthétique est
réée à partir d'une image initiale de parti
ules (voir �gure 4.5(a)). Le dépla
ement 
onnuet la 
arte de vorti
ité asso
iée sont représentés sur la �gure 4.5(b,
).A�n de 
omparer la pré
ision des di�érents résultats, nous 
al
ulons la vorti
ité ab-solue moyenne sur l'image et l'erreur absolue moyenne entre la vraie vorti
ité s
alaire etson estimation. Nous présentons en premier lieu sur la �gure 4.6 le résultat obtenu parune méthode d'estimation dense dédiée aux �uides [44℄. Le 
hamp de ve
teurs estimé estprésenté sur la �gure 4.6(a), ainsi que la 
arte de vorti
ité 
orrespondante �gure 4.6(b).Nous pouvons remarquer que le 
hamp de dépla
ements fourni par 
ette méthode d'esti-mation dense présente un pro�l très pro
he de la vérité terrain. Cependant, des erreurslo
ales d'estimation apparaissent sur la 
arte de vorti
ité estimée.
(a)

(b) (
)Fig. 4.5: Exemple synthétique obtenu par DNS (Dire
t Numeri
al Simulation). (a) ImagePIV ; (b) Champ de dépla
ements synthétiques obtenu par simulation de l'équation deNavier-Stokes ; (
) Carte de vorti
ité (vorti
ité absolue moyenne = 0.0117).1La séquen
e de 
hamps de vitesses a été fournie par le laboratoire de mé
anique des �uides de laFIUBA, université de Buenos Aires.
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(a) (b)Fig. 4.6: Résultat obtenu par une méthode d'estimation dense dédiée aux �uides [44℄ (a)Champ de ve
teurs estimé ; (b) Carte de vorti
ité asso
iée (vorti
ité absolue moyenne =
0.0172, erreur absolue moyenne = 0.012).La �gure 4.7 montre le résultat obtenu par notre méthode paramétrique ave
 une grilleuniforme de 30*50 parti
ules de vortex. Notons que les positions sont laissées �xes surla grille pendant le pro
essus d'estimation, étant donné que la grille est dense et que lesrégions de vorti
ité sont toutes re
ouvertes par des parti
ules. La 
omposante de transportglobale a d'abord été extraite (voir la �gure 4.7(a)). Ce 
hamp a été estimé ave
 unestimateur dense standard asso
ié à un fort 
oe�
ient de régularisation, puis retiré de lapaire d'images. Les valeurs de vorti
ité absolue moyenne et d'erreur absolue moyenne (voirla légende de la �gure 4.7) peuvent être 
omparées au résultat de la méthode dense dédiéeaux �uides (voir la légende de la�gure 4.6). La méthode dense semble être plus bruitée etsujette à des petites erreurs lo
ales, 
e
i peut expliquer le fait que l'erreur absolue moyenne
orrespondante est plus élevée.
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(a) (b)
(
) (d)Fig. 4.7: Résultat ave
 un grand nombre de parti
ules de vortex (a) Composante de trans-port estimée ; (b) Champ de ve
teurs solénoïdal estimé ; (
) Champ de ve
teurs 
omplet,somme des 
omposantes solénoïdale et de transport ; (d) Carte de vorti
ité (vorti
ité ab-solue moyenne = 0.0159, erreur absolue moyenne = 0.0106).Nous montrons en�n un exemple de résultat pouvant être obtenu ave
 un nombre mini-mal de parti
ules. Seulement 6 parti
ules de vortex ont été utilisées pour estimer le 
hampde dépla
ements présenté �gure 4.8(b), ave
 des positions initiales �xées sur une ligne
entrale. Après ajout de la 
omposante de transport, le 
hamp de ve
teurs 
orrespondantest représenté sur la �gure 4.8(
). La distribution de vorti
ité asso
iée aux 6 parti
ulesde vortex est représentée sur la �gure 4.8(d). Notons que la 
arte de vorti
ité estimée
onsiste en une représentation grossière de la vraie 
arte de vorti
ité (voir �gure 4.5(
)).Néanmoins, le 
hamp de ve
teurs 
orrespondant est pro
he du vrai. La solution est moinssujette à des erreurs lo
ales d'estimation, 
onduisant à une erreur absolue moyenne plusfaible pour la vorti
ité (voir la légende de la �gure 4.8).Ce résultat met en avant le fait que notre méthode est 
apable d'estimer un 
hampde ve
teurs 
ohérent à partir d'un nombre de parti
ules très faible. Cette représentationde faible dimension du 
hamp de dépla
ements permet une interprétation parlante dire
tede l'organisation et la position des vortex dans l'é
oulement. Il est aussi important denoter qu'une telle représentation 
ompa
te de l'é
oulement peut être estimée ave
 un 
oûtde 
al
ul plus faible qu'une méthod dense. Ce
i n'est 
ependant plus le 
as pour unereprésentation ave
 un très grand nombre de parti
ules, où le 
al
ul de la méthode proposéeest plus élevé.
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(a) (b)
(
) (d)Fig. 4.8: Résultat ave
 un nombre minimal de parti
ules de vortex (a) Composante detransport estimée ; (b) Champ de ve
teurs solénoïdal estimé ; (
) Champ de ve
teurs 
om-plet, somme des 
omposantes solénoïdale et de transport ; (d) Carte de vorti
ité (vorti
itéabsolue moyenne = 0.011, erreur absolue moyenne = 0.0091).4.1.3 Autre exemple de turbulen
e 2DCet exemple traite des images synthétiques de parti
ules transportées par un é
ou-lement 2D turbulent 
omplexe, 
omposé de plusieurs vortex. Le vrai dépla
ement et la
arte de vorti
ité 
orrespondante sont représentés sur la �gure 4.9(a,b). Cet é
oulementa également été simulé par une te
hnique DNS 2. Le mouvement est purement rotationnelet la 
omposante de transport est nulle. Nous montrons sur la �gure 4.9(
,d) le résultatobtenu par la méthode d'estimation dense [44℄. La solution est 
omparée au résultat denotre estimateur paramétrique, ave
 une grille de 20*20 parti
ules de vortex (voir la �gure4.9(e,f)).Une 
omparaison quantitative globale peut être e�e
tuée à partir des valeurs de vorti
itéabsolue moyenne et d'erreur absolue moyenne (voir la légende de la �gure 4.9). L'erreurabsolue moyenne est plus faible pour l'estimateur dense, mais notre méthode fournit unesolution ave
 une vorti
ité absolue moyenne plus pro
he de la vraie valeur.Une 
omparaison plus �ne est proposée, a�n de mettre en avant de manière plus pré
iseles di�éren
es entre les deux estimateurs. Sur la �gure 4.10 sont représentées les lignes de
ontour asso
iées à une valeur donnée de vorti
ité absolue. Ces lignes sont tra
ées pour la
arte de vorti
ité de référen
e et pour les deux méthodes d'estimation. Ces 
ontours mettentl'a

ent sur le fait que la méthode dense est plus sujette à des petites erreurs lo
ales,alors que l'estimateur paramétrique permet de retrouver les stru
tures à grande é
hellede la vorti
ité mais tend à lisser les petites é
helles. Ces stru
tures à petite é
helle sont2La séquen
e d'images a été fournie par le CEMAGREF de Rennes dans le 
adre du projet européenFLUID �Fluid Image Analysis and Des
ription� http ://�uid.irisa.fr.53



présentes dans la solution obtenue par l'estimateur dense. Néanmoins, elles sont di�
iles àséparer des hautes fréquen
es générées par les erreurs d'estimation (voir la �gure 4.10). Sil'obje
tif est de 
ara
tériser les stru
tures de vorti
ité larges ou moyennes de l'é
oulement,l'estimateur paramétrique semble alors mieux adapté. A�n de 
on�rmer 
ette observation,nous avons 
omparé des pro�ls de vorti
ité le long de deux lignes données sur l'image. Cespro�ls sont représentés sur la �gure 4.11. Le pro�l 
orrespondant à la vérité terrain estsuperposé aux pro�ls obtenus par l'estimateur dense et la méthode paramétrique. Nouspouvons 
onstater que les pro�ls asso
iés à l'estimation dense sont très pro
hes de lasolution. Ils présentent 
ependant des erreurs d'estimation dans les petites é
helles, alorsque les pro�ls de la solution paramétrique présentent une version lissée de la solution.L'estimateur paramétrique ne permet pas de 
apturer tous les détails de petite é
helle dela vorti
ité, mais permet de représenter ave
 pré
ision les 
omposantes à grande é
helle dela solution. Cette propriété est intéressante pour l'analyse ou la 
ara
térisation des grandesé
helles de turbulen
e.
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(a) (b)
(
) (d)
(e) (f)Fig. 4.9: É
oulement 2D turbulent. (a) Vrai 
hamp de dépla
ements ; (b) Carte de vorti
ité(vorti
ité absolue moyenne = 0.0639) ; (
) Champ de dépla
ements estimé par une méthodedense dédiée [44℄ ; (d) Carte de vorti
ité asso
iée (vorti
ité absolue moyenne = 0.0663,erreur absolue moyenne = 0.0286) ; (e) Champ de dépla
ements estimé par la te
hniqueproposée ; (f) Carte de vorti
ité asso
iée (vorti
ité absolue moyenne = 0.062, erreur absoluemoyenne = 0.0363).
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(a) (b) (
)Fig. 4.10: Lignes de 
ontours de vorti
ité (pour |
url w| = 0.08). (a) Contours de réfé-ren
e ; (b) Contours asso
iés à la méthode dense ; (
) Contours pour l'estimateur para-métrique.

Fig. 4.11: Pro�ls de vorti
ité le long de deux lignes (representées sur les images de gau
he).Les 
ourbes verte, rouge et bleue représentent respe
tivement les pro�ls de vorti
ité pourl'estimateur paramétrique, l'estimateur dense et le vrai 
hamp de dépla
ements.
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4.2 Appli
ation en météorologie4.2.1 Canal infrarouge du satellite MétéosatCe premier exemple météorologique est issu d'une séquen
e fournie par le 
anal infra-rouge du satellite Météosat 3, montrant une large dépression sur l'O
éan Atlantique (�gure4.12). Dans 
ette séquen
e le but est d'estimer le large vortex situé dans la partie gau
hede l'image. Nous appliquons notre méthode ave
 15 parti
ules de vortex situées à proximitéde la dépression.

Fig. 4.12: Météosat image, infrared 
hannel.Le résultat de l'estimation est présenté sur la �gure 4.13. La 
omposante de transportestimée est représentée sur la �gure 4.13(b). La 
omposante solénoïdale et la vorti
ité sous-ja
ente sont visibles sur les �gures 4.13(
) et 4.13(d). Il peut être noté que le mouvementdépressionnaire observé 
orrespond à un vortex allongé. Cette situation est modélisée parun vortex tripolaire, 
ara
téristique en turbulen
e bidimensionnelle.3La séquen
e a été fournie par le LMD (Laboratoire de Météorologie Dynamique).
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(a) (b)
(
) (d)Fig. 4.13: Résultat sur une séquen
e du 
anal infrarouge de Météosat. (a) Image de ladépression sur l'Atlantique Nord ; (b) Composante de transport estimée ; (
) Composantesolénoïdale estimée ; (d) Carte devorti
ité 
orrespondante.4.2.2 Canal vapeur d'eau de MétéosatCe deuxième exemple 
on
erne l'estimation d'un mouvement divergent à partir d'unepaire d'images du 
anal vapeur d'eau de Météosat 4. Le résultat obtenu est visible sur la�gure 4.14. Un petit nombre de parti
ules de sour
e permet de retrouver le mouvement di-vergent, 
orrespondant au mouvement apparent d'une 
ellule 
onve
tive. La �gure 4.15(a)présente la position initiale des parti
ules et leurs positions �nales après estimation. Cetexemple montre l'e�
a
ité de la pro
édure d'ajustement basée sur la te
hnique mean shift.Les positions optimales des parti
ules sont estimées au 
entre du mouvement divergent.L'évolution de l'estimation de la 
arte de divergen
e ave
 les positions su

essives des par-ti
ules est illustrée sur la �gure 4.15(b). La 
omposante de transport extraite et le 
hampde ve
teurs divergent estimé sont présentés sur les �gures 4.14(
) et 4.14(d).4La séquen
e a été fournie par le LMD (Laboratoire de Météorologie Dynamique).
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(a) (b)
(
) (d)Fig. 4.14: Résultat sur des images du 
anal vapeur d'eau de Météosat. (a)-(b) Première etdeuxième images ; (
) Composante de transport estimée ; (d) Composante irrotationnelleestimée.

(a)
k=0 k=1 k=2 k=3(b)Fig. 4.15: Illustration de l'ajustement des positions des parti
ules. (a) Les positions ini-tiales des parti
ules sont tra
ées en blan
 sur l'image, les positions �nales en noir ; (b)Évolution dela 
arte de divergen
e estimée (
onvergen
e après 3 itérations).4.3 Appli
ation en mé
anique des �uides expérimentalesLa méthode a été expérimentée sur des images dé
rivant l'évolution d'un vortex généréau bout d'une aile d'avion 5. L'é
oulement est i
i ensemen
é expérimentalement par de5La séquen
e a été fournie par l'ONERA (O�
e National d'Études et de Re
her
hes Aérospatiales).59



la fumée et illuminé par une nappe laser. La �gure 4.16 donne un aperçu de la 
ohéren
etemporelle de la solution. Sur 
ette �gure ont été représentés les 
artes de vorti
ité estimées,superposées aux images originales de fumée, et les 
hamps de ve
teurs 
orrespondant. Ilpeut être observé que la méthode permet de retrouver un vortex prin
ipal 
ohérent, et undeuxième vortex se
ondaire tournant autour du premier. Ces résultats ont été obtenus àpartir d'un ensemble de 15 parti
ules de vortex.
(a)
(b)Fig. 4.16: Vortex générés au bout d'une aile d'avion (a) Cartes de vorti
ité estimées àpartir d'un ensemble de 15 parti
ules de vortex, superposées sur les images à des instantssu

essifs ; (b) Champs de dépla
ement estimés.4.4 Appli
ation en imagerie médi
aleLe dernier domaine d'appli
ation étudié 
orrespond au problème du re
alage non ri-gide en imagerie médi
ale. Ce domaine de re
her
he est très a
tif et de nombreux travauxse sont pen
hés sur 
e sujet. Nous renvoyons le le
teur à des états de l'art 
omplets sur
e sujet [105, 108, 153, 162℄. Le pro
édé de re
alage non rigide a pour but d'estimer unetransformation non linéaire mettant deux images en 
orrespondan
e. En plus des transfor-mations rigides, un re
alage non rigide est né
essaire lorsque des phénomènes déformablessont observés. Les appli
ations possible du re
alage non rigide sont nombreuses et diverses :
ompensation de mouvement 
ausé par les battements du 
oeur, estimation d'une varia-bilité anatomique inter-individus (pour la 
onstru
tion d'atlas anatomiques), 
ontr�le de
hangements temporels (évolution de lesions dans le 
as de s
lérose en plaques), et
.Pour 
ette appli
ation nous nous appuyons sur l'équation de 
onservation de la lumi-nan
e 
lassique (dI

dt
= 0
), 
ar l'équation de 
ontinuité proposée pour les �uides n'est plusvalide dans 
e 
ontexte. Les équations du problème d'estimation restent les mêmes, ex
eptéque les termes de divergen
e disparaissent.La méthode a été testée sur des images de résonan
e magnétiques (IRM) d'un patient60



sou�rant de s
lérose en plaques. La 
ara
térisation de l'a

roissement des lésions est im-portante a�n d'évaluer l'évolution de la maladie. Deux volumes 3D ont été a
quis à 6 moisd'intervalle et re
alés par une transformation rigide [107℄. Une 
oupe axiale 2D a ensuiteété extraite. La lésion d'intérêt apparaît 
omme une ta
he blan
he dans la partie gau
hedu 
erveau au temps t0. Son a

roissement est visible au temps t0+6 mois sur la �gure4.17(d).Les parti
ules de sour
e ont été initialisées manuellement à proximité de la lésion.Comme le montre la �gure 4.18(a), le pro
essus d'estimation est peu sensible à 
ette ini-tialisation puisque la méthode d'ajustement des positions permet de guider les parti
ulesvers la région d'intérêt. Un mouvement divergent de type sour
e est alors estimé, rendant
ompte de l'a

roissement de la lésion. L'image re
alée 
orrespondante est présentée surla �gure 4.18(
). L'image de di�éren
es entre l'image originale et l'image déformée (�-gure 4.19(a)) peut être 
omparée à l'image de di�éren
es après re
alage (�gure 4.19(b)).L'erreur due à la lésion a été supprimée par la méthode d'estimation.
(a) (b) (
) (d)Fig. 4.17: Évolution d'une lésion de s
lérose en plaques (a) Coupe au temps t0 ; (b) Coupe
orrespondante au temps t0+6 mois ; (
)-(d) Zoom 
entré sur la lésion.

(a) (b) (
)Fig. 4.18: (a) Dépla
ement automatique des parti
ules de sour
e vers la région d'intérêt.Les points noirs représentent les positions initiales, les points blan
s les positions �nales ;(b) Zoom sur le 
hamp divergent estimé, 
entré sur la lésion ; (
) Image re
alée (imageau temps t0+6 mois re
alée vers l'image t0).
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(a) (b)Fig. 4.19: (a) Di�éren
e entre les deux images après le re
alage rigide ; (b) Di�éren
eaprès le re
alage non rigide. L'a

roissement de la lésion a été 
apté par le re
alage nonrigide.
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Con
lusionL'état de l'art présenté dans le 
hapitre 2 sur les méthodes d'estimation de mouvementdédiées aux mouvements �uides a mis en avant le fait que l'adaptation des estimateursde �ot optique à l'imagerie �uide 
onduit à des estimateurs fournissant une solution pré-
ise mais de très grande dimension. La solution fournie par les méthodes de 
orrélation(
ouramment utilisées en pratique) ne peut pas non plus être dé
rite de manière 
om-pa
te. D'autre part, il a été 
onstaté que plusieurs méthodes d'estimation paramétriquesont été développées dans le 
ontexte de mouvements déformables, mais qu'au
une n'estparti
ulièrement adaptée à la nature spé
i�que et 
omplexe des mouvements �uides.En nous basant sur une paramétrisation de la vorti
ité utilisée dans le domaine de lasimulation numérique d'é
oulements �uides, nous avons présenté dans le 
hapitre 3 uneméthode d'estimation fournissant une représentation de faible dimension du 
hamp dedépla
ements, estimée à partir des données images. Cette représentation provient d'unedis
rétisation adaptée des 
artes de divergen
e et de vorti
ité du 
hamp de ve
teurs entermes de parti
ules de vortex et de sour
e. Le 
hamp de ve
teurs 
orrespondant, 
omposéd'une 
omposante irrotationnelle et d'une 
omposante solénoïdale, est alors dé
rit par unensemble de fon
tions de base des deux types.Le modèle de données est 
onstruit à partir de l'équation de 
onservation de la masse,déjà utilisée dans d'autres travaux 
omme alternative à l'hypothèse 
lassique de 
onserva-tion de la luminan
e. Le problème d'estimation peut alors être formulé 
omme un problèmede minimisation sur les données des images. L'estimation est mise en pla
e dans un 
adremultirésolution a�n de gérer les grands dépla
ements entre deux images, dus à un é
ou-lement rapide ou une fréquen
e faible d'a
quisition des images. Les di�érents types deparamètres du modèle sont estimés à l'aide d'une stratégie originale 
ouplant une méthodede gradient 
onjugué non linéaire à une pro
édure mean shift.La méthode d'estimation proposée a été testée sur des images provenant de domainesd'appli
ation di�érents et dé
rivant des mouvements de diverses natures. Les résultats ontété validés quantitativement et qualitativement, sur des exemples synthétiques et réels, et
omparés aux résultats fournis par une méthode de �ot optique dédiée aux mouvements�uides.Les résultats ont montré que la nature paramétrique de la méthode autorise soit l'esti-mation pré
ise d'un 
hamp de dépla
ements à partir d'un grand nombre de parti
ules, soitl'estimation d'une représentation simpli�ée du mouvement ave
 un nombre réduit de para-mètres. Cette représentation simpli�ée a un sens, puisqu'elle 
orrespond aux 
omposantesliées aux grandes é
helles du dépla
ement. Notons que 
ette méthode permet égalementd'estimer le dépla
ement dans des zones lo
alisées, 
ontrairement à une méthode dense.En�n, une telle représentation 
ompa
te du 
hamp permet d'envisager la mise en pla
e63



d'un suivi temporel de 
hamps de ve
teurs le long d'une séquen
e d'images, 
e qui n'étaitpas réalisable ave
 une solution dé
rite par un ve
teur de dépla
ement en tout point del'image. Nous traitons 
ette extension temporelle dans la deuxième partie de 
e do
ument.
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Deuxième partieSuivi temporel de 
hamps de vitessesd'é
oulements �uides par �ltrage nonlinéaire
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Introdu
tionLa deuxième partie de 
e do
ument traite du problème de suivi de 
hamps denses devitesses dans des séquen
es d'images dé
rivant des é
oulements �uides. Notre obje
tif prin-
ipal 
onsiste à proposer une méthode d'estimation des 
hamps de vitesses à partir d'uneséquen
e d'images, respe
tant la dynamique des grandes é
helles spatiales de l'é
oulement.La première partie de 
e do
ument a montré 
omment l'estimation du 
hamp des vi-tesses d'un é
oulement �uide était possible à partir de deux images 
onsé
utives de 
eté
oulement. Un estimateur 
onduisant à une représentation réduite de l'é
oulement a no-tamment été proposé, et les résultats expérimentaux ont attesté que la méthode d'estima-tion permettait d'extraire un 
hamp de vitesses 
orrespondant à l'évolution des grandesé
helles de l'é
oulement.L'estimation des 
hamps de dépla
ements pour des paires d'images su

essives ne garan-tit absolument pas une 
ohéren
e temporelle des 
hamps de vitesses estimés sur l'ensemblede la séquen
e. En e�et, en présen
e d'images bruitées ou de dépla
ements de grande am-plitude ou 
haotiques (dans le 
as de phénomènes turbulents par exemple), l'estimation dumouvement devient di�
ile et parti
ulièrement sujette aux erreurs.La faiblesse d'une telle appro
he provient du fait qu'au
une 
ontrainte temporelle surl'évolution globale des 
hamps de dépla
ements n'est intégrée dans le pro
essus d'estima-tion. Au
une loi de 
onservation physique n'est don
 respe
tée, mis à part le respe
t depro
he en pro
he d'une loi de 
onservation indire
te : la préservation de la luminan
e. Ce-pendant, le respe
t de 
ette seule 
ontrainte ne peut en au
un 
as permettre l'émergen
ed'une solution physiquement 
ohérente.L'introdu
tion d'une loi dynamique physique (issue dans notre 
as des équations deNavier-Stokes) dans le pro
essus d'estimation 
onduit naturellement à un problème desuivi des 
hamps de vitesses dans le temps. L'obje
tif 
onsiste en e�et à estimer un ve
teurd'état régi par une loi d'évolution dé�nie a priori, à partir d'observations indire
tes de 
etétat. Le 
hoix de formuler 
e problème dans un 
adre probabiliste nous permet de dé�nirune loi d'évolution approximative (dé�nie à un bruit près) et de l'asso
ier à des mesuresbruitées extraites de la séquen
e d'images. Dans 
e 
adre probabiliste, la non linéaritédu modèle d'évolution et la relation non linéaire liant l'état aux informations brutes del'image peuvent être prises en 
ompte dans la modélisation. La résolution du problèmede �ltrage asso
ié à un tel modèle entièrement non linéaire est alors di�
ile, notammentlorsque la dimension du ve
teur d'état est trop élevée. Néanmoins, en se basant sur deste
hniques ré
ursives bayésiennes bien adaptées et à partir d'une représentation de tailleréduite de l'état (
omme 
elle proposée dans la première partie de 
e do
ument), une telleméthode de suivi par �ltrage peut être mise en pla
e. Cette deuxième partie à suivre viseà situer l'appro
he que nous proposons par rapport aux travaux existants et à l'exposer67



en détails.Le 
hapitre 5 donne un aperçu de quelques travaux traitant du suivi de stru
tures�uides à partir de séquen
es d'images. Les méthodes de suivi de points 
ara
téristiques oude 
ourbes sont notamment abordées. Ces méthodes sont généralement dédiées à des ap-pli
ations très pré
ises et n'intègrent au
une information a priori sur l'évolution du �uide.Les 
ontributions ré
entes liées au problème de suivi de 
hamps denses de vitesses sontensuite présentées. L'a

ent est mis sur l'in
lusion d'a priori physiques dans les modèles,visant à améliorer la 
ohéren
e temporelle des estimations. Il est à noter que jusqu'auxtravaux développés très ré
emment, la seule te
hnique utilisée pour a

roître la 
ohéren
etemporelle des estimations se basait sur une régularisation spatio-temporelle des 
hampsde dépla
ements. Or, 
ette appro
he est restri
tive puisque le modèle sous-ja
ent supposeque les 
hamps de vitesses soient globalement stationnaires.Le prin
ipe du �ltrage bayésien sur lequel nous nous basons est détaillé dans le 
hapitre6. L'intérêt d'une modélisation 
ontinue du problème est 
onfronté aux modélisations dis-
rètes usuellement ren
ontrées dans le domaine de l'analyse d'images. Selon la nature dumodèle de �ltrage, les di�érentes méthodes de résolution du problème de �ltrage optimalsont ensuite exposées, en insistant sur les méthodes dédiées aux modèles non linéaires.Le 
hapitre 7 expose la formulation du problème de suivi de 
hamps de vitesses d'é
ou-lements �uides dans un 
adre de �ltrage bayésien. La 
onstru
tion du modèle de �ltrageasso
ié est détaillée, ainsi que la méthode de suivi dérivant de la résolution du problèmede �ltrage.Le dernier 
hapitre expose et analyse des résultats de suivi obtenus sur des séquen
essynthétiques et sur des exemples réels issus de la météorologie et la mé
anique des �uidesexpérimentale.
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Chapitre 5Suivi de stru
tures �uides :appro
hes existantesCe 
hapitre présente les travaux relatifs à l'analyse temporelle des mouvements denature �uide à partir de séquen
es d'images. Quelques méthodes adaptées au suivi destru
tures 
ara
téristiques sont présentées dans la première se
tion. Dans 
e 
as, l'obje
tifest de suivre le 
entre ou le 
ontour de phénomènes parti
uliers. Nous renvoyons le le
teurà [43℄ et [130℄ pour des états de l'art 
omplets sur les deux sujets. Lorsque l'obje
tif estl'analyse temporelle de l'é
oulement dans son ensemble, on 
her
he à suivre et re
onstruiredes 
hamps denses de dépla
ements sur toute la séquen
e. La deuxième partie de 
e 
hapitreexpose les méthodes ré
emment proposées pour répondre à 
e problème.5.1 Suivi de stru
tures 
ara
téristiques5.1.1 Points singuliersDé�nition et intérêtLes points singuliers de l'é
oulement, en
ore appelés points 
ritiques, 
orrespondent aux
entres des vortex, puits ou sour
es, où la vitesse est nulle. Ces points sont intéressants 
arils sont asso
iés à des phénomènes parti
uliers. En météorologie par exemple, 
es points sontles 
entres de dépressions ou de forts mouvements 
onve
tifs responsables de phénomènes
limatiques violents (fortes pluies, tornades). En mé
anique des �uides, la 
onnaissan
edes zones de vorti
ité est à la base de l'étude des phénomènes turbulents. L'analyse et lesuivi des points singuliers 
orrespondant aux 
entres des vortex de l'é
oulement est don
importante dans 
e domaine. En�n, une représentation très 
ompa
te de l'é
oulement peutêtre obtenue à partir de 
es points.Méthodes de déte
tionLa plupart des méthodes permettant de lo
aliser 
es points singuliers sont basées surune approximation linéaire de l'é
oulement au voisinage des points singuliers. Le mou-vement de la stru
ture singulière peut alors être 
ara
térisé en analysant la matri
e del'appli
ation linéaire asso
iée. L'étude de la forme de Jordan de 
ette matri
e permet69



d'asso
ier la singularité à un portrait de phase donné (noeud, point de selle, rotation,...),et don
 de la 
ara
tériser [64, 137, 147℄. Notons que l'appro
he peut être étendue à desportraits de phase non linéaires [63℄.La déte
tion des points peut être réalisée à partir d'un 
hamp de dépla
ement estimé[39, 117, 125, 137℄. Les points singuliers peuvent être déte
tés en se basant sur les indi
esde Poin
aré asso
iés au 
hamp de dépla
ements [39, 64℄. L'indi
e d'une 
ourbe fermée estdonné par le nombre de tours e�e
tués par le 
hamp le long de 
ette 
ourbe. L'indi
evaut 1 si la 
ourbe entoure un vortex, un puit ou une sour
e. Les indi
es de Poin
aré sontégalement utilisés dans [117℄, où l'estimation des singularités est 
ouplée à l'estimation du
hamp dense de dépla
ements. Les auteurs ne se basent plus sur un modèle de portrait dephases mais sur un modèle de Rankine (présenté dans le 
hapitre 2). Une autre analysedes points singuliers asso
iée au modèle de Rankine est proposée dans [45℄. Dans 
etteméthode, les singularités sont dire
tement estimées à partir des 
omposantes irrotationnelleet solénoïdale du 
hamp. Il est ainsi possible de di�éren
ier les vortex des puits/sour
es,
e qui n'est réalisable ave
 la méthode des indi
es.La détermination des points singuliers peut également être e�e
tuée à partir des donnéesdes images [113℄. L'appro
he statistique proposée lo
alise les points singuliers de manièreitérative en estimant un modèle a�ne de mouvement 2D dans une fenêtre dont la taille etla position s'adapte au 
ours des itérations. L'extra
tion des points singuliers peut mêmeêtre réalisée à partir d'une seule image si l'image rend 
ompte du mouvement. Ce
i estle 
as pour des images de �lets d'émission et de vélo
imétrie par éléments de traje
toire(images PSV) en mé
anique des �uides [112℄.SuiviSi l'appli
ation visée est le suivi des 
ara
téristiques prin
ipales de l'é
oulement, on peutse 
on
entrer sur le suivi des points singuliers. L'évolution globale du phénomène pourraalors être étudiée. Dans 
e 
as, une détermination pré
ise du domaine d'in�uen
e de 
haquesingularité n'est pas indispensable. La zone d'in�uen
e peut être modélisée simplement parun disque 
omme dans le 
as du modèle de Rankine. Elle peut également être dé�nie parun re
tangle 
omme dans [111℄, où l'on s'intéresse au suivi du 
entre d'une dépression. Lesdomaines d'in�uen
e sont alors liés à la taille des stru
tures d'intérêt dans le phénomèneobservé, mais ne dé
rivent pas pré
isément 
es 
ontours.Notons que les exemples de suivi de 
es points singuliers traitent le problème de suivi
omme une su

ession d'estimations dans le temps. Dans [111℄ par exemple, la re
her
hedu point est initialisée grâ
e à la position de la fenêtre estimée à l'instant pré
édent, maisau
un modèle dynamique sous-ja
ent ne permet d'assurer une 
ohéren
e temporelle dansles estimations.Le suivi de points dans des séquen
es d'images d'é
oulements �uides est un problèmedéli
at en raison de la variabilité temporelle des phénomènes. Les stru
tures observéespeuvent subir des déformations très importantes et 
hanger de topologie au 
ours du temps.De plus, des variations importantes de l'intensité lumineuse peuvent être observées. A�nd'améliorer la robustesse du suivi temporel de 
es points 
ara
téristiques, il serait intéres-sant d'exploiter les méthodes de suivi de points par �ltrage sto
hastique [10℄.
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5.1.2 Évolution de 
ontoursLorsque l'on ne s'intéresse pas seulement aux 
ara
téristiques globales de l'é
oulementmais à un phénomène parti
ulier il peut être né
essaire de dé
rire de manière plus pré-
ise les 
ontours des stru
tures mises en jeu. Les appli
ations peuvent être l'analyse d'unphénomène 
limatique parti
ulier ou l'observation de déformations en imagerie médi
ale.La plupart des appro
hes développées pour répondre à 
e problème reposent sur desméthodes d'ensembles de niveaux [128, 145℄ permettant le suivi de 
ourbes fermées. La
ourbe C suit une évolution du type :
∂C

∂t
= −Fn, (5.1)où F est une fon
tion de propagation à dé�nir et n est la normale à la 
ourbe.L'évolution de la 
ourbe est dé
rite de manière impli
ite par le niveau zéro d'unefon
tion s
alaire impli
ite φ :

∀t, C(t) = {x|φ(x, t) = 0}, (5.2)dont l'évolution est dé�nie par :
∂φ

∂t
= −F‖∇φ‖. (5.3)La fon
tion φ initiale est usuellement la fon
tion distan
e signée à la 
ourbe initiale(positive à l'extérieur, négative à l'intérieur). Un 
ritère d'arrêt dépendant des données del'image permet d'extraire un 
ontour, donné par la position �nale de la 
ourbe.Ainsi dans [40℄ les 
ontours sont extraits dans 
haque image puis mis en 
orrespon-dan
e à partir de 
hemins géodésiques 
onne
tant les 
ourbes. Ces 
hemins sont 
al
ulés àpartir de similarités lo
ales entre points de départs et points d'arrivée. Un suivi de nuages
onve
tifs basé sur les ensembles de niveaux a

ompagné d'une 
ara
térisation de l'a
ti-vité de 
es nuages est proposé dans [131℄. Contrairement à l'appro
he dé
rite dans [40℄, iln'est pas né
essaire d'extraire les frontières des nuages au préalable dans 
haque image.Une première étape de prédi
tion est réalisée grâ
e à la 
onnaissan
e du 
hamp dense dedépla
ements permettant de 
onstruire une fon
tion de propagation adéquate. Le 
ritèred'arrêt est lui aussi 
onstruit à partir de l'information dynamique. Dans la deuxième étape,le 
ontour évolue lo
alement de manière à s'ajuster aux frontières du nuage, à partir desdonnées photométriques de l'image.En�n, notons le travail de [31℄ qui extrait le 
ontour des nuages en utilisant un modèlemarkovien de segmentation. Le s
héma proposé peut être apparenté à une appro
he par
ontours a
tifs [93℄. Les 
ontours a
tifs sont un autre exemple de modèles déformables,permettant d'extraire les frontières d'un objet en faisant évoluer une 
ourbe paramétrée.5.2 Suivi de 
hamps denses de vitesses5.2.1 Régularisation spatio-temporelleLes méthodes de régularisation spatiale asso
iées à l'estimation du �ot optique (présen-tées dans la se
tion 2.2.1 du do
ument) peuvent être étendues à la dimension temporelle.71



Une régularisation spatio-temporelle a ainsi été proposée par [156℄, 
onduisant à un pro-blème d'optimisation 
onvexe. Les 
hamps denses pour tous les instants z ∈ [0, T ] de laséquen
e sont estimés par minimisation de la fon
tionnelle :
J(I,w) =

∫

Ω×[0,T ]

(
∇I(x) · w(x) +

∂I(x)

∂t

)2

dxdt+ α

∫

Ω×[0,T ]

(
‖∇3u‖2 + ‖∇3v‖2

)
dxdt,(5.4)où ∇3 =

(
∂
∂x
, ∂
∂y
, ∂
∂t

).L'idée d'une régularisation spatio-temporelle a été proposée au préalable par [123℄ dansun 
ontexte de lissage guidé par l'image. L'ajout de la 
omposante temporelle dans l'es-timation a également été traité par [23, 22℄, mais dans un 
adre d'optimisation non 
onvexe.Les travaux ré
ents en imagerie �uide portent sur l'ajout de 
ohéren
e temporelle dansl'estimation du mouvement dense sur une séquen
e d'images. Ainsi, [73℄ propose d'utiliser laforme vorti
ité-vitesse de l'équation de Navier-Stokes 2D (dé
rite se
tion 1) pour in
lure una priori physique dans l'estimation. La vorti
ité estimée au temps t est propagée jusqu'autemps t + 1 grâ
e à 
ette équation. Le 
hamp prédit 
orrespondant est alors utilisé pourinitialiser la pro
édure d'estimation au temps t + 1 et améliorer la 
ohéren
e temporelledes estimations. La méthode est appliquée à l'estimation de 
hamps de vitesses sur des
ou
hes atmosphériques strati�ées.Une telle propagation de la vorti
ité à l'aide de la formulation vorti
ité-vitesse del'équation est également utilisée dans [142℄, appliquée à des é
oulements turbulents in
om-pressibles. Le terme de régularisation for
e la solution à être en adéquation ave
 la vorti
itépropagée ξ̃ :
J(I,w) =

∫

Ω

(
∇I(x) ·w(x) +

∂I(x)

∂t

)2

dx + α

∫

Ω

(
ξ − ξ̃

)2
dx, (5.5)sous 
ontrainte d'in
ompressibilité div w = 0.Cette 
ontrainte d'adéquation ne garantissant pas un lissage de la vorti
ité de la solu-tion, il est né
essaire d'ajouter un terme de lissage de la vorti
ité, 
onduisant �nalement àla fon
tionnelle suivante :

J(I,w) =

∫

Ω

(
∇I(x) ·w(x) +

∂I(x)

∂t

)2

dx + α

∫

Ω

(
ξ − ξ̃

)2
dx + β

∫

Ω

(
‖∇ξ‖2

)
dx. (5.6)L'ajout de la 
ontrainte temporelle améliore la qualité des estimations sur la séquen
e.Notons 
ependant que la méthode proposée impose de �xer manuellement un paramètresupplémentaire : le paramètre β lié à l'importan
e du lissage de la vorti
ité.5.2.2 Suivi variationnelUne méthode permettant le suivi temporel des 
hamps de dépla
ements a ré
emmentété proposée [129℄, s'appuyant sur des 
on
epts de 
ontr�le optimal développés en assi-milation de données [18, 101, 152℄. L'appro
he 
onsiste à minimiser une fon
tion de 
oût72



spatio-temporelle globale et 
ontinue, déduite d'une estimation bayésienne au sens du maxi-mum a posteriori. L'obje
tif est de minimiser l'erreur entre les prédi
tions données par unmodèle et les observations disponibles.Le suivi des 
hamps de ve
teurs est formulé par le suivi de leur vorti
ité et divergen
e.La fon
tion d'état X du système représente la vorti
ité ξ et la divergen
e ζ du 
hamp :
X = [ξ, ζ]T . Cette fon
tion d'état suit un modèle d'évolution temporel M. La valeur initiale
X0 du système est supposée 
onnue, et des observations notées yn de l'état sont disponiblesà 
ertains instants tn. Le modèle est alors formulé 
omme suit :





∂X

∂t
+ M(X) = η(x, t)

X(x, t0) = X0(x) + ν(x)
Y (x, t) = H(X(x, t)) + ǫ(x, t),

(5.7)où η, ν et ǫ désignent les perturbations gaussiennes asso
iées aux di�érentes 
omposantesdu modèle.Le modèle d'évolution temporel M se dé
ompose en deux parties. L'évolution de lavorti
ité est donnée par la formulation vorti
ité-vitesse de l'équation de Navier-Stokes :
∂ξ

∂t
+ w · ∇ξ = νξ∆ξ, (5.8)et la divergen
e est supposée être solution d'une équation de la 
haleur :
∂ζ

∂t
= νζ∆ζ. (5.9)Les observations dis
rètes yn sont quant à elles réunies dans une fon
tion d'observation
ontinue Y . L'opérateur H permet de passer de l'espa
e d'état à 
elui des observations.La résolution du problème repose sur la 
onstru
tion de la loi d'évolution adjointe dumodèle dynamique, permettant le 
al
ul numérique du gradient de la fon
tion de 
oût.La 
ondition initiale X0 est propagée à l'aide de la loi dynamique M par une intégration�avant�. La solution est 
orrigée par une intégration rétrograde selon le modèle adjoint,prenant en 
ompte les é
arts entre la prédi
tion et les observations. À la �n de 
ette étapela 
ondition initiale est mise à jour par le gradient obtenu. Ces deux étapes sont répétéesitérativement jusqu'à 
onvergen
e.La solution obtenue 
orrespond à un lissage des observations suivant le modèle dyna-mique. Ainsi, à partir d'observations bruitées ou grossières des 
hamps de dépla
ements surla séquen
e, la méthode permet de re
onstruire l'ensemble des 
hamps de manière pré
ise,tout en respe
tant le modèle physique donné. La 
ohéren
e temporelle de la solution estainsi fortement améliorée.Un suivi simultané de 
hamps de ve
teurs et de 
ontours est également possible ave

ette appro
he. La loi d'évolution de la 
ourbe, basée sur les ensembles de niveaux, estajoutée au modèle dynamique (5.7). Rappelons que dans le 
ontexte des ensembles de ni-veaux, l'évolution de la 
ourbe est modélisée par l'évolution de la surfa
e impli
ite asso
iée.En supposant que la 
ourbe se dépla
e à 
haque instant selon le 
hamp de vitesses w, etdi�use selon un mouvement par 
ourbure moyenne, l'évolution s'é
rit :

∂φ

∂t
+ ∇φ ·w − ǫκ‖∇φ‖ = ν, (5.10)73



où κ représente la 
ourbure et ν le bruit gaussien.Les observations sont 
omposées des 
hamps de ve
teurs bruités et de 
ourbes ferméesdonnées par une méthode de segmentation basique. La te
hnique d'assimilation permetde re
onstruire à la fois les 
hamps de dépla
ements sur toute la séquen
e, mais aussiles 
ontours des stru
tures �uides d'intérêt. Le suivi est appliqué à des séquen
es météo-rologiques, permettant d'une part le suivi d'un 
y
lone, d'autre part le suivi de nuagesà di�érentes altitudes. Pour 
ette dernière appli
ation, les o

ultations partielles dues àla superposition de nuages sont parti
ulièrement problématiques. La présen
e du modèledynamique sous-ja
ent asso
ié au formalisme spatio-temporel permet de gérer 
es o

ulta-tions.5.2.3 Filtrage séquentielL'estimation séquentielle de 
hamps denses de vitesses a ré
emment été formulée dansun 
adre de �ltrage pour une appli
ation en o
éanographie [81℄. Les images proviennent desatellites et représentent des températures de surfa
e de la mer Noire. Un modèle d'évolu-tion des vitesses de 
ir
ulation est �xé à partir d'un modèle bidimensionnel �shallow-water�.L'estimation des 
hamps de vitesses est réalisée à 
haque pas de temps à l'aide d'un es-timateur dense [84℄. Ces estimations sont utilisées pour 
orriger le modèle à l'aide d'uneapproximation du �ltre de Kalman appelée nudging, 
onsistant à rempla
er la matri
e degain du �ltre par une 
onstante �xée a priori (le prin
ipe du �ltre de Kalman sera présentédans le 
hapitre suivant).Notons que dans 
e 
ontexte, le modèle d'évolution est pré
is 
ar il a été 
alibré sur laséquen
e d'images étudiée. Le fait de 
oupler la prédi
tion aux observations fournies parl'estimation des 
hamps semble améliorer la qualité des résultats. Comme pour le suivivariationnel dé
rit pré
édemment, l'intégration du modèle physique vise à améliorer la
ohéren
e temporelle des estimations.Notons que la méthode repose sur l'hypothèse d'équivalen
e entre la vitesse observée surl'image et la vitesse donnée par le modèle d'évolution shallow-water. C'est 
ette hypothèsequi rend l'utilisation d'un �ltre de type Kalman possible. L'approximation par la méthodede nudging permet ensuite d'éviter le 
oût de 
al
ul du �ltre de Kalman pour un espa
ed'état de grande dimension. L'utilisation de �ltres de Kalman de rang réduit adaptés à detels systèmes serait envisageable [133℄.5.3 SynthèseLes méthodes dédiées à l'analyse temporelle des é
oulements �uides à partir de sé-quen
es d'images di�èrent selon l'appli
ation visée.Si l'obje
tif est de suivre un phénomène parti
ulier, il est possible de s'intéresser ausuivi de stru
tures 
ara
téristiques de 
e phénomène. En météorologie par exemple, le suivide dépressions ou de mouvements 
onve
tifs peut être réalisé à travers le suivi des pointssinguliers de l'é
oulement (
entres des vortex et puits/sour
es). En mé
anique des �uides,l'intérêt peut se porter sur la traje
toire temporelle du 
entre d'un vortex. Les méthodesde suivi de 
ontours permettent une analyse plus pré
ise en extrayant les frontières de lastru
ture d'intérêt le long de la séquen
e. Cette information supplémentaire sur l'évolutiondu phénomène peut alors permettre de 
ara
tériser sa nature ou son a
tivité.74



Il est à noter qu'au
une de 
es méthodes de suivi n'intègre une information a priorisur l'évolution du �uide dans le pro
essus d'estimation. Le suivi 
onsiste en fait en unesu

ession d'estimations sur des paires d'images. Le seul a priori 
ouramment utilisé estl'initialisation du problème d'estimation à un instant donné à partir du résultat obtenu àl'instant pré
édent.Lorsque l'obje
tif est de suivre l'é
oulement dans sa globalité, une information densesur le 
hamp de dépla
ements est re
her
hée sur toute la séquen
e. Dans 
e 
ontexte, destravaux ré
ents se sont 
on
entrés sur l'introdu
tion de modèles d'évolution du �uide. Lesméthodes d'estimation présentées dans la première partie de 
e do
ument peuvent théo-riquement être appliquées a�n de traiter su

essivement toutes les paires de la séquen
e.Néanmoins, une telle appro
he ne permet pas de garantir une 
ohéren
e temporelle entreles estimations su

essives. Si la séquen
e est bruitée ou présente des o

ultations impor-tantes (
as des images météorologiques ou o
éanographiques), un pro
essus d'estimationne se basant que sur des paires d'images 
onsé
utives peut rapidement être mis en é
he
.Des 
ontributions ré
entes visent don
 à améliorer la 
ohéren
e temporelle et la ro-bustesse des estimations sur la séquen
e d'images. Ainsi, les méthodes d'estimation densebasées sur une régularisation spatiale du 
hamp de ve
teurs ont été étendues de manièreà intégrer une 
ontrainte temporelle sur l'évolution du �uide. Cette 
ontrainte est baséesur la formulation vorti
ité-vitesse de l'équation de Navier-Stokes. La 
ohéren
e temporelleest améliorée mais les observations passées ne sont pas prises en 
ompte dans le pro
essusd'estimation.Un modèle d'évolution issu de l'équation de Navier-Stokes est également à la basede travaux ré
ents basés sur des te
hniques de suivi variationnel. Dans 
e 
as, le suivitemporel est basé sur des 
on
epts de 
ontr�le optimal. Des estimations bruitées des 
hampsde ve
teurs su

essifs sont lissées et 
orrigées selon le modèle d'évolution. Ces méthodespermettent de re
onstruire les 
hamps de dépla
ements tout au long de la séquen
e, engarantissant la 
ohéren
e temporelle de la solution. Cette appro
he de suivi variationnelpermet en outre de réaliser un suivi simultané de 
hamps de vitesses et de 
ourbes fermées.Elle ajoute don
 une 
ohéren
e temporelle et une robustesse aux méthodes de suivi de
ontours basées sur des extra
tions su

essives. Un des avantages de la méthode de suivivariationnel est que le ve
teur d'état du système peut être de dimension très grande.Néanmoins, une restri
tion est que 
ette méthode repose sur une hypothèse gaussienne,dans le même esprit qu'un lissage de Kalman.Parallèlement à 
e problème de lissage, un suivi temporel basé sur un modèle d'évolutiondu �uide peut être formulé 
omme un problème de prédi
tion et de �ltrage. Nous présentonsle problème du �ltrage dans le 
hapitre suivant. Notre méthode de suivi de 
hamps devitesses, exposée dans le 
hapitre 7, repose sur 
es 
on
epts.
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Chapitre 6Problème de �ltrage sto
hastiqueCe 
hapitre expose le problème du �ltrage sto
hastique et donne des exemples d'appli-
ations, notamment dans le domaine de l'analyse d'images. Tout problème de �ltrage est
onstruit à partir d'un modèle appelé modèle de �ltrage ou modèle à espa
e d'état, dontles di�érentes représentations possibles (en temps dis
ret ou 
ontinu) sont dé
rites dans lapremière partie. Le prin
ipe du �ltrage optimal est ensuite présenté, ainsi que les diversesméthodes de résolution du problème. Les prin
ipes de base des méthodes de résolutionpour les modèles à espa
e d'état linéaires sont rappelés. Les méthodes adaptées au 
asnon linéaire sont en�n présentées, en détaillant parti
ulièrement les méthodes de �ltrageparti
ulaire.La présentation ne détaille pas les fondements théoriques des di�érents problèmes.Nous renvoyons le le
teur vers [5℄ pour la des
ription du �ltre de Kalman et ses extensions.La dérivation du �ltre de Kalman en temps 
ontinu est dé
rite dans [127℄. Con
ernantles méthodes de �ltrage parti
ulaire, nous renvoyons vers les arti
les [55℄ et l'ouvrage deréféren
e [69℄. Les 
ours en ligne [32℄ et [102℄ o�rent une très bonne introdu
tion sur le�ltrage de Kalman et le �ltrage parti
ulaire, et on trouvera dans [8℄ un état de l'art 
ompletsur les méthodes de �ltrage en temps dis
ret et leurs appli
ations dans le domaine del'image. Les travaux théoriques sur la 
onvergen
e des méthodes parti
ulaires sont présentésdans [50℄ et [52℄. L'extension au 
as 
ontinu et les résultats théoriques 
orrespondantspeuvent être lus dans [49, 53℄ et les autres référen
es 
itées dans [51℄.6.1 Modèles à espa
e d'étatUn modèle à espa
e d'état est dé
rit par un 
ouple de pro
essus aléatoires : un pro
essusd'état et un pro
essus d'observation. Ces pro
essus peuvent être dé
rits en temps 
ontinuou dis
ret, 
onduisant à di�érents types de modèles.6.1.1 Cas dis
retDans le 
as dis
ret, le pro
essus d'état (Xk)k≥0 est une 
haîne de Markov de loi ini-tiale p(X0) et de loi de transition p(Xk|Xk−1). Cette loi de transition dé
rit le modèled'évolution de l'état. Les observations (Zk)k≥1 sont supposées indépendantes 
onditionnel-lement à l'état et leur distribution ne dépend que de l'état au même instant. Le pro
essusd'observation est don
 dé
rit par la vraisemblan
e p(Zk|Xk).77



Le modèle à espa
e d'état dans le 
as dis
ret est don
 dé
rit par une 
haîne de Markov
a
hée, dont les dépendan
es sont représentées sur la �gure 6.1. Le modèle est 
omplètementdé
rit par la loi de transition de l'état et la vraisemblan
e, grâ
e aux propriétés markovienneet d'indépendan
e 
onditionnelle des observations :
p(Xk|X0:k−1,Z1:k−1) = p(Xk|Xk−1) (6.1)
p(Zk|X0:k,Z1:k−1) = p(Zk|Xk), (6.2)où X0:k=̂ {X0, ...,Xk} représente l'état jusqu'au temps k et Z1:k=̂ {Z1, ...,Zk} l'ensembledes observations jusqu'au temps k (on suppose qu'on ne dispose pas d'observation à l'ins-tant k = 0). X0 X1 ...Z1 Zk�1

Xk�1 XkZkFig. 6.1: Graphe de dépendan
es du modèle à espa
e d'état dis
ret.Les équations d'état et d'observation asso
iées sont données dans le 
as général par :
Xk = fk−1(Xk−1,Wk−1) (6.3)
Zk = gk(Xk,Vk), (6.4)où (Wk)k≥0 et (Vk)k≥1 sont des bruits blan
s indépendants entre eux.6.1.2 Cas 
ontinu-dis
retUn modèle à espa
e d'état 
ontinu-dis
ret est un modèle où le pro
essus d'état (Xt)t≥0évolue selon une équation di�érentielle sto
hastique, et les observations sont obtenues àdes instants dis
rets tk :

dXt = f(t,Xt)dt + σ(t)dBt (6.5)
Zk = g(Xtk ,Vk), (6.6)où Bt est un mouvement brownien.Le pro
essus solution de 
ette équation di�érentielle sto
hastique est appelé pro
essusde It�. Ce
i provient du fait que l'équation peut être interprétée par une équation intégrale :

Xt = X0 +

∫ t

0
f(s,Xs)ds +

∫ t

0
σ(s)dBs, (6.7)où la première intégrale est dé�nie au sens de Riemann et où on suppose que l'intégralesto
hastique ∫ t0 σ(s)dBs est dé�nie au sens de It�. Nous renvoyons le le
teur à [127℄ pourune présentation des équations di�érentielles sto
hastiques et ses appli
ations, et à [92℄pour une présentation 
omplète mais moins a

essible de la théorie du 
al
ul sto
hastique.78



La propriété markovienne du pro
essus de It� fait que l'on retrouve la propriété d'évo-lution markovienne de l'état, 
omme dans le 
as dis
ret. Le graphe de dépendan
es 
or-respondant à 
e modèle peut être vu 
omme un 
as limite du graphe de dépendan
e dumodèle dis
ret présenté sur la �gure 6.1, ave
 un nombre in�ni d'états entre deux instantsde mesure. Notons que dans 
e modèle 
ontinu-dis
ret, l'intervalle de temps entre deuxinstants de mesure peut évoluer au 
ours du temps. Cet aspe
t est un des avantages parrapport à une formulation purement dis
rète.6.1.3 Cas 
ontinuUn modèle à espa
e d'état entièrement dé�ni en temps 
ontinu 
orrespond au 
as li-mite où les intervalles de temps entre les états su

essifs et les observations 
orrespondantestendent vers zéro. Le modèle peut alors être dé
rit par deux équations di�érentielles sto-
hastiques dé
rivant les pro
essus d'état et de mesure :
dXt = f(t,Xt)dt + σ(t)dBX

t , (6.8)
dZt = g(t,Xt)dt+ η(t)dBZ

t , (6.9)où BX
t et BZ

t sont deux mouvements browniens indépendants.6.2 Exemples d'appli
ationsDe nombreux phénomènes peuvent être modélisés sous la forme d'un modèle à espa
ed'état, dans le but de résoudre un problème de �ltrage. On ren
ontre des appli
ationsen traitement du signal, en vision par ordinateur, en physique, en biologie, en s
ien
esenvironnementales, en �nan
e, et d'autres domaines.En traitement du signal, les appli
ations 
on
ernées peuvent être la restauration d'unsignal audio [68℄, la séparation de sour
es [7℄, le traitement de la parole [154℄, le suivi de
ibles [14, 29℄ ou multi
ibles [13℄. En vision par ordinateur, les appli
ations sont majori-tairement liées au suivi d'entités dans des images[10, 85, 135℄.Certains modèles biologiques peuvent être dé
rits par un modèle à espa
e d'état, 
ommepar exemple la propagation des maladies infe
tieuses [6, 77℄, 
ertains pro
essus dynamiquestels que l'a

roissement d'une population, les modèles prédateur-proie [121℄ ou le mouve-ment de 
ellules [83℄. Des appli
ations en s
ien
e environnementale existent en o
éanogra-phie [21, 81℄, en météorologie [79, 80℄.Un exemple d'appli
ation en �nan
e 
on
erne les modèles de volatilité sto
hastiques[34℄. Dans un 
ontexte plus général, des représentations sous forme de modèles à espa
ed'état peuvent être utilisées pour l'analyse de séries temporelles [56, 72℄.Selon l'appli
ation, les modèles peuvent être formulés de manière dis
rète, 
ontinue-dis
rète, ou entièrement 
ontinue. Ainsi, les modèles utilisés en analyse d'images sontusuellement dé
rits sous forme dis
rète. Une présentation plus détaillée des types de mo-délisations employés dans 
e domaine sera e�e
tuée dans la se
tion suivante.Lorsque les modèles sont 
onstruits selon des pro
essus physiques, 
himiques ou é
o-nomiques et sont asso
iés à des observations dis
rètes fournies par des 
apteurs, il estpar 
ontre naturel de faire appel à une modélisation 
ontinue-dis
rète. Cette situation79



se ren
ontre en o
éanographie, en météorologie, ou en
ore en �nan
e. Notons égalementl'existen
e de modèles 
ontinus-dis
rets en suivi de 
ibles et surtout en suivi multi-
ibles,permettant de gérer plus fa
ilement l'apparition asyn
hrone des mesures.Une modélisation 
omplètement 
ontinue est plus rarement utilisée en pratique. Unexemple est l'analyse de signaux analogiques dé
rits en temps 
ontinu, et où le pro
es-sus d'observation est une version bruitée du signal, dé
rite en temps 
ontinu également.Certaines modélisations en analyse �nan
ière supposent également que les observationsarrivent de manière 
ontinue.6.3 Modélisations existantes en analyse d'imagesDans le domaine de l'analyse d'images, les modèles à espa
e d'état asso
iés à uneproblématique de �ltrage sont généralement utilisés pour résoudre des problèmes de suivi.Les appli
ations sont nombreuses et di�èrent selon le type de l'entité suivie. L'intérêtpeut être porté sur le suivi de points d'intérêt pour la re
onstru
tion 3D, la robotique,la réalité augmentée ou l'imagerie médi
ale. Le suivi peut également 
on
erner des objetspour la 
ompression vidéo et l'imagerie multimédia en général, ou des personnes pour la
onstru
tion de systèmes d'aide ou de surveillan
e.D'autres appli
ations peuvent être ren
ontrées, telles que le problème de séparationde sour
es en astrophysique [46℄ ou en
ore le débruitage d'images [12℄. Néanmoins 
esappli
ations restent marginales et nous nous 
on
entrons i
i sur les problèmes de suivi.Pour les appli
ations de suivi, la 
onstru
tion du modèle à espa
e d'état dépend de lanature de l'objet à suivre et de l'information dont on dispose sur 
et objet.Lorsque le mouvement de l'objet peut être dé
rit par un nombre de 
lasses limité, il estpossible de 
onstruire un modèle d'évolution a priori de l'état par apprentissage [26, 126℄.Ces modélisations 
on
ernent par exemple le mouvement du 
orps humain ou d'une main[86, 138℄. Si le nombre de 
lasses 
ara
térisant l'objet est trop élevé, la 
onnaissan
e del'évolution de l'état peut reposer sur une base de données détaillée d'exemples [148℄.La situation la plus fréquente est 
ependant 
elle où au
une information parti
ulièren'est disponible sur le mouvement de l'objet à suivre. Les modèles d'état les plus 
ou-ramment utilisés sont alors des modèles peu informatifs, du type modèle autorégressif aupremier ou au se
ond ordre [25, 135℄. La faiblesse de 
es modèles est généralement 
om-pensée par des modèles d'observation très informatifs. La nature des observations extraitesde l'image est liée à la représentation de l'objet à suivre. Les observations peuvent être
onstituées d'informations sur les 
ontours [85℄, sur des distributions de 
ouleur [135℄. Desinformations de mouvement peuvent également être prises en 
ompte [132, 155℄.Lorsque le modèle de mouvement de l'objet n'est pas 
onnu, une alternative 
onsisteà utiliser une information de mouvement pour dé�nir la loi d'évolution de l'état. Dans
e 
as, le mouvement est estimé à partir des images. Le modèle d'évolution est don
 trèsinformatif, et peut être asso
ié à un modèle d'observation plus simple. Ce type de modèleà espa
e d'état a 
onduit à une nouvelle 
lasse de méthodes de suivi de points ou d'objetsplans [9, 10℄.
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6.4 Filtrage optimal6.4.1 Cas dis
retDans le 
as dis
ret on 
onsidère un système à espa
e d'état ((Xk)k≥0, (Zk)k≥1) dé�nipar (6.2), de loi de transition p(Xk|Xk−1) et de vraisemblan
e p(Xk|Zk).Le problème du �ltrage 
onsiste à estimer la distribution 
onditionnelle p(Xk|Z1:k),appelée distribution de �ltrage. Le �ltre bayésien optimal permet de 
al
uler 
ette dis-tribution de manière ré
ursive en deux étapes : une étape de prédi
tion et une étape de
orre
tion.
• L'étape de prédi
tion permet de déterminer la distribution de �ltrage prédite à l'étape
k, 
onnaissant la distribution de �ltrage à l'étape k − 1 :

p(Xk|Z1:k−1) =

∫
p(Xk|Xk−1,Z1:k−1)p(Xk−1|Z1:k−1)dXk−1 (6.10)

=

∫
p(Xk|Xk−1)p(Xk−1|Z1:k−1)dXk−1 (6.11)

• L'étape de 
orre
tion fait intervenir la nouvelle observation et permet le 
al
ul de ladistribution de �ltrage à l'étape k à partir de la distribution de �ltrage prédite :
p(Xk|Z1:k) =

p(Zk|Xk,Z1:k−1)p(Xk|Z1:k−1)

p(Zk|Z1:k−1)
(6.12)

=
p(Zk|Xk)p(Xk|Z1:k−1)∫
p(Zk|Xk)p(Xk|Z1:k−1)dXk

(6.13)6.4.2 Cas 
ontinu-dis
retLe modèle à espa
e d'état est dé�ni dans le 
as 
ontinu-dis
ret par (6.6). L'obje
tifest d'estimer la distribution de �ltrage p(Xtk |Z1:k), où tk 
orrespond aux instants d'ob-servations. Nous présentons le 
as 
ontinu-dis
ret 
omme une extension du 
as dis
ret. Enthéorie, la solution du �ltrage optimal peut alors être obtenue en deux étapes 
omme dansle 
as dis
ret :
• L'étape de prédi
tion détermine la distribution de �ltrage prédite p(Xtk |Z1:k−1) àpartir de la distribution de �ltrage à l'instant de mesure pré
édent tk−1 :

p(Xtk |Z1:k−1) =

∫
p(Xtk |Xtk−1

)p(Xtk−1
|Z1:k−1)dXtk−1

(6.14)Il est à noter que l'expression de la loi de transition p(Xtk |Xtk−1
) entre deux instantsd'observation tk−1 et tk n'est 
onnue que dans le 
as parti
ulier de modèles simples(linéaires et gaussiens par exemple, voir se
tion 6.5.1).

• L'étape de 
orre
tion fait intervenir la nouvelle observation et permet le 
al
ul dela distribution de �ltrage à l'étape tk à partir de la distribution de �ltrage prédite,
omme dans le 
as dis
ret : 81



p(Xtk |Z1:k) =
p(Zk|Xtk)p(Xtk |Z1:k−1)∫

p(Zk|Xtk)p(Xtk |Z1:k−1)dXtk

(6.15)Dans le 
as 
ontinu-dis
ret, la distribution de �ltrage n'est don
 
al
ulée qu'aux instantsd'observations. Elle existe sous une forme prédite entre deux instants d'observation tk−1et tk et peut être dé�nie par p(Xt|Z1:k−1) pour tk−1 < t < tk.6.4.3 Cas 
ontinuDans le 
as 
ontinu, on 
her
he à estimer la distribution de �ltrage p(Xt| {Zs, s ≤ t}).La loi de �ltrage est solution d'une équation aux dérivées partielles sto
hastique appeléeéquation de Kushner-Stratonovit
h, ou équation de Zakai dans sa version non normalisée[160℄.6.5 Résolution du �ltre optimal6.5.1 Filtre de KalmanCas dis
retLe �ltre de Kalman à temps dis
ret [90℄ fournit la solution du problème de �ltrageoptimal lorsque les modèles d'état et de mesure sont linéaires et gaussiens :
Xk = Ak−1Xk−1 + Wk−1, (6.16)
Zk = HkXk + Vk, (6.17)où X0 ∼ N (X̂0,Σ0), Wk−1 ∼ N (0, Qk−1), Vk ∼ N (0, Rk).Le système peut don
 se réé
rire :

p(Xk|Xk−1) = N (Ak−1Xk−1, Qk−1), (6.18)
p(Zk|Xk) = N (HkXk, Rk). (6.19)La distribution de �ltrage p(Xk|Z1:k) est déterminée en deux étapes, 
omme dé
ritdans la se
tion 6.4. L'étape de prédi
tion vise à déterminer p(Xk|Z1:k−1) à partir de

p(Xk−1|Z1:k−1), puis la prédi
tion est 
orrigée par la nouvelle observation Zk.Le modèle à espa
e d'état étant linéaire et gaussien, les distributions d'intérêt sontgaussiennes : p(Xk|Z1:k−1) = N (X̂−
k ,Σ

−
k ) et p(Xk|Z1:k) = N (X̂k,Σk). Le �ltre de Kal-man 
onsiste don
 à 
al
uler ré
ursivement les espéran
es et 
ovarian
es 
ara
térisant 
esdistributions.

• Étape de prédi
tion
X̂−
k = Ak−1X̂k−1 (6.20)

Σ−
k = Ak−1Σk−1A

T
k−1 +Qk−1 (6.21)82



• Étape de 
orre
tion
Kk = Σ−

kH
T
k (HkΣ

−
kH

T
k +Rk)

−1 (6.22)
X̂k = X̂−

k +Kk

[
(Zk −HkX̂

−
k )
] (6.23)

Σk = (Id−KkHk)Σ
−
k , (6.24)où la matri
e Kk est appelée matri
e de gain de Kalman.Cas 
ontinu-dis
retLe �ltre de Kalman à temps 
ontinu-dis
ret [87℄ fournit la solution du problème de�ltrage optimal lorsque le modèle d'évolution est une équation di�érentielle sto
hastiquelinéaire, asso
iée à un pro
essus d'observations dis
ret :

dXt = AtXtdt+ σtdBt, (6.25)
Zk = HkXtk + Vk. (6.26)Comme dans le 
as dis
ret, la distribution de �ltrage re
her
hée est une loi gaussienne :
p(Xtk |Z1:k) = N (X̂tk ,Σtk), (6.27)dont la moyenne X̂tk et la 
ovarian
e Σtk sont 
al
ulées ré
ursivement grâ
e aux étapes deprédi
tion et de 
orre
tion du �ltre.

• Étape de prédi
tionCette étape 
onsiste à intégrer les équations di�érentielles :
dX̂t

dt
= AtX̂t, (6.28)

dΣt

dt
= AtΣt + ΣtA

T
t + σtσ

T
t , (6.29)à partir des 
onditions initiales (X̂tk−1

,Σtk−1
) et jusqu'à l'instant tk, 
onduisant à lamoyenne X̂−

tk
et à la 
ovarian
e Σ−

tk
de la distribution de �ltrage prédite.

• Étape de 
orre
tionCette étape est identique au 
as dis
ret :
Kk = Σ−

tk
HT
k (HkΣ

−
tk
HT
k +Rk)

−1 (6.30)
X̂tk = X̂−

tk
+Kk[(Zk −HkX̂

−
tk

)] (6.31)
Σtk = (Id−KkHk)Σ

−
tk

(6.32)
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Cas 
ontinuLorsque les équations d'état et de mesure sont deux équations di�érentielles sto
has-tiques linéaires :
dXt = AtXtdt+ σtdB

X
t , (6.33)

dZt = HtXtdt + νtdB
Z
t , (6.34)le problème de �ltrage est résolu par le �ltre de Kalman-Bu
y [91℄. La moyenne de ladistribution de �ltrage re
her
hée est solution d'une équation di�érentielle sto
hastique,tandis que la 
ovarian
e est solution d'une équation di�érentielle de type Ri
atti :

dX̂t = (At −KtHt)X̂tdt+KtdZt, (6.35)
dΣt

dt
= AtΣt + ΣtA

T
t − ΣtH

T
t (νtν

T
t )−1HtΣt, (6.36)où Kt = ΣtHt(νtν

T
t )−1.6.5.2 ExtensionsDans le 
as général où le modèle à espa
e d'état ne peut pas être dé
rit par un systèmelinéaire et gaussien, la solution du problème de �ltrage optimal n'est plus né
essairementgaussienne et les équations du �ltre de Kalman ne sont plus valides. Il est alors né
essairede 
onstruire des �ltres appro
hés.Considérons un modèle à espa
e d'état de la forme :

Xk = fk−1(Xk−1) + Wk−1 (6.37)
Zk = gk(Xk) + Vk, (6.38)où Wk−1 et Vk sont des bruits additifs, indépendants entre eux, de moyennes nulles et dematri
es de 
ovarian
e Qk−1 et Rk.Filtre de Kalman étenduL'idée du �ltre de Kalman étendu [87℄ est de linéariser le système (6.38) a�n de pouvoirappliquer la te
hnique du �ltre de Kalman. Pour la phase de prédi
tion, l'équation d'étatest linéarisée autour de l'estimation pré
édente de l'état X̂k−1. Pour la phase de 
orre
tion,l'équation de mesure est linéarisée autour de la prédi
tion X̂−

k .Citons également le �ltre par mélange de lois gaussiennes [2℄ qui appro
he la loi de�ltrage par un mélange de densités gaussiennes et applique un ban
 de �ltres de Kalmanétendus au système.Le �ltre de Kalman étendu peut également être formulé pour un modèle à espa
e d'état
ontinu-dis
ret. La te
hnique est alors basée sur une approximation linéaire de l'équationdi�érentielle sto
hastique dé
rivant l'évolution de l'état. Il est ainsi possible de 
onstruireune approximation des équations de propagation de la moyenne et de la 
ovarian
e, parun développement de Taylor de la fon
tion f . Les étapes de prédi
tion et de 
orre
tion du�ltre de Kalman 
ontinu-dis
ret (dé
rit se
tion 6.5.1) peuvent ensuite être appliquées.84



Filtre de Kalman uns
entedLe �ltre de Kalman uns
ented [88, 89℄ est une alternative intéressante au �ltre deKalman étendu puisqu'il ne repose pas sur une linéarisation des équations dé
rivant lesystème. La distribution de �ltrage p(Xk|Z1:k) est appro
hée par une loi gaussienne, dontles moments sont 
al
ulés à l'aide d'une formule de quadrature sur des points 
hoisis demanière déterministe. Ces points sont propagés dire
tement à travers les non linéarités dumodèle, 
onduisant à une approximation plus pré
ise des moments.Des auteurs se sont ré
emment pen
hés sur la formulation de 
e �ltre dans le 
as
ontinu-dis
ret [143, 149℄. La solution de l'équation di�érentielle sto
hastique dé
rivantl'évolution de l'état peut être appro
hée par un pro
essus gaussien en utilisant une formeà temps 
ontinu de l'approximation uns
ented.Filtre de Kalman d'ensembleLe �ltre de Kalman d'ensemble [59, 60℄ est une autre approximation du �ltre de Kal-man pour un modèle non linéaire, permettant de traiter des distributions multimodales.Cette méthode repose sur une approximation de type Monte-Carlo (dé
rite dans la se
tion6.5.3) permettant de dé
rire la distribution de probabilité initiale à partir d'un nombre �nid'éléments, qui sont ensuite propagés à travers le modèle d'évolution non linéaire. L'étapede 
orre
tion du �ltre de Kalman est ensuite appliquée à 
haque élément. Le 
al
ul de lamatri
e de gain est appro
hé à l'aide de la 
ovarian
e empirique 
al
ulée sur l'ensembledes éléments.L'approximation de type Monte-Carlo permet de traiter les moments d'ordre élevé dela distribution lors de la phase de prédi
tion. Cependant, l'étape de 
orre
tion du �ltrede Kalman d'ensemble est basée sur une hypothèse linéaire gaussienne. Cela signi�e quemême si la distribution de �ltrage prédite 
ontient de l'information sur les moments élévés,la distribution de �ltrage �nale n'est qu'une transformation linéaire de la prédi
tion. Le�ltre de Kalman d'ensemble ne résout don
 qu'une partie du problème de �ltrage nonlinéaire. Lorsque l'équation de mesure est non linéaire, la mise en pla
e d'une étape de
orre
tion non linéaire est possible mais plus di�
ile à utiliser en pratique [60℄.6.5.3 Filtrage parti
ulaireLe �ltrage parti
ulaire est une méthode de Monte Carlo séquentielle, permettant d'ap-pro
her la solution d'un problème de �ltrage non linéaire à temps dis
ret. La méthode
onsiste en un é
hantillonnage pondéré séquentiel ave
 réé
hantillonnage.Prin
ipe de Monte-CarloSoit p(x) une distribution de probabilité que l'on 
her
he à appro
her a�n de 
al
ulerl'intégrale :
I(φ(x)) =

∫
φ(x)p(x)dx, (6.39)pour une fon
tion φ donnée.La densité p(x) peut être appro
hée par une loi dis
rète pN(x) à l'aide d'un é
hantillonde N variables aléatoires i.i.d de loi de densité p(x) :85



pN (x) =
1

N

N∑

i=1

δx(i)(x). (6.40)Les intégrales I(φ(x)) peuvent alors être appro
hées par des sommes :
I(φ(x)) ≃ IN (φ(x)) =

1

N

N∑

i=1

φ(x(i)), (6.41)telles que IN p.s.−−−−→
N→∞

I d'après la loi des grands nombres. La vitesse de 
onvergen
e estdonnée par le théorème 
entral limite :
√
N

σ
(IN − I)

loi−−−−→
N→∞

N (0, 1), (6.42)où σ2 = var(φ(x)). La vitesse de 
onvergen
e de l'estimateur ne dépend don
 que de N , etpas de la taille de l'espa
e.É
hantillonnage pondéréSi on sait é
hantillonner selon p(x) on peut utiliser dire
tement l'approximation 6.40pour appro
her la densité. Sinon, il est possible de faire appel à une méthode dite d'é
han-tillonnage pondéré ("importan
e sampling"). Supposons que l'on dispose d'une autreloi π(x) appelée fon
tion d'importan
e dont le support in
lut le support de p(x) (i.e.
p(x) > 0 ⇒ π(x) > 0). Alors :

I(φ(x)) =

∫
φ(x)p(x)dx =

∫
φ(x)

p(x)

π(x)
π(x)dx. (6.43)À partir d'un N -é
hantillon {x(i)}i=1:N de la loi π(x) on peut don
 é
rire :

I(φ(x)) ≃
N∑

i=1

w(i)φ(x(i)), (6.44)où w(i) = p(x(i))

π(x(i))
.Si on sait é
hantillonner selon la loi d'importan
e π(x) et évaluer les poids d'importan
e

w(i) asso
iés, la densité obje
tif p(x) peut don
 être appro
hée par :
pN (x) =

N∑

i=1

w(i)δx(i)(x). (6.45)Le prin
ipe d'é
hantillonnage pondéré peut être appliqué au 
adre du �ltrage bayésienoù la loi obje
tif est la loi p(Xk|Z1:k). Ce
i 
onduit aux méthodes d'é
hantillonnage pondéréséquentiel.
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É
hantillonnage pondéré séquentielOn 
onsidère le problème de �ltrage non linéaire en temps dis
ret, asso
ié au modèle àespa
e d'état (6.2). L'appro
he Monte-Carlo du problème de �ltrage 
onsiste à appro
herà l'aide d'é
hantillons la loi de �ltrage p(Xk|Z1:k) ainsi que toute espéran
e de la forme
E [φ(Xk)|Z1:k] relative à 
ette loi.Un problème plus général 
onsiste à appro
her la distribution p(X0:k|Z1:k) des traje
-toires. La résolution séquentielle de 
e problème vise à résoudre le problème de �ltrage enne 
onsidérant que les extrémités des traje
toires.La méthode d'é
hantillonnage pondéré dé
rite pré
édemment peut être appliquée, enutilisant une fon
tion d'importan
e π(X0:k|Z1:k). A�n de permettre un é
hantillonnagepondéré séquentiel au fur et à mesure de l'arrivée des données, 
ette fon
tion d'importan
epeut être 
hoisie de sorte que :

π(X0:k|Z1:k) =

k∏

j=1

π(Xj |X0:j−1,Z1:j). (6.46)En utilisant le théorème de Bayes et les propriétés d'indépendan
e dé�nies dans lase
tion 6.1.1, la loi p(X0:k|Z1:k) est exprimée en fon
tion de p(Zk|Xk), p(Xk|Xk−1) et
p(X0:k−1|Z1:k−1) :

p(X0:k|Z1:k) ∝ p(Zk|Xk)p(Xk|Xk−1)p(X0:k−1|Z1:k−1). (6.47)Il est alors possible de 
onstruire une formule ré
ursive de 
al
ul des poids d'importan
e :
w

(i)
k =

p(X
(i)
0:k|Z1:k)

π(X
(i)
0:k|Z1:k)

, (6.48)
w

(i)
k ∝ w

(i)
k−1

p(Zk|X(i)
k )p(X

(i)
k |X(i)

k−1)

π(X
(i)
k |X(i)

0:k−1,Z1:k)
. (6.49)La résolution du problème de �ltrage peut �nalement s'e�e
tuer de manière ré
ursive,ave
 les deux étapes de prédi
tion et de 
orre
tion suivantes :

• Étape de prédi
tion
X

(i)
k ∼ π(Xk|X(i)

0:k−1,Z1:k), i = 1 : N (6.50)
• Étape de 
orre
tion

w
(i)
k ∝ w

(i)
k−1

p(Zk|X(i)
k )p(X

(i)
k |X(i)

k−1)

π(X
(i)
k |X(i)

0:k−1,Z1:k)
, i = 1 : N et N∑

i=1

w
(i)
k = 1. (6.51)L'estimation de la loi p(X0:k|Z1:k) s'exprime don
 de manière séquentielle. Chaque tra-je
toire X

(i)
0:k−1 est prolongée d'un nouvel état X

(i)
k tiré selon la fon
tion d'importan
e. Lepoids de 
haque traje
toire est ensuite 
orrigé à partir de l'information apportée par la87



nouvelle observation. L'approximation de Monte-Carlo permet alors d'appro
her la distri-bution jointe p(X0:k|Z1:k) :
p(X0:k|Z1:k) ≃

N∑

i=1

w
(i)
k δX(i)

0:k

(X0:k), (6.52)ou la distribution de �ltrage p(Xk|Z1:k) :
p(Xk|Z1:k) ≃

N∑

i=1

w
(i)
k δX(i)

k

(Xk), (6.53)et toute quantité de la forme :
E [φ(Xk)|Z1:k] ≃

N∑

i=1

w
(i)
k φ(X

(i)
k ) (6.54)Dégénéres
en
e et réé
hantillonnageIl est 
onnu que l'utilisation de l'é
hantillonnage pondéré séquentiel dans sa versionbrute 
onduit rapidement à une mauvaise estimation de la distribution de �ltrage. Enpratique, on observe une augmentation de la varian
e des poids dans le temps et tous lespoids sauf un vont rapidement tendre vers zéro [97℄. Idéalement, toutes les traje
toiresdevraient avoir une importan
e égale dans l'approximation.Le re
ours aux méthodes de réé
hantillonnage permet d'éviter 
e problème. L'idéeest de modi�er l'ensemble 
ourant d'é
hantillons à l'aide d'une étape de séle
tion. Laséle
tion va 
onsister à éliminer les é
hantillons les plus faiblement pondérés et dupliquerles é
hantillons de poids forts. Il est possible de dé
ider si le réé
hantillonnage est né
essaireou pas en s'appuyant sur un 
ritère tel que le nombre e�
a
e de parti
ules :

Neff =
1

∑
i=1N(w

(i)
k )2

. (6.55)Si 
e nombre est pro
he de N les parti
ules sont d'importan
es égales. La dégénéres
en
edes poids est déte
tée lorsque Neff devient faible.La te
hnique de réé
hantillonnage 
lassique 
onsiste à e�e
tuer un tirage ave
 remiseparmi {X(i)
k }i=1:N , proportionnellement aux poids {w(i)

k }i=1:N . Cette appro
he, 
onnuesous le nom de réé
hantillonnage multinomial, assure que le nombre de des
endants Ni de
haque parti
ule est proportionnel à son poids (i.e. E(Ni) = Nw
(i)
k ). D'autres méthodesont été proposées, assurant également 
ette 
ontrainte mais 
onduisant à une varian
e plusfaible. Ainsi, le réé
hantillonnage résiduel [106℄ ou strati�é [94℄ permettent de réduire lavarian
e. Une 
omparaison théorique de 
es méthodes est proposée par [54℄.Distribution d'importan
eL'asso
iation de l'é
hantillonnage pondéré séquentiel à une te
hnique de réé
hantillon-nage 
onstitue la méthode du �ltrage parti
ulaire dans sa forme générique. Une distributiond'importan
e π(Xk|X(i)

k−1,Z1:k) doit ensuite être 
hoisie pour mettre en pla
e l'algorithme.88



La première solution est de 
hoisir 
omme distribution d'importan
e la loi de transitionde l'état :
π(Xk|X(i)

0:k−1,Z1:k) = p(Xk|X(i)
k−1). (6.56)Ce 
hoix 
onduit au �ltre parti
ulaire bootstrap [70℄. La formule de mise à jour des poids(6.51) s'é
rit dans 
e 
as :

w
(i)
k ∝ w

(i)
k−1p(Zk|X

(i)
k ). (6.57)A�n de limiter le problème de dégénéres
en
e dû à l'augmentation de la varian
e despoids, une autre solution est de 
hoisir une distribution d'importan
e minimisant 
ettevarian
e [55℄. La distribution remplissant 
ette 
ondition est la suivante :

π(Xk|X(i)
0:k−1,Z1:k) = p(Xk|X(i)

k−1,Zk), (6.58)
onduisant à la formule de mise à jour :
w

(i)
k ∝ w

(i)
k−1p(Zk|X

(i)
k−1). (6.59)Cette distribution est usuellement quali�ée d'optimale dans le sens où le 
ontr�le de lavarian
e des poids évite la divergen
e de l'algorithme. D'autres 
ritères d'optimalité pour-raient néanmoins être proposés. L'utilisation de 
ette fon
tion d'importan
e donne de bonsrésultats en pratique 
ar l'étape de prédi
tion prend en 
ompte l'information apportée parla nouvelle observation Zk. Cependant, son utilisation n'est possible que pour une 
lassespé
i�que de modèles à espa
e d'état. Il est en e�et né
essaire de savoir é
hantillonnerselon p(Xk|X(i)

k−1,Zk) et d'être 
apable d'évaluer p(Zk|X(i)
k−1) pour 
orriger les poids. Il estmontré dans [55℄ que 
es 
onditions sont réunies pour des modèles de la forme suivante :

Xk = fk−1(Xk−1) + Wk−1, (6.60)
Zk = AkXk + Vk, (6.61)où la fon
tion f peut être non linéaire. L'extension au 
as où la vraisemblan
e est modéliséepar un mélange de lois gaussiennes permet également de remplir 
es 
onditions [9℄.Pour une 
lasse générale de modèles à espa
e d'états, plusieurs méthodes ont été propo-sées permettant d'intégrer l'information apportée par la nouvelle observation dans la phasede prédi
tion du �ltre. Certaines méthodes sont basées sur une approximation gaussiennede la distribution d'importan
e optimale. Les �ltres 
orrespondants sont appelés �ltre par-ti
ulaire extended [55℄ ou �ltre parti
ulaire uns
ented [119℄. D'autres méthodes prennenten 
ompte la nouvelle observation dans l'étape de prédi
tion du �ltre en introduisant unevariable auxiliaire [134℄.Cas 
ontinu-dis
retNous nous replaçons dans le 
as d'un modèle à espa
e d'état 
ontinu-dis
ret de laforme : 89



dXt = f(t,Xt)dt + σ(t,Xt)dBt (6.62)
Zk = g(Xtk ,Vk). (6.63)Dans le 
as où la distribution d'importan
e 
hoisie est la loi transition de l'état entredeux instants d'observation p(Xtk |X

(i)
tk−1

) 
omme pour le �ltre parti
ulaire bootstrap, le�ltre peut aisément être étendu au 
as 
ontinu-dis
ret. Les étapes de prédi
tion et de
orre
tion sont en e�et les suivantes :
• Étape de prédi
tion

X
(i)
tk

∼ p(Xtk |X
(i)
tk−1

), i = 1 : N. (6.64)
• Étape de 
orre
tion

w
(i)
k ∝ w

(i)
k−1p(Zk|X

(i)
tk

). (6.65)L'étape de prédi
tion 
onsiste à é
hantillonner des parti
ules X
(i)
tk

selon la loi
p(Xtk |X

(i)
tk−1

). Ce
i peut se faire en simulant des traje
toires {X(i)
t : tk−1 ≤ t ≤ tk}i=1:Nselon l'équation di�érentielle sto
hastique dé
rivant l'évolution de l'état :

dX
(i)
t = f(t,X

(i)
t )dt+ σ(t,X

(i)
t )dB

(i)
t , (6.66)à partir des 
onditions initiales {X(i)

tk−1
}i=1:N , où {B(i)

t }i=1:N sont des mouvements brow-niens indépendants. L'étape de 
orre
tion du �ltre est similaire au 
as dis
ret.La simulation selon (6.66) peut se faire grâ
e au s
héma d'Euler ou à d'autres méthodesde simulation d'équations di�érentielles sto
hastiques [95℄. La simulation par le s
hémad'Euler se réalise de la manière suivante :
X

(i)
t+∆t = X

(i)
t + f(X

(i)
t )∆t+ σ(X

(i)
t )(B

(i)
t+∆t − B

(i)
t ), (6.67)où les in
réments B

(i)
t+∆t−B

(i)
t sont des bruits gaussiens indépendants de moyenne nulle etde varian
e ∆t. Il est à noter que le pas de dis
rétisation ∆t de la simulation est beau
oupplus petit que l'intervalle de temps tk − tk−1 entre deux observations.On trouvera une analyse des propriétés théoriques de 
ette méthode de �ltrage en temps
ontinu-dis
ret dans [53℄.Cas 
ontinuDans la se
tion 6.4.3 nous avons brièvement évoqué le fait que le problème de �ltrageen temps 
ontinu est dé
rit par l'équation de Kushner-Stratanovi
h. Dans le 
adre linéaire,nous avons vu que la solution était donnée par le �ltre de Kalman-Bu
y. Dans un 
ontextenon linéaire, il est né
essaire de faire appel à des s
hémas d'approximation, 
omme dansle 
as dis
ret. Ainsi, [49℄ asso
ie un s
héma de dis
rétisation temporelle des équations du�ltrage à une approximation parti
ulaire. Cette appro
he présente don
 une formulationdu �ltrage parti
ulaire adaptée au �ltrage en temps 
ontinu. Notons que 
omme pour le�ltre bootstrap, l'étape de prédi
tion du �ltre est basée sur le modèle d'évolution de l'étatuniquement et n'in
lut pas l'information apportée par les mesures.90



6.6 SynthèseSelon la nature du problème de �ltrage à résoudre, le modèle à espa
e d'état dé
rivantle problème peut être dé�ni de manière dis
rète, 
ontinue-dis
rète, ou totalement 
onti-nue. Les di�érents modèles ont été présentés dans la première partie de 
e 
hapitre. Desexemples d'appli
ations ont brièvement été dé
rits, puis l'a

ent a été mis sur les typesde modélisation ren
ontrés dans le domaine de l'image. Les problèmes de suivi par �ltragedans 
e domaine sont usuellement dé
rits de manière dis
rète. Dans les appli
ations viséesil est en e�et très rare d'avoir une information pré
ise sur l'évolution de l'entité à suivre.Une information sur le dépla
ement peut être extraite à partir des données des images etintroduite dans le modèle d'évolution. Néanmoins la nature du modèle résultant demeuredis
rète.L'appro
he doit être di�érente lorsqu'on s'intéresse à un phénomène dont la loi d'évo-lution (physique ou biologique par exemple) est 
onnue et 
ontinue par nature. Une mo-délisation 
ontinue est plus appropriée dans 
e 
as. Cette appro
he présente l'avantage derespe
ter le 
ara
tère 
ontinu du phénomène et de fournir une information sur son évolutionentre les instants d'observations. Cet aspe
t est 
ru
ial lorsqu'on s'intéresse à des phéno-mènes fortement non linéaires et 
haotiques, surtout si les observations fournies par les
apteurs sont très espa
ées dans le temps. Dans 
e 
as, une modélisation 
ontinue-dis
rèteest pleinement justi�ée. Nous présentons dans le 
hapitre suivant un exemple d'une tellemodélisation. Dans 
e 
as l'évolution d'un pro
essus selon une loi physique est asso
iée àdes observations fournies par des images, dans un 
ontexte où la fréquen
e d'a
quisitionpeut être faible (données fournies par des satellites par exemple).La méthode de résolution du problème de �ltrage est ensuite 
hoisie en fon
tion dumodèle à espa
e d'état dé
rivant le système. Nous avons vu que le �ltre de Kalman donne lasolution dans un 
as linéaire et gaussien. Pour des modèles non linéaires, il est né
essaire defaire appel à des méthodes d'approximation des équations du �ltrage. Dans le 
as de faiblesnon linéarités et de distributions de �ltrage pouvant être 
onsidérées 
omme monomodales,des extensions dire
tes du �ltre de Kalman sont appli
ables. En présen
e de non linéaritésimportantes et de distributions multimodales, des approximations de type Monte Carloont été 
onstruites. Dans le 
ontexte du �ltrage, le prin
ipe de Monte Carlo a ainsi 
onduitau développement de la méthode du �ltrage parti
ulaire, que nous avons dé
rite dans ladernière partie de 
e 
hapitre.
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Chapitre 7Suivi de 
hamps de vitesses par�ltrage sto
hastique non linéaireCe 
hapitre propose une formulation du problème de suivi de 
hamps de vitesses dansun 
adre de �ltrage bayésien, et présente une méthode de résolution adaptée.La première partie du 
hapitre s'intéresse à la dé�nition du modèle à espa
e d'étatasso
ié au problème de �ltrage. Une étape 
ru
iale dans la 
onstru
tion du modèle est ladé�nition d'une représentation de taille réduite du 
hamp de vitesses, a�n que la mise enpla
e du �ltrage soit réalisable en pratique. La loi d'évolution de l'état doit ensuite être
ara
térisée, en tenant 
ompte de la nature 
ontinue du phénomène physique sous-ja
ent.En�n, la relation liant l'état aux observations brutes fournies par la séquen
e d'imagesdoit être 
ara
térisée. La deuxième partie du 
hapitre expose la méthode de résolution duproblème de �ltrage optimal adaptée à 
e modèle à espa
e d'état, 
onduisant au suivi des
hamps de vitesses sur toute la séquen
e.7.1 Constru
tion du modèle de �ltrageIl est à noter que la méthode proposée est adaptée aux suivi de 
hamps de ve
teurssolénoïdaux (à divergen
e nulle). La 
onstru
tion du modèle de �ltrage présentée 
i-aprèsest don
 basée sur 
ette hypothèse. Lorsque des mouvements divergents sont présents ilest né
essaire d'estimer la 
omposante irrotationnelle 
orrespondante à partir des pairesd'images 
onsé
utives de la séquen
e.7.1.1 Représentation réduite de l'étatLes méthodes de �ltrage dé
rites dans le 
hapitre pré
édent ne sont pas adaptées àdes espa
es d'état de très grande dimension. Dans le 
as du �ltrage de Kalman et sesextensions, le 
oût asso
ié au sto
kage de la matri
e de 
ovarian
e et aux 
al
uls d'inversionde matri
es est problématique. Dans le 
as des méthodes de �ltrage parti
ulaire basées surdes te
hniques de Monte Carlo, la di�
ulté grandit ave
 la dimension de l'espa
e d'état.Pour appro
her une distribution de probabilité asso
iée à un espa
e d'état de dimensiontrès grande, le nombre d'é
hantillons né
essaires 
roît en e�et exponentiellement ave
 lataille de l'état. La 
omplexité de 
al
ul étant liée à 
e nombre, 
es te
hniques de �ltragesont limitées au suivi d'entités de taille raisonnable.93



Notre obje
tif est de suivre des 
hamps denses de vitesses. La taille du ve
teurd'état 
orrespondant étant liée à la taille de l'image, il n'est pas envisageable de traiterdire
tement le problème de �ltrage ave
 
ette représentation dense. La première étapedans la 
onstru
tion du modèle à espa
e d'état asso
ié à notre problème de �ltrage
onsiste don
 à dé�nir une représentation de taille réduite de l'état.Dans le 
ontexte des é
oulements �uides, plusieurs appro
hes peuvent être 
onsidéréespour réduire le nombre de variables d'état utilisées pour dé
rire le modèle. Il est parexemple possible de s'appuyer sur la 
onnaissan
e globale de l'é
oulement a�n d'en
onstruire une représentation réduite. Ainsi, l'é
oulement peut être dé
rit par ses modesspe
traux [33℄ ou à partir de fon
tions de base spatiales dans le 
as de la dé
ompositionen modes propres (te
hnique POD [20℄). Ces méthodes sont largement utilisées pourla simulation d'é
oulements �uides. Dans 
e 
as, on peut en e�et disposer de séries demesures expérimentales permettant d'estimer la représentation réduite. La nature de 
esméthodes fait que la représentation obtenue est liée à un é
oulement parti
ulier et n'estdon
 pas généralisable. Pour les domaines mettant en jeu des é
oulements géophysiques(météorologie, gla
iologie, o
éanographie), une telle représentation réduite n'est pasenvisageable. Il est en e�et di�
ile de disposer d'une base d'exemples reproduisantpré
isément le même phénomène.Contrairement à 
ette 
lasse de méthodes, les parti
ules de vortex dé
rites dans la pre-mière partie de 
e do
ument permettent de 
onstruire une représentation de taille réduitedu ve
teur d'état sans disposer d'une base de 
onnaissan
es sur l'é
oulement. Le ve
teurd'état est 
onstruit à partir d'une approximation dis
rète de la vorti
ité. Comme dé
ritdans la se
tion 3.1.1, la vorti
ité du 
hamp de ve
teurs est appro
hée par la relation (3.4) :
url w(x) =

p∑

j=1

γjfǫj(x − xj), (7.1)où les ve
teurs xj 
orrespondent aux 
entres des fon
tions de base.Notons qu'une dé
omposition à base d'ondelettes peut également être proposée [61℄.Cependant, un des attraits des parti
ules de vortex est que la dynamique de l'é
oulementest résumée par un ensemble d'éléments qui sont dire
tement interprétables physiquement.L'approximation est basée sur les vortex de l'é
oulement, don
 sur des quantités qui sontliées à la 
ompréhension de la dynamique. En�n, l'évolution temporelle du �uide peut être
omplètement dé
rite par 
es éléments, à partir de l'équation de Navier-Stokes. Ce pointest dé
rit dans la se
tion suivante.7.1.2 Modélisation de l'évolution temporelle du �uideCette se
tion dé
rit les te
hniques de simulation de l'équation de Navier-Stokes dansle 
ontexte des parti
ules de vortex. Nous rappelons la formulation vorti
ité-vitesse del'équation de Navier-Stokes pour un �uide in
ompressible en dimension 2 :
∂ξ

∂t
+ w · ∇ξ = ν∆ξ, (7.2)94



où ξ = 
url w représente la vorti
ité et ν est le 
oe�
ient de vis
osité du �uide.L'évolution temporelle de l'é
oulement est dé
rite à travers la variation de la vorti
ité.L'équation (7.2) traduit simplement le fait que la vorti
ité est transportée par le 
hamp
w, puis di�usée. Le s
héma temporel peut alors être traité en deux étapes. Il a en e�et étéproposé par [36℄ de traiter su

essivement l'étape de transport et l'étape de di�usion. Ce
irevient à séparer les 
ontributions visqueuse et non-visqueuse de l'équation. On parle alorsde vis
ous splitting. Dans un premier temps le transport de la vorti
ité sans les e�ets dedi�usion est dé
rit par :

∂ξ

∂t
+ w · ∇ξ = 0, (7.3)puis la di�usion de la vorti
ité liée à la vis
osité du �uide est représentée par l'équation dedi�usion (également appelée équation de la 
haleur) :
∂ξ

∂t
= ν∆ξ. (7.4)Transport de la vorti
itéLe phénomène de transport de la vorti
ité est impli
itement résolu par la nature mêmede la méthode de vortex. Il su�t en e�et de dépla
er le 
entre xj de 
haque fon
tion debase par sa propre vitesse w(xj). Le dépla
ement d'un 
entre xj est dé
rit par :

dxj
dt

= w(xj), (7.5)où w(xj) est 
al
ulé à partir de toutes les autres positions de la manière suivante :
w(xj) =

p∑

l=1

γlK
⊥
ǫl

(xj − xl), (7.6)et où le noyau lissé Kǫ est dé�ni dans notre 
as par (voir se
tion 3.2.1) :
Kǫ(x) =

x

2π‖x‖2

(
1 − exp

(
−‖x‖2

ǫ2

))
. (7.7)Rappelons que lorsqu'on ne dispose pas de 
onditions nulles au bord pour le 
hamp devitesses, il est né
essaire de prendre en 
ompte la 
omposante de transport global wtra del'é
oulement, 
omme dé
rit dans la se
tion 1.1.2 de la première partie. Cette 
omposantedu 
hamp de vitesses a été préalablement estimée à l'aide d'un estimateur adapté (voirla se
tion 3.2.4). Elle est don
 
onnue en tout point et peut être ajoutée au dépla
ement(7.6) :

w(xj) =

p∑

l=1

γlK
⊥
ǫl

(xj − xl) + wtra(xj). (7.8)
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Notons que pour un très grande nombre de fon
tions de base l'évaluation de la vitesseselon (7.6) peut être très 
oûteuse. Ce problème se ren
ontre surtout pour des appli
ationsde la méthode de vortex en 3D, et né
essite de faire appel à des te
hniques d'a

élération de
al
ul. Il est ainsi possible de 
al
uler les vitesses à partir d'une représentation des donnéessur des arbres. Le 
al
ul peut également être réalisé sur une grille à l'aide de solveursrapides. On parle alors de méthodes 
ouplées. Dans 
e 
as il est né
essaire de faire appel àdes méthodes d'interpolation pour réaliser les transferts entre la grille et les positions desfon
tions de base. Nous renvoyons le le
teur vers [47℄ pour une des
ription détaillée de 
esméthodes.Simulation de la di�usionPlusieurs méthodes ont été proposées pour simuler la di�usion de la vorti
ité dans le
adre des parti
ules de vortex.La solution de l'équation de la 
haleur (7.4) ave
 
ondition initiale ξ0 s'é
rit :
ξ(x, t) =

∫
G(x − y, νt)ξ0(y)dy, (7.9)ave
 le noyau gaussien :

G(x − y, s) =
1

4πs
exp

(
−‖x − y‖2

4s

)
. (7.10)Historiquement, la première méthode permettant d'in
lure l'e�et de la di�usion pourles parti
ules de vortex a été proposée par [36℄. L'appro
he est sto
hastique et repose surla relation entre di�usion et mouvement brownien. Il y a en e�et 
orrespondan
e entre ladistribution de la position de parti
ules soumises à une mar
he aléatoire et la solutionde l'équation de la 
haleur [38℄. La méthode 
onsiste don
 à appliquer une perturbationgaussienne à 
haque 
entre de fon
tion de base. Pour un pas de temps ∆t, la perturbationest de moyenne nulle et de varian
e 2ν∆t. Ce dépla
ement aléatoire vient s'ajouter audépla
ement (7.8) traduisant le transport de la vorti
ité.Par la suite, de nouvelles méthodes ont été développées permettant une des
riptionplus pré
ise de la di�usion. Ces méthodes sont déterministes et simulent la di�usion enredistribuant les for
es des fon
tions de base au lieu de modi�er leurs positions.La méthode PSE (Parti
le strength ex
hange), initialement proposée par [110℄ reposeainsi sur l'idée de rempla
er l'opérateur Lapla
ien de di�usion par un opérateur intégral :

∆ǫξ(x) =
1

ǫ2

∫
(ξ(y) − ξ(x))ηǫ(y − x)dy, (7.11)où ηǫ est un noyau. Cet opérateur intégral est ensuite dis
rétisé sur les 
entres des fon
tionsde base. Le système de redistribution des for
es qui en dé
oule permet de 
orriger lavorti
ité de 
haque fon
tion de base. Cette méthode est également formulée pour desfon
tions de base de tailles variables [48℄. Citons également la méthode [146℄, basée surle même prin
ipe mais résolvant un système linéaire pour 
al
uler la redistribution de la96



vorti
ité entre 
entres voisins.Nous renvoyons le le
teur vers [47℄ pour une des
ription 
omplète de 
es méthodes etl'analyse de la 
onvergen
e des s
hémas numériques asso
iés.7.1.3 Interprétation probabiliste de l'équation de Navier-StokesLa méthode de simulation de la di�usion par mar
he aléatoire [36℄ est liée à une inter-prétation probabiliste de l'équation de Navier-Stokes 2D in
ompressible. La formulationvorti
ité-vitesse de l'équation appartient en e�et à la 
lasse des équations de Ma
Kean-Vlasov. Elle a don
 une interprétation rigoureuse en termes de système sto
hastique departi
ules en intera
tion.En réé
rivant la formulation vorti
ité-vitesse de l'équation de Navier-Stokes (7.2) :
∂ξ

∂t
+ ∇ · (ξw) = ν∆ξ, (7.12)il apparaît en e�et que la vorti
ité ξ est solution d'une équation aux dérivées partielles nonlinéaire de type Ma
Kean-Vlasov à di�usion 
onstante :

∂ξ

∂t
= −∇ ·

(
ξ

∫
b(x,y)ξ(y)dy

)
+ ν∆ξ, (7.13)ave
 un noyau d'intera
tion singulier b(x,y) = K⊥(x − y) dé�ni par (voir se
tion 1.1.3) :

K(x) =
x

2π‖x‖2
. (7.14)Il existe alors un pro
essus de Ma
Kean (Xt, t ≥ 0) asso
ié résolvant :

dXt = w(Xt)dt +
√

2νdBt, (7.15)
w(x) = K⊥ ∗ ξ(x), (7.16)où Bt est un mouvement brownien dans R

2 et ξt est la loi du pro
essus Xt.La loi de Xt peut être appro
hée par la mesure empirique :
ξNt =

1

N

N∑

i=1

δxi
t
, (7.17)
onduisant à un système de N parti
ules en intera
tion :

dxit =
1

N

N∑

j=1

K⊥(xit − x
j
t )dt+

√
2νdBi

t, 1 ≤ i ≤ N, (7.18)où Bi
t est un mouvement brownien de dimension 2. Dans le 
as où une for
e γj est asso
iéeà 
haque parti
ule et où le noyau K est rempla
é par sa version lissée Kǫj , le système est :

dxit =
N∑

j=1

γjK
⊥
ǫj

(xit − x
j
t )dt+

√
2νdBi

t, 1 ≤ i ≤ N. (7.19)97



L'interprétation probabiliste de l'équation de Navier-Stokes 2D in
ompressible par dessystèmes de parti
ules en intera
tion a été étudiée par plusieurs auteurs [109, 114℄. Ellese situe dans un 
adre plus général d'interprétation sto
hastique d'équations aux dérivéespartielles non linéaires. On pourra trouver une introdu
tion et des référen
es dans [28℄.Les travaux portent sur l'étude de la 
onvergen
e de la mesure empirique du système departi
ules en intera
tion vers la solution du problème de martingale asso
ié, lorsque lenombre de parti
ules tend vers l'in�ni (propagation du 
haos), ainsi que sur la 
onvergen
edes 
hamps de vitesses engendrés par la mesure empirique.Le modèle d'évolution que nous dé�nissons dans la se
tion suivante se base sur 
etteidée de système de parti
ules en intera
tion. Il est 
ependant important de noter que la
onstru
tion du modèle se base sur un nombre de parti
ules réduit, 
e qui nous pla
e loindes 
onditions de 
onvergen
e évoquées 
i-dessus. Le modèle que nous proposons n'estpas voué à simuler parfaitement l'équation de Navier-Stokes sur un temps long, mais àprédire l'évolution de l'é
oulement de manière 
ohérente entre deux instants d'observationssu

essifs.7.1.4 Modèle d'évolution de l'étatDé�nitionL'état X de notre modèle de �ltrage est dé�ni par l'ensemble des 
entres des p fon
tionsde base : X = (x1, ...,xp)
T . Nous avons observé dans la se
tion pré
édente qu'en nousbasant sur les parti
ules de vortex et une simulation de la di�usion par une méthodealéatoire [36℄, l'évolution de l'état peut être 
ara
térisée par le système suivant :

dxi,t =

p∑

j=1

γjK
⊥
ǫj

(xi,t − xj,t)dt +
√

2νdBi,t, 1 ≤ i ≤ p, (7.20)où Bi,t est un mouvement brownien de dimension 2.Le système se réé
rit sous forme 
ompa
te en dé�nissant w(X) = (w(x1), ...,w(xp))
T :

dXt = w(Xt)dt +
√

2νdBt, (7.21)où Bt est un mouvement brownien de dimension 2p à 
omposantes indépendantes.Les paramètres sous-ja
ents du modèle sont les 
oe�
ients de for
e et les amplitudesasso
iés à 
haque 
entre. Ils sont déterminés à l'initialisation et 
ara
térisent la quantitéde vorti
ité portée par 
haque fon
tion de base.Comme il a été dé
rit pré
édemment, la partie aléatoire du modèle traduit l'e�et dedi�usion de la vorti
ité due à la vis
osité du �uide. Cette 
omposante dé
rit un phénomènephysique mais ne traduit pas les in
ertitudes sur le modèle d'évolution. A�n de dé�nir
omplètement l'équation d'évolution de notre modèle de �ltrage, il est né
essaire d'ajouterun terme à la partie aléatoire. Le modèle d'évolution s'é
rit �nalement :
dXt = w(Xt)dt+ σdBt, (7.22)où σ =

√
2ν + η. 98



Le terme de bruit η permet de tenir 
ompte de la non adéquation de l'équation deNavier-Stokes 2D à la séquen
e d'images. Il peut également traduire l'erreur de modélisa-tion 
ausée par l'approximation à partir d'un nombre trop réduit de fon
tions de base, ouune mauvaise 
onnaissan
e initiale des paramètres du modèle.InitialisationL'initialisation du modèle est réalisée à partir de la première paire d'images de la sé-quen
e. La méthode d'estimation dé
rite dans la se
tion 3.4 de la première partie de 
edo
ument permet de �xer une distribution de vorti
ité initiale. Cette 
arte de vorti
itéinitiale est dé
rite par un ensemble de p fon
tions de base de 
entres {xj}j=1:p transpor-tant une quantité de vorti
ité dé
rite par les paramètres d'amplitude {ǫj}j=1:p et de for
e
{γj}j=1:p asso
iés.Le modèle peut également être initialisé à partir de la 
onnaissan
e d'un 
hamp dedépla
ement initial. Dans 
e 
as on obtient également une distribution de vorti
ité initialedé
omposée sur un ensemble de fon
tions de base. Cette question a été abordée dans lase
tion 3.5.7.1.5 Modèle de mesuresÀ 
haque instant t, le 
hamp dense de vitesses noté wt peut être re
onstruit à partirdu ve
teur Xt = (x1,t, ...,xp,t)

T et des paramètres du modèle. En e�et, le dépla
ement entout point de l'image est donné par :
wt(x) =

p∑

j=1

γjK
⊥
ǫj

(x − xj,t). (7.23)Observations extraites des imagesA�n de 
onstruire un modèle d'observation lié à l'état, une région Rj est tout d'aborddé�nie autour de 
haque 
entre xj , 
orrespondant au domaine d'in�uen
e de la fon
tionde base, 
ara
térisé par le paramètre ǫj . En notant R = ∪pj=1Rj , le ve
teur d'observationsau temps k=̂tk est dé�ni par :
Zk = (Ik(x))x∈R. (7.24)La relation liant le ve
teur d'observations à l'état est 
onstruite à partir de l'hypothèsede 
onservation de la luminan
e véri�ée à un bruit gaussien près, entre l'image Ik et l'image

Ik+1 re
alée par le 
hamp dense de vitesses re
onstruit selon (7.23) :
Ik(x) = Ik+1(x + wtk(x)) + uk, (7.25)où uk ∼ N (0, σ2).En posant l'indépendan
e de Ik(x) et Ik(x′) 
onditionnellement à l'état Xtk ∀(x,x′) ∈

R, la vraisemblan
e du ve
teur d'observations s'é
rit :
p(Zk|Xtk) =

∏

x∈R
p(Ik(x)|Xtk), (7.26)99



et don
 :
p(Zk|Xtk) ∝ exp

(
−
∫

R

(Ik(x) − Ik+1(x + wtk(x)))2

2σ2
dx

)
. (7.27)Il est à noter que pour 
onstruire la vraisemblan
e au temps k de notre modèle, il estné
essaire de faire l'hypothèse forte que l'image Ik+1 est 
onnue. Le graphe de dépendan
esde notre modèle de �ltrage est alors dé
rit par la �gure 7.1. La seule information pouvantêtre extraite des images étant une information sur le dépla
ement, 
ette hypothèse estné
essaire. X0 X1 Xk�1 Xk...Z1 Zk�1

I2I1 IkIk�1
Zk

Fig. 7.1: Graphe de dépendan
es du modèle de �ltrage.Observations données par un 
hampDans 
ertains 
as, il est possible de disposer d'une information dire
te sur les 
hampsde dépla
ements. Cette 
onnaissan
e peut être partielle et bruitée, obtenue par exemple àl'aide d'une méthode d'estimation simpli�ée et rapide (te
hniques de type PIV pour desimages de parti
ules par exemple). Soit w̃k l'observation dont on dispose sur le 
hampde dépla
ements à un instant tk. Le modèle de mesures peut être 
onstruit à partir de larelation suivante :
w̃k(x) = wk(x) + rk, (7.28)où rk sont des bruits gaussiens indépendants de moyenne nulle et de varian
e σ2, et wk(x)est 
onstruit à partir du ve
teur d'état Xtk selon (7.23).Le ve
teur d'observations est alors dé�ni par :
Zk = (w̃k(x))x∈R, (7.29)et sa vraisemblan
e s'é
rit en se basant sur l'hypothèse d'indépendan
e 
onditionnelle
omme dans le 
as (7.26) :

p(Zk|Xtk) =
∏

x∈R
p(w̃k(x)|Xtk ). (7.30)Dans 
e 
as, le graphe de dépendan
es asso
ié au modèle est également dé
rit par les
héma 7.1 puisqu'un 
hamp de dépla
ements 
onnu à l'instant k a né
essairement étéestimé à l'aide des images Ik et Ik+1. 100



7.2 Mise en pla
e du �ltrageLe modèle à espa
e d'état dé�nissant le problème de �ltrage est un modèle 
ontinu-dis
ret du type (6.6) dé�ni par le modèle d'évolution (7.22) et la vraisemblan
e (7.27) (ou(7.30)) :
dXt = w(Xt)dt+ σdBt, (7.31)

p(Zk|Xtk). (7.32)Le modèle d'évolution est non linéaire, tout 
omme le modèle d'observations. Il estné
essaire de mettre en pla
e une te
hnique de �ltrage non linéaire appro
hant la solutiondu problème de �ltrage optimal. Le �ltrage parti
ulaire dédié aux modèles à espa
ed'état 
ontinu-dis
ret est adapté à notre problème. Son prin
ipe a été exposé dans lase
tion 6.5.3. La pro
édure de réé
hantillonnage 
hoisie est le réé
hantillonnage résiduel[106℄. Cette te
hnique est partiellement déterministe et don
 moins 
oûteuse qu'uné
hantillonnage multinomial 
lassique, tout en ayant de bonnes propriétés théoriques [54℄.La mise en oeuvre du suivi de 
hamps de vitesses par �ltrage non linéaire du modèle(7.32) est �nalement dé
rite par les étapes suivantes :
• tk = 0 :Initialisation du ve
teur d'état X0 = (x1,0, ...,xp,0)

T et des paramètres
β = ({γj , ǫj}j=1:p) du modèle.

• tk = 1,2, ... :
◦ Prédi
tion selon le modèle dynamique :Simulation de N traje
toires {X(i)

t : tk−1 < t ≤ tk}i=1:N à partir des 
onditionsinitiales {X(i)
tk−1

}i=1:N selon le s
héma d'Euler :
X

(i)
t+∆t = X

(i)
t + w(X

(i)
t )∆t+ σ

√
∆tη

(i)
t , (7.33)où η(i)

t ∼ N (0, I2p).
◦ Corre
tion des poids des traje
toires et normalisation :

w
(i)
k ∝ w

(i)
k−1p(Zk|X

(i)
tk

) ∀i = 1 : N, (7.34)
w̃

(i)
k =

w
(i)
k∑N

j=1w
(j)
k

∀i = 1 : N. (7.35)
101



◦ Estimation de la loi de �ltrage et du 
hamp de dépla
ements :
p(Xtk |Z1:k) ≃

N∑

i=1

w̃
(i)
k δ

x
(i)
k

(Xtk), (7.36)
X̂tk = (x̂1,tk , ..., x̂p,tk )T = E(Xtk |Z1:k) ≃

N∑

i=1

w̃
(i)
k X

(i)
tk
, (7.37)

ŵtk(x) =

p∑

j=1

γjK
⊥
ǫj

(x − x̂j,tk) ∀x ∈ Ω. (7.38)
◦ Réé
hantillonnage adaptatif résiduel :Si 1PN

i=1( ew(i)
k

)2
< seuil :

⋆ 
onserver Ñi = ⌊Nw̃(i)
k ⌋ 
opies de X

(i)
tk

(on note ⌊x⌋ la partie entière de x),
⋆ tirer les Nr = N −∑N

i=1 traje
toires restantes parmi {X(i)
tk
}i=1...N proportion-nellement aux poids w̃′(i)

k = (N w̃
(i)
k − Ñi)/Nr,

⋆ �xer w̃(i)
k = 1/N .Comme pré
isé dans la se
tion 6.4.2, la distribution de �ltrage p(Xtk |Z1:k) n'est a

es-sible qu'aux instants d'observations tk. Elle peut 
ependant être dé�nie entre deux instantsd'observations tk−1 et tk par la prédi
tion :

p(Xt|Z1:k−1) pour tk−1 < t < tk. (7.39)Cette distribution peut être appro
hée sur l'ensemble des traje
toires {X(i)
t }i=1...N simuléesselon (7.33), pondérées par les poids 
al
ulés en tk−1 :

p(Xt|Z1:k−1) ≃
N∑

i=1

w
(i)
k−1δX(i)

t

(Xt), (7.40)
onduisant à :
X̂t = (x̂1,t, ..., x̂p,t)

T = E(Xt|Z1:k−1) ≃
N∑

i=1

w
(i)
k−1X

(i)
t . (7.41)Le 
hamp de dépla
ements peut don
 être estimé pour tout t entre les instants d'observa-tions :

ŵt(x) =

p∑

j=1

γjK
⊥
ǫj

(x − x̂j,t) ∀x ∈ Ω. (7.42)
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7.3 Rédu
tion de dimension du problème de �ltrageLorsque l'espa
e d'état est de grande dimension, la mise en oeuvre des méthodes de�ltrage est problématique. La di�
ulté provient de la manipulation des matri
es de 
ova-rian
e dans le 
as du �ltrage de Kalman et ses extensions, ou du nombre de traje
toires àsimuler dans le 
as du �ltrage parti
ulaire.Dans la se
tion 7.1.1, nous avons mis en avant le fait que la première étape dansla 
onstru
tion du modèle de �ltrage est la 
onstru
tion d'une représentation de tailleréduite de l'état. Cependant, lorsque le phénomène à dé
rire est 
omplexe, la taille dela représentation réduite demeure importante. Il est alors né
essaire de s'intéresser à desméthodes de rédu
tion de la dimension du problème de �ltrage asso
ié.Une appro
he possible est de réduire la dimension du problème en se basant sur desidées issues de la théorie des systèmes dynamiques, liées à l'analyse des dire
tions stableset instables d'un système. Cette idée a été exploitée dans le 
adre du �ltre de Kalman [133℄et du �ltre de Kalman d'ensemble [120℄, dans le but d'appro
her la matri
e de 
ovarian
edu système par une matri
e de rang réduit.Pour un problème de �ltrage 
ontinu-dis
ret résolu par �ltrage parti
ulaire, Chorina ré
emment proposé une méthode de rédu
tion de dimension reposant sur l'étude desinstabilités du système [37℄. L'idée est de 
on
entrer l'e�ort d'é
hantillonnage sur les di-re
tions instables, déterminées de manière adaptative au 
ours du pro
essus d'estimationséquentiel. L'appli
ation de 
ette idée à notre problème de suivi est envisageable, en vuede réduire la dimension du problème dans le 
as d'é
oulements 
omplexes.Nous présentons brièvement 
i-après la notion de stabilité ou d'instabilité d'un systèmeet une méthode de 
ara
térisation des dire
tions instables, basée sur les ve
teurs singuliersde la matri
e résolvante asso
iée à la partie déterministe de l'EDS dé
rivant notre système.La modi�
ation de l'étape de prédi
tion du �ltrage parti
ulaire proposée par Chorin estalors exposée.7.3.1 Dire
tions d'instabilité d'un systèmeCadre généralOn 
onsidère l'équation di�érentielle dé
rivant l'évolution d'un système sans bruit :
dx

dt
= f(x). (7.43)Soit [tj−1, tj ] un intervalle de temps de longueur �nie. Soit xtj−1 le ve
teur d'état dusystème à l'instant tj−1, et xtj−1 + δxtj−1 un état pro
he, 
orrespondant à une petiteperturbation de xtj−1 . L'évolution temporelle de la di�éren
e entre les deux traje
toires

x(t) et x(t) + δx(t) peut être appro
hée par l'équation linéaire :
dδx

dt
= J(t)δx, (7.44)où J(t) = ∂f

∂x
(x(t)) est la matri
e Ja
obienne de f , évaluée en x(t). La solution de 
esystème linéaire est donnée en tj par :

δx(tj) = Mtj−1,tjδx(tj−1), (7.45)103



où Mtj−1,tj est appelée matri
e résolvante du système, dé�nie par :
Mtj−1,tj = exp

(∫ tj

tj−1

J(s) ds

)
. (7.46)En 
onstatant que :

< δx(tj), δx(tj) > = < Mtj−1,tjδx(tj−1),Mtj−1,tjδx(tj−1) > (7.47)
= < δx(tj−1),M

T
tj−1,tj

Mtj−1,tjδx(tj−1) >, (7.48)où <,> désigne le produit s
alaire dans l'espa
e eu
lidien, il s'ensuit que les dire
tionsde plus grand a

roissement de la perturbation sur un intervalle [tj−1, tj ] peuvent être
ara
térisées par les ve
teurs propres de la matri
e MT
tj−1,tj

Mtj−1,tj . Les ve
teurs propresindiquant les dire
tions de plus grand a

roissement sont 
eux asso
iés aux plus grandesvaleurs propres de la matri
e MT
tj−1,tj

Mtj−1,tj . Les ve
teurs propres asso
iés aux valeurspropres supérieures à 1 
orrespondent aux dire
tions dites instables, les ve
teurs propresrestants 
ara
térisent les dire
tions stables.Les ve
teurs propres de la matri
e MT
tj−1,tj

Mtj−1,tj sont appelés ve
teurs singuliers etsont liés aux ve
teurs de Lyapunov [104℄. Cependant les ve
teurs singuliers 
onsidérés sontdéterminés sur un petit intervalle de temps et sont don
 asso
iés à une dynamique lo
alisée,tandis que les ve
teurs de Lyapunov sont dé�nis sur un intervalle de temps [tj−1, tj ] ave

tj → ∞.Cas du modèle de parti
ules de vortexL'équation d'évolution du modèle de parti
ules de vortex (7.22) sans la 
omposante debruit est donnée par :

dX

dt
= w(X), (7.49)où nous rappelons que X = (x1, ...,xp)

T et w(X) = (w(x1), ...,w(xp))
T . La déterminationdes dire
tions stables et instables né
essite la 
onnaissan
e de la matri
e Ja
obienne J =

∂w
∂X

. Cette matri
e de taille (2p, 2p) est 
onstruite à partir des gradients du type ∂u(xj)
∂xj

,
∂u(xj)
∂yj

, ∂v(xj )
∂xj

, ∂v(xj )
∂yj

ainsi que des di�érents termes 
roisés.7.3.2 Rédu
tion de dimension dans le 
adre du �ltrage parti
ulaire
ontinu-dis
retLa rédu
tion de dimension porte sur l'étape de prédi
tion de l'algorithme de �ltrageparti
ulaire 
ontinu-dis
ret. Nous rappelons que 
ette étape 
onsiste à é
hantillonner unensemble de N traje
toires du pro
essus d'état X(t) entre deux instants d'observations
tk−1 et tk selon le modèle dynamique.
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Cal
ul adaptatif des dire
tions stables et instablesEn vue de déterminer les 
omposantes instables du système, l'intervalle de temps
[tk−1, tk] est divisé en un ensemble de sous-intervalles : [tk−1, tk] = ∪j[tj−1, tj ]. Ainsi, lesdire
tions d'instabilité sont déterminées de manière plus pré
ise sur 
haque sous-intervalle.Cette subdivision est parti
ulièrement importante si l'intervalle de temps entre deux ob-servations est long.Sur un sous-intervalle de temps [tj−1, tj], les instabilités du système sont déterminées àpartir d'une traje
toire �test� X̃(t). Cette traje
toire est obtenue en propageant l'estima-tion X̂tj−1 de l'état du système (dé�nie à tout instant par (7.41)) jusqu'à l'instant tj. Lapropagation se fait en intégrant le modèle (7.43) sans bruit à partir de la 
ondition initiale
X̂tj−1 , selon le s
héma d'Euler 
lassique :

Xt+∆t = Xt + w(Xt)∆t. (7.50)La matri
e Mtj−1,tj est 
al
ulé le long de 
ette traje
toire selon (7.46), à partir desmatri
es Ja
obiennes 
al
ulées sur tous les instants intermédiaires. Les valeurs propres etve
teurs propres de la matri
e MT
tj−1,tj

Mtj−1,tj sont alors déterminés. Notons R la matri
e
onstituée des ve
teurs propres. Le 
hangement de variables Y = RX 
onduit à reformulernotre modèle d'évolution de l'état (7.22) de la manière suivante :
dY = Rw(RTY)dt+RΣdBt, (7.51)où Σ = σI2p.Modi�
ation de l'étape de prédi
tion du �ltragePour un intervalle de temps [tj−1, tj ] donné, les N traje
toires {Y(i)

t : tj−1 < t ≤
tj}i=1:N sont simulées à partir des 
onditions initiales {Y(i)

tj−1
}i=1:N en traitant di�érem-ment les 
omposantes stables et instables du système :

• les m 
omposantes instables sont simulées selon l'équation di�érentielle sto
hastique(7.51),
• les 2p − m 
omposantes instables sont rempla
ées par les 
omposantes 
orrespon-dantes de la traje
toire test Ỹ = RX̃, obtenue par 
hangement de variable.Pour 
ha
une des N traje
toires prédites, les m 
omposantes instables sont don
 é
han-tillonnées aléatoirement, tandis que les 2p − m 
omposantes restantes sont simplementpropagées de manière déterministe. Le problème d'é
hantillonnage asso
ié à l'étape deprédi
tion du �ltrage est don
 réduit à un espa
e de taille m.7.4 Con
lusionLe suivi de 
hamps de vitesses d'é
oulements �uides à partir de séquen
es d'imagespeut être formulé 
omme un problème de �ltrage bayésien. Le modèle à espa
e d'état sous-ja
ent est 
onstruit à partir des parti
ules de vortex, 
orrespondant à une dis
rétisation de105



la vorti
ité sur un ensemble de fon
tions de base. Le dépla
ement de 
es fon
tions de basedans le temps permet d'appro
her la solution de l'équation de Navier-Stokes, dé
rivant untransport et une di�usion de la vorti
ité dans le temps. L'état du système est dé�ni par lespositions de 
es fon
tions de base. Le nombre de variables d'état est don
 
onsidérablementréduit par rapport à une représentation dense du 
hamp de vitesses. L'équation d'évolutiondu modèle est alors dé
rite par une équation di�érentielle sto
hastique non linéaire. Lesobservations sont extraites des images ou données par des estimations bruitées des 
hampsde dépla
ements. Dans les deux 
as, la relation liant l'état aux observations est égalementnon linéaire.Le modèle à espa
e d'état 
ara
térisant le problème de �ltrage est don
 entièrement nonlinéaire. Il est né
essaire d'utiliser une te
hnique d'approximation du �ltrage 
apable detraiter 
es non linéarités. Le �ltrage parti
ulaire est adapté à 
ette 
on�guration générale.Usuellement formulé dans le 
as dis
ret, il peut être étendu pour résoudre le problème du�ltrage optimal dans le 
as 
ontinu-dis
ret.La représentation sous une forme 
ontinue-dis
rète du modèle permet de respe
ter lanature 
ontinue du phénomène étudié. De plus, la formulation du �ltrage en temps 
ontinu-dis
ret permet de re
onstruire les 
hamps de vitesses à tout instant, et pas uniquement auxinstants d'observations. Ce
i est parti
ulièrement intéressant si la fréquen
e d'a
quisitiondes mesures est faible.En�n, l'appli
ation de méthodes de rédu
tion de dimension basées sur l'analyse du
omportement stable ou instable du système est envisageable dans le 
ontexte du �ltrageparti
ulaire 
ontinu-dis
ret. Cette perspe
tive intéressante pourrait permettre de simpli�erle problème de suivi de 
hamps de vitesses d'é
oulements 
omplexes.
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Chapitre 8Validation expérimentaleCe 
hapitre expose un ensemble d'expérien
es destinées à valider la méthode de suivipar �ltrage non linéaire proposée dans le 
hapitre pré
édent. La méthode est tout d'abordtestée sur des séquen
es simulées. La première séquen
e traitée est simulée à partir d'unmodèle réduit de parti
ules de vortex. La deuxième séquen
e provient de la simulationnumérique d'un é
oulement turbulent bidimensionnel. Des analyses qualitative et quanti-tative des résultats sont e�e
tuées. Des résultats obtenus dans des situations réelles sontensuite présentés, liés à des appli
ations en mé
anique des �uides expérimentales et enmétéorologie.8.1 Séquen
e synthétique de parti
ules de vortexNous présentons dans 
ette se
tion les résultats obtenus sur une séquen
e synthétiquesimulée à partir d'un modèle réduit de parti
ules de vortex.Le modèle est 
onstruit à partir de 5 parti
ules de vortex. Les positions initiales
{xj,t0}j=1:5 de 
es parti
ules sont �xées. La vorti
ité asso
iée à 
haque parti
ule est dé
ritepar des valeurs données des paramètres de for
e γj et d'amplitude ǫj . L'état du modèle estdé
rit par l'ensemble des positions des 5 parti
ules, et son évolution est 
ara
térisée par lemodèle (7.20) présenté dans la se
tion 7.1.4, pour p = 5.Les traje
toires des parti
ules de vortex peuvent être simulées selon 
e modèle d'évo-lution, à l'aide d'un s
héma de dis
rétisation d'Euler. Nous montrons sur la �gure 8.1 unexemple de deux réalisations, pour des 
onditions initiales identiques. Les traje
toires des5 parti
ules de vortex dans le plan image sont tra
ées sur la �gure 8.1(a), et l'évolutiontemporelle de 
haque 
oordonnée du ve
teur d'état est représentée sur la �gure 8.1(b).Les traje
toires simulées par le modèle bruité peuvent être très di�érentes. L'évolutiontemporelle de la distribution de vorti
ité asso
iée à 
ha
une de 
es deux réalisations estreprésentée sur la �gure 8.2.
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(b)Fig. 8.1: Exemple de deux réalisations obtenues par simulation du modèle 
onstruit à partirde 5 parti
ules de vortex. (a) Traje
toires des 5 parti
ules de vortex dans le plan image (laréalisation 
orrespondant à la vérité terrain est tra
ée en rouge) ; (b) Évolution temporelledes 10 
omposantes du ve
teur d'état.
(a)

tk=0 tk=20 tk=40 tk=60 tk=80 tk=100(b)Fig. 8.2: Évolution temporelle des 
artes de vorti
ité asso
iées à deux réalisations distin
tesdu modèle. (a)Vérité terrain ; (b)Autre réalisation simulée.A�n de tester la méthode de suivi, nous 
hoisissons tout d'abord une des traje
toires108



simulées par le modèle. La réalisation 
hoisie est la traje
toire tra
ée en rouge sur la �gure8.1. Une séquen
e d'images synthétiques 
orrespondant à 
ette réalisation a été 
onstruite.Cette séquen
e est 
réée à partir de la séquen
e de 
hamps de dépla
ements générés par
ette traje
toire 
hoisie. On dispose don
 d'une paire d'images synthétiques (Ik, Ik+1) à
haque instant d'observation tk. Le mouvement dé
rit par 
ette paire d'images 
orrespondau dépla
ement à l'instant tk de la vérité terrain. Le type d'images utilisé pour 
réer laséquen
e est représenté sur la �gure 8.3.
Fig. 8.3: Exemple d'image de parti
ules utilisée pour 
réer la séquen
e synthétique.Nous avons testé la méthode de suivi par �ltrage sur 
ette séquen
e synthétique. Lemodèle à espa
e d'état est 
ara
térisé par le modèle d'évolution à 5 parti
ules de vortexet les observations dis
rètes données par la séquen
e d'images. La méthode de suivi par�ltrage parti
ulaire en temps 
ontinu-dis
ret a été appliquée ave
 N = 500 traje
toires.Nous présentons sur la �gure 8.4 le résultat obtenu. En vue d'évaluer la robustesse dela méthode, nous avons représenté une moyenne sur 50 �ltrages ainsi que la dispersionautour de 
e résultat moyen. Les résultats obtenus montrent la 
apa
ité de la méthode àbien retrouver la traje
toire de test. Les traje
toires estimées des 5 parti
ules de vortexdans le plan image 
ollent parfaitement aux traje
toires 
orrespondant à la vérité terrain(voir �gure 8.4(a)). La dispersion autour de l'estimation de 
haque 
oordonnée du ve
teurd'état est représentée sur la �gure 8.4(a). Cette dispersion est très faible, traduisant larobustesse de la méthode de suivi.
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(b)Fig. 8.4: Résultat de suivi obtenu par la méthode de �ltrage non linéaire proposée, moyennésur 50 �ltrages. (a) Traje
toires des 5 parti
ules de vortex dans le plan image (la véritéterrain est tra
ée en rouge, le résultat moyen du suivi en bleu) ; (b) Évolution temporelledes 10 
omposantes du ve
teur d'état (la dispersion des estimations autour de leur moyenneest a�
hée en vert).A�n de mettre en avant tout l'intérêt d'une modélisation 
ontinue de notre problème de�ltrage, la méthode de suivi a été testée sur 
ette même séquen
e, pour un modèle à espa
ed'état dis
ret. Dans 
e 
as, le pas de dis
rétisation du modèle d'évolution 
orrespond aupas entre deux images. L'équation d'évolution s'é
rit alors 
omme suit :
Xk+1 = Xk + w(Xk) + vk, (8.1)où vk est un bruit gaussien.Le résultat du �ltrage obtenu à partir de 
ette modélisation dis
rète est représenté sur la�gure 8.5. Le résultat présenté 
orrespond également à une moyenne sur 50 �ltrages. Nouspouvons 
onstater sur la �gure 8.5 (a) que les traje
toires estimées des vortex dans le planimage ne suivent pas les vraies traje
toires. D'autre part, la �gure 8.5 (b) montre que ladispersion autour des estimations est assez importante. Cette expérien
e montre 
ombienune modélisation 
ontinue du problème est né
essaire dans le 
as d'une dynamique de typevorti
ité-vitesse si l'on souhaite a

éder à des résultats pré
is.
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(b)Fig. 8.5: Résultat de suivi obtenu dans le 
as d'une modélisation dis
rète, moyenné sur 50�ltrages. (a) Traje
toires des 5 parti
ules de vortex dans le plan image (la vérité terrainest tra
ée en rouge, le résultat moyen du suivi en bleu) ; (b) Évolution temporelle des 10
omposantes du ve
teur d'état (la dispersion des estimations autour de leur moyenne esta�
hée en vert).Nous présentons sur la �gure 8.6 le resultat de la méthode de suivi dans le 
as où lesobservations sont données par des 
hamps de dépla
ements, 
omme dé
rit dans la se
tion7.1.5. La �gure 8.4 montre que les traje
toires estimées 
oïn
ident bien ave
 les traje
toiresde la vérité terrain.
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(b)Fig. 8.6: Résultat de suivi obtenu dans le 
as où les observations sont des 
hamps dedépla
ements. (a) Traje
toires des 5 parti
ules de vortex dans le plan image (la véritéterrain est tra
ée en rouge, le résultat du suivi en bleu) ; (b) Évolution temporelle des 10
omposantes du ve
teur d'état.La dernière expérien
e que nous proposons porte sur la rédu
tion de dimension baséesur les dire
tions stables et instables du système, présentée à la �n du 
hapitre pré
édent.Le résultat obtenu par la te
hnique de rédu
tion de dimension formulée par Chorin [37℄est 
omparé au résultat du �ltrage présenté sur la �gure 8.4, pour le même nombre detraje
toires (N = 500). La 
omparaison des deux méthodes est e�e
tuée en termes d'erreurabsolue moyenne d'estimation de la vorti
ité à 
haque instant. Le résultat est présenté surla �gure 8.7. La rédu
tion obtenue est d'un fa
teur 2, le nombre m de 
omposantes instablesdéterminées à partir des valeurs propres étant égal à 5. Notons que de manière surprenante,
e fa
teur 2 se répète systématiquement tout au long de la séquen
e. Pour une rédu
tiond'un fa
teur 2, le gain en temps de 
al
ul de la méthode réduite reste négligeable, en raisondu 
oût de 
al
ul lié à la détermination des valeurs propres. Il est 
ependant intéressantde 
onstater sur la �gure 8.7 que la qualité du suivi obtenue par la méthode réduite est
omparable au résultat obtenu sans rédu
tion de dimension. Cette observation traduit lefait que l'é
hantillonnage peut être e�e
tué dans un espa
e de dimension réduite, pourun résultat d'estimation similaire. Notons en�n que sur l'exemple présenté, la te
hniquede �ltrage dans sa version réduite 
onduit à de meilleurs résultats à 
ertains instants dela séquen
e. Il serait intéressant de ré�é
hir à un 
ritère dé�nissant à quels instants late
hnique de rédu
tion de dimension peut être appliquée, en fon
tion par exemple d'une112



indi
ation sur la �abilité du modèle d'évolution à 
et instant.
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Fig. 8.7: Comparaison des résultats de la méthode de suivi par �ltrage ave
 et sans rédu
tionde dimension. L'erreur moyenne d'estimation de la vorti
ité asso
iée à la méthode derédu
tion de dimension est tra
ée en rose, l'erreur asso
iée au résultat présenté sur la�gure 8.4 est représentée en bleu. La 
ourbe noire représente l'é
art entre les deux.8.2 Séquen
e synthétique de turbulen
e 2DNous présentons un deuxième exemple synthétique relatif à l'évolution temporelle d'uné
oulement turbulent bidimensionnel. La séquen
e d'images a été obtenue par simulationde l'équation de Navier-Stokes 2D in
ompressible par une méthode DNS 1. Un exempled'image de la séquen
e simulée est présenté sur la �gure 8.8, et di�érentes 
artes de vorti
ité
orrespondant à l'é
oulement simulé sont représentés sur la �gure 8.9.
Fig. 8.8: Exemple d'image de parti
ules de la séquen
e simulée.Dans 
e 
as, le modèle d'évolution du modèle de �ltrage a été initialisé sur la premièrepaire d'images à l'aide de la méthode d'estimation proposée dans la première partie de
e do
ument. L'initialisation a été obtenue au moyen d'un ensemble de 100 parti
ules devortex. La distribution de vorti
ité estimée peut être 
omparée à la vraie vorti
ité initialesur la �gure 8.9, à l'instant tk = 0. Les 
hamps de dépla
ements 
orrespondants peuventégalement être 
omparés à partir des �gures 8.10 et 8.11. Il a déjà été 
onstaté dans lapremière partie de 
e do
ument que l'estimation paramétrique à l'aide d'un modèle réduitpermet de retrouver les stru
tures de grande é
helle de vorti
ité, tandis que les petitesé
helles de l'é
oulement ont tendan
e à être lissées.1La séquen
e d'images a été fournie par le CEMAGREF de Rennes dans le 
adre du projet européenFLUID �Fluid Image Analysis and Des
ription� http ://�uid.irisa.fr.113



La méthode de suivi est appliquée au ve
teur d'état 
onstruit à partir des 100 parti
ulesde vortex, à partir des données initiales estimées sur les deux premières images de laséquen
e. Les observations dis
rètes sont extraites de la séquen
e d'images simulées. Leve
teur d'état étant de taille 200, la résolution du problème de �ltrage est plus di�
ile quedans l'exemple pré
édent. Le nombre de parti
ules de �ltrage né
essaire dans l'algorithmedu �ltrage parti
ulaire est en théorie très élevé, en raison de l'approximation de typeMonte-Carlo des équations du �ltrage. Dans la mesure où nous sommes limités en pratiquepar les ressour
es 
al
ulatoires, nous nous sommes restreints à un ensemble de N = 1000traje
toires.La �gure 8.9 permet de visualiser l'évolution temporelle des 
artes de vorti
ité 
orres-pondant à la simulation numérique et l'évolution des 
artes estimées par la méthode desuivi proposée. Le ve
teur d'état ne permettant qu'une représentation des grandes é
hellesde l'é
oulement, la te
hnique de �ltrage ne permet pas de suivre les stru
tures �nes devorti
ité. Néanmoins, nous pouvons 
onstater sur 
ette �gure que les prin
ipaux vortexde l'é
oulement sont 
orre
tement suivis. L'évolution temporelle du vortex situé en basà droite de l'image au temps tk = 0 peut par exemple être observée. Sa traje
toire est
orre
tement suivie tout au long de la séquen
e.
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tk=0 tk=10 tk=20 tk=30 tk=40

tk=50 tk=60 tk=70 tk=80 tk=90Fig. 8.9: Résultat du suivi de turbulen
e bidimensionnelle par �ltrage : 
omparaison des
artes de vorti
ité. Pour 
haque instant, la vérité terrain est présentée sur la première ligne,le résultat du suivi sur la deuxième.

115



tk=0
tk=10
tk=20
tk=30
tk=40Fig. 8.10: Résultat du suivi de turbulen
e bidimensionnelle par �ltrage : 
omparaison des
hamps de dépla
ements. Pour 
haque instant, la vérité terrain est présentée sur la première
olonne, le résultat du suivi sur la deuxième.116



tk=50
tk=60
tk=70
tk=80
tk=90Fig. 8.11: Résultat du suivi de turbulen
e bidimensionnelle par �ltrage : 
omparaison des
hamps de dépla
ements. Pour 
haque instant, la vérité terrain est présentée sur la première
olonne, le résultat du suivi sur la deuxième.117



Une analyse quantitative du résultat du suivi est présentée sur la �gure 8.12. Cette�gure dé
rit l'évolution temporelle des erreurs de vorti
ité absolue moyennées sur l'image,
al
ulées entre la vraie vorti
ité et la vorti
ité estimée par la méthode de �ltrage. Cette
ourbe d'erreur peut être 
omparée à l'évolution temporelle de l'erreur d'estimation obtenuepar une simple prédi
tion du modèle. L'erreur moyenne d'estimation de la vorti
ité estloin d'être négligeable par rapport à la vorti
ité absolue moyenne sur 
ette séquen
e. Nouspouvons 
ependant noter que la méthode de suivi apporte une amélioration notable parrapport au résultat donné par une simple prédi
tion du modèle réduit.
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Fig. 8.12: Évolution temporelle de l'erreur absolue de vorti
ité moyennée sur l'image. L'er-reur d'estimation 
onsé
utive à une simple propagation du modèle d'évolution est tra
éeen vert, l'erreur d'estimation de la méthode de �ltrage proposée est tra
ée en bleu. Lavorti
ité absolue moyenne 
orrespondant à la vérité terrain est tra
ée en rouge.8.3 Appli
ation en mé
anique des �uides expérimentalesLa méthode de suivi a été testée sur une séquen
e d'images réelles. Cette séquen
e detomographie laser montre l'évolution d'un vortex généré au bout d'une aile d'avion 2. Laséquen
e est reproduite en partie sur la �gure 8.13.
Fig. 8.13: Séquen
e d'images montrant l'évolution d'un vortex généré au bout d'une ailed'avion.L'initialisation du modèle est réalisée sur la première paire d'images de la séquen
e. Ladistribution de vorti
ité initiale est dé
rite par un ensemble de 15 parti
ules de vortex. La
arte de vorti
ité et le 
hamp de dépla
ements initiaux sont visibles sur la �gure 8.14 pour
tk = 0.L'ensemble de la �gure 8.14 montre le résultat obtenu par simple simulation du modèled'évolution réduit 
onstruit à partir de 
ette initialisation. Nous pouvons 
onstater qu'une2La séquen
e a été fournie par l'ONERA (O�
e National d'Études et de Re
her
hes Aérospatiales).118



simple propagation du modèle dynamique ne permet pas de suivre 
orre
tement l'évolutiondu vortex sur toute la séquen
e. Dès l'instant tk = 20, la forme du vortex est mal restituée.Le 
hamp de dépla
ements prédit est dé
alé par rapport au 
entre du vortex observé dansl'image. Par la suite, les 
hamps de dépla
ements prédits présentent des élongations quine 
orrespondent pas au phénomène observé. La traje
toire du vortex est 
omplètementerronée dans la partie �nale de la séquen
e.

tk=0 tk=20 tk=40 tk=60 tk=80

tk=100 tk=120 tk=140 tk=160Fig. 8.14: Résultat du suivi de vortex sur la séquen
e ONERA par simple propagation dumodèle d'évolution.La �gure 8.15 expose la solution obtenue par la méthode de suivi, pour N = 1000traje
toires dans l'algorithme de �ltrage. Cette solution semble visuellement satisfaisante.Le mouvement du vortex est bien re
onstruit à 
haque instant, et sa traje
toire est 
or-re
tement suivie jusqu'à la �n de la séquen
e. Nous pouvons notamment observer quela di�usion du vortex dans la deuxième moitié de la séquen
e est bien représentée par les
hamps de dépla
ements estimés. La déformation du mouvement de rotation estimé suit les
ontours photométriques de l'image. L'évolution des 
artes de vorti
ité asso
iées montre119



une di�usion spatiale des positions des parti
ules de vortex. La di�usion du vortex estdé
rite par le fait que la zone de vorti
ité asso
iée est moins 
on
entrée spatialement.

tk=0 tk=20 tk=40 tk=60 tk=80

tk=100 tk=120 tk=140 tk=160Fig. 8.15: Résultat du suivi de vortex sur la séquen
e ONERA par la méthode de �ltrageproposée.Pour 
es exemples réels, les vrais 
hamps de dépla
ements et les 
artes de vorti
itéasso
iées ne sont pas 
onnus. Une indi
ation sur la qualité des résultats peut néanmoinsêtre donnée en 
onstruisant une erreur de re
onstru
tion moyenne sur le domaine imageà partir des 
hamps estimés. Cette erreur est dé�nie à tout instant d'observation tk par
|Ik+1(x + ŵtk(x)) − Ik(x)| ∀x ∈ Ω.L'évolution temporelle de 
es erreurs est représentée sur la �gure 8.16. La qualité durésultat donné par la prédi
tion peut être 
omparé au résultat estimé par la méthodede suivi proposée. Le �ltrage a été re
onduit 20 fois a�n de tester la robustesse de laméthode. Le résultat moyen et la dispersion des estimations autour de 
ette moyennesont représentés à 
haque instant sur la �gure. Nous pouvons observer que l'erreur dere
onstru
tion asso
iée à la prédi
tion est largement diminuée par la prise en 
ompte des120



observations dans le modèle de �ltrage. Ce
i 
orrobore la 
omparaison qualitative e�e
tuéeà partir des �gures 8.14 et 8.15.
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Fig. 8.16: Évolution temporelle de l'erreur de re
onstru
tion moyenne sur la séquen
eONERA. L'erreur asso
iée à une simple prédi
tion du modèle est tra
ée en noir, l'erreurmoyenne 
orrespondant à la méthode de �ltrage proposée est tra
ée en bleu, la dispersionautour de 
ette moyenne en vert.8.4 Appli
ations en météorologieNous présentons dans 
ette se
tion un résultat obtenue sur une séquen
e provenant du
anal infrarouge de Météosat3. La série d'images dé
rit la traje
toire d'un 
y
lone dansl'O
éan Indien. La séquen
e est représentée en partie sur la �gure 8.17.
Fig. 8.17: Séquen
e d'images montrant l'évolution d'un 
y
lone dans l'O
éan Indien.Le résultat du suivi par �ltrage est représenté sur la �gure 8.18. L'initialisation estdé
rite par le 
hamp et la distribution de vorti
ité estimés au temps tk = 0 sur la premièrepaire d'images, à partir d'un ensemble de 15 parti
ules de vortex. Le mouvement de rotationdé
rit par le 
y
lone est bien re
onstruit et sa traje
toire est 
orre
tement suivie jusqu'àla �n de la séquen
e. L'évolution temporelle de l'erreur de re
onstru
tion moyenne estillustrée sur la �gure 8.19.3La séquen
e a été fournie par le LMD (Laboratoire de Météorologie Dynamique).
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tk=10
tk=20
tk=30
tk=40Fig. 8.18: Résultat du suivi de 
y
lone par la méthode de �ltrage proposée.122
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Fig. 8.19: Évolution temporelle de l'erreur de re
onstru
tion moyenne sur la séquen
e du
y
lone. L'erreur asso
iée à une simple prédi
tion du modèle est tra
ée en noir, l'erreurmoyenne 
orrespondant à la méthode de �ltrage proposée est tra
ée en bleu, la dispersionautour de 
ette moyenne en vert.
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Con
lusionLa synthèse des travaux présentés dans le 
hapitre 5 a mis en avant le fait que le suivide 
hamps denses de vitesses à partir de séquen
es d'images dé
rivant des é
oulements�uides est un problème de re
her
he ouvert. A�n d'améliorer la robustesse et la 
ohéren
etemporelle des estimations su

essives, il est en parti
ulier né
essaire d'intégrer des loisdynamiques physiques dans les méthodes d'estimation.La méthode que nous avons proposée dans 
ette deuxième partie se base sur 
ette idée.En nous plaçant dans le 
adre du �ltrage sto
hastique, nous avons formulé le problème desuivi de 
hamps de vitesses 
omme un problème de �ltrage bayésien non linéaire à temps
ontinu-dis
ret.L'équation d'évolution du modèle de �ltrage est dé�nie à partir de la formulationvorti
ité-vitesse de l'équation de Navier-Stokes. La dis
rétisation de la vorti
ité sur un en-semble de fon
tions de bases (appelées parti
ules de vortex) 
onduit à la des
ription du mo-dèle dynamique par une équation di�érentielle sto
hastique. Cette équation est 
onstruiteà partir d'un nombre réduit de parti
ules de vortex et n'est don
 qu'une version appro
héede l'équation de Navier-Stokes. Cependant, 
e modèle dynamique 
ontinu apporte une in-formation pré
ieuse sur l'évolution de l'é
oulement �uide. Le problème d'estimation des
hamps de vitesses étant formulée dans un 
ontexte de �ltrage bayésien, la faiblesse dumodèle peut être 
orrigée par les observations dis
rètes extraites de la séquen
e d'images.L'équation d'évolution du système et la relation liant les données des images au ve
-teur d'état étant non linéaires, il est né
essaire de mettre en pla
e une te
hnique de �ltrageadaptée. Le �ltrage parti
ulaire formulé dans un 
adre 
ontinu-dis
ret apporte une réponseà 
e problème. Il est alors possible d'estimer les 
hamps de vitesses à tous les instants d'ob-servations, et de prédire l'évolution de 
es 
hamps de manière 
ontinue entre 
es intervallesde temps. La mise en pla
e du �ltrage parti
ulaire étant limitée à des espa
es d'état detaille réduite, une méthode de rédu
tion de dimension du problème de �ltrage a été envi-sagée. Le prin
ipe de 
ette appro
he est de réaliser l'é
hantillonnage des traje
toires dansun espa
e de taille restreint.Les résultats présentés dans le dernier 
hapitre ont montré que la méthode de suivi
onduit à des résultats robustes et 
ohérents dans le temps sur des séquen
es synthétiqueset réelles lorsque les 
hamps de dépla
ements 
ara
térisant l'é
oulement peuvent être dé-
rits par un nombre raisonnable de parti
ules de vortex. Dans le 
as 
ontraire, la résolutiondu problème de �ltrage est di�
ile en raison des ressour
es de 
al
ul né
essaires. Pour untel é
oulement 
omplexe, nous avons pu 
onstater qu'il est néanmoins possible de représen-ter l'évolution des grandes é
helles de l'é
oulement de manière 
ohérente. L'appro
he derédu
tion de dimension envisagée, basée sur les instabilités du système dynamique, est àapprofondir. Un gain de 
al
ul peut être espéré si le degré de rédu
tion est important. Sur125



l'exemple synthétique traité, la rédu
tion d'un fa
teur 2 ne 
ompense pas le 
oût de 
al
ullié à la détermination des dire
tions stables et instables. Néanmoins le résultat obtenu estintéressant 
ar la qualité des résultats obtenus ave
 ou sans rédu
tion est similaire. Enoutre, il semble envisageable d'améliorer les résultats du suivi en n'utilisant la te
hniquede rédu
tion de dimension qu'à des instants donnés de la séquen
e, déterminés selon un
ritère à dé�nir.
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Con
lusion générale et perspe
tivesDans 
e do
ument, nous nous sommes intéressés au problème de l'estimation 
ohérentede 
hamps denses de vitesses d'é
oulements �uides à partir de séquen
es d'images.Dans une première partie notre intérêt s'est porté sur la dé�nition d'un nouvel estima-teur paramétrique de mouvement. Cet estimateur permet d'estimer une représentation defaible dimension d'un 
hamp de dépla
ements à partir d'une paire d'images. La paramétri-sation repose sur la dis
rétisation de la vorti
ité et la divergen
e du 
hamp de dépla
ementspar un ensemble de fon
tions de base de natures di�érentes, appelées parti
ules de vortex etde sour
e. La représentation 
ompa
te obtenue est interprétable physiquement puisqu'elle
orrespond aux 
omposantes à grande é
helle du dépla
ement. Outre 
ette représentationsimpli�ée, l'estimateur développé permet également l'estimation pré
ise du 
hamp de vi-tesses, pour un nombre de paramètres plus grand. En�n, la méthode proposée autorisel'estimation du dépla
ement dans des zones très lo
alisées.La deuxième partie du do
ument traite du problème de suivi temporel des 
hampsde dépla
ements. Une su

ession d'estimations des 
hamps de dépla
ements à partir despaires d'images 
onsé
utives de la séquen
e est fa
ilement mise en é
he
 dès que les imagessont bruitées ou lorsque les dépla
ements sont de grande amplitude et 
haotiques. L'intro-du
tion d'une loi dynamique physique dans les méthodes d'estimation de 
hamps densesde vitesses à partir de séquen
es d'images permet alors d'améliorer la robustesse et la 
o-héren
e temporelle des estimations. Partant de 
ette 
onstatation, des 
ontributions trèsré
entes ont ainsi été proposées. Les méthodes d'estimation dense, basées sur une régula-risation spatiale des 
hamps de dépla
ements, ont ainsi été étendues de manière à intégrerune régularisation temporelle, 
ontrainte par la formulation vorti
ité-vitesse de l'équationde Navier-Stokes. Parallèlement, des méthodes de suivi de 
hamps de dépla
ements baséessur des te
hniques d'assimilation variationnelle (et liées à des 
on
epts de 
ontr�le optimal)ont été développées. Ces appro
hes permettent de re
onstruire les 
hamps de dépla
ementstout au long de la séquen
e, en garantissant la 
ohéren
e temporelle de la solution grâ
e aumodèle dynamique sous-ja
ent. Dans 
e 
ontexte, il n'y a au
une restri
tion sur la dimen-sion du ve
teur d'état. En 
ontrepartie, la méthode repose sur une hypothèse gaussienne,qui peut s'avérer trop restri
tive dans 
ertains 
as.L'appro
he que nous avons proposé dans la deuxième partie de 
e do
ument ne reposequant à elle sur au
une hypothèse gaussienne ou de linéarité du modèle. L'estimation des
hamps de vitesses le long de la séquen
e d'images est formulée 
omme un problème de�ltrage bayésien non linéaire. La 
onnaissan
e sur la loi dynamique physique du systèmeest introduite dans le modèle, en tenant 
ompte de sa nature 
ontinue. Le prin
ipe est alorsde dé
rire l'état du système par une densité de probabilité plut�t qu'une valeur moyenne.Ainsi, la non linéarité du système est pleinement prise en 
ompte. Cet aspe
t est 
ru
ial 
ar127



si le système est non linéaire ou 
haotique, une distribution gaussienne ne sera pas préservéeau 
ours du temps, et l'évolution d'une distribution multimodale sera mal dé
rite.L'in
onvénient de 
ette appro
he probabiliste est liée à la restri
tion imposée sur ladimension du ve
teur d'état. Le problème de suivi de 
hamps dense de vitesses étant
ara
térisé par un ve
teur d'état de très grande dimension (
orrespondant initialementà la taille de l'image), la mise en pla
e d'un suivi par �ltrage non linéaire impose de sebaser sur une représentation réduite de 
et état. L'utilisation de la forme réduite baséesur les parti
ules de vortex et proposée dans la première partie de 
e do
ument est unepremière réponse au problème. En e�et, la méthode de suivi s'est montrée très e�
a
epour des é
oulements dont les 
hamps de dépla
ements peuvent être dé
rits par un nombreraisonnable de parti
ules de vortex. Pour des é
oulements plus 
omplexes né
essairementdé
rits par un espa
e d'état de taille élevée, il est né
essaire d'envisager des méthodesalternatives. En e�et, nous avons pu 
onstater que les résultats obtenus sur de tellesséquen
es sont prometteurs mais que le problème de suivi n'est pas 
omplètement résoludans 
e 
as. L'appro
he de rédu
tion de dimension envisagée, basée sur les instabilités dusystème dynamique, est à approfondir.Les perspe
tives de 
e travail sont nombreuses, liées à l'amélioration ou à l'extensiondes 
ontributions proposées dans 
e do
ument.Dans la 
ontinuité de la première partie, il est naturel de s'intéresser à l'extension endimension 3 de la méthode d'estimation de 
hamps de vitesses. La loi de Biot-Savart reliantla vorti
ité et la divergen
e aux 
omposantes solénoïdale et irrotationnelle du 
hamp dedépla
ement s'é
rit de manière similaire, en modi�ant l'expression du noyau de Green. Ladi�
ulté majeure est que 
ontrairement à la divergen
e, la vorti
ité devient ve
torielle en3D. L'extension des parti
ules de vortex est alors loin d'être triviale, et deux appro
hes sontutilisées dans les méthodes de simulation d'é
oulements tridimensionnels. Il est possible de
onsidérer que les parti
ules sont 
entrées en des points (
omme en 2D) et transportentdes ve
teurs. Inversement, il est possible de dé�nir les éléments de 
al
ul 
omme étant des
ourbes transportant des quantités s
alaires. L'estimation de la 
omposante irrotationnelleen 3D peut don
 être envisagée 
omme une extension dire
te de la méthode proposée, maisle traitement de la 
omposante solénoïdale est beau
oup plus 
omplexe.A�n d'améliorer la méthode de suivi proposée dans la se
onde partie de 
e do
ument,les perspe
tives de travail sont prin
ipalement liées à la gestion de la grande dimension duproblème. L'appro
he de rédu
tion de dimension envisagée doit être approfondie a�n demieux 
omprendre les résultats et de l'utiliser à bon es
ient, en vue d'a

roître la qualitédes estimations.Le problème de la dimension étant lié au nombre de traje
toires à é
hantillonner dansl'algorithme du �ltrage parti
ulaire, une partie du problème a été résolue en réduisant lataille du ve
teur d'état asso
ié au suivi de 
hamp de vitesses. Lorsque l'é
oulement est
omplexe, la dimension du ve
teur d'état ne peut 
ependant pas être réduite outre mesure.A�n de diminuer le nombre de traje
toires à simuler, il serait intéressant de ré�é
hir aumoyen de simuler le pro
essus de di�usion 
onditionnellement aux observations à venir, et
e
i de manière simple (en évitant notamment des propagations �avant-arrière�). Notonsen�n que pour un nombre de traje
toires donné, une rédu
tion du temps de 
al
ul estpossible en parallélisant l'algorithme du �ltrage parti
ulaire (hormis l'étape de réé
han-tillonnage). Ce travail est en 
ours de développement et devrait permettre de tester les128



performan
es de la méthode de suivi sur des exemples plus 
omplexes.La te
hnique de suivi proposée étant adaptée au suivi de représentations de taille ré-duite des 
hamps de vitesses, il serait intéressant d'envisager un suivi temporel basé surd'autres modèles réduits existants. Ainsi, la dé
omposition POD en modes propres ou unedé
omposition en ondelettes pourraient être intégrées à la méthode de suivi par �ltrageproposée. L'obje
tif serait alors de suivre les modes prin
ipaux de 
es dé
ompositions au
ours du temps, 
orrespondant aux stru
tures à grande é
helle de l'é
oulement.En�n, l'utilisation des méthodes de type Kalman d'ensemble pour la résolution de notreproblème est à envisager, en ré�é
hissant sur leur 
apa
ité à appréhender une relationfortement non linéaire entre l'état et la mesure du système. Une perspe
tive de travail plusgénérale serait de ré�é
hir à la 
onstru
tion de méthodes de suivi alliant les avantages desméthodes variationnelles aux avantages des méthodes probabilistes séquentielles.

129



130



Liste des �gures1.1 Dé
omposition de Helmholtz d'un 
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hée en vert). . 1108.5 Résultat de suivi obtenu dans le 
as d'une modélisation dis
rète, moyennésur 50 �ltrages. (a) Traje
toires des 5 parti
ules de vortex dans le planimage (la vérité terrain est tra
ée en rouge, le résultat moyen du suivi enbleu) ; (b) Évolution temporelle des 10 
omposantes du ve
teur d'état (ladispersion des estimations autour de leur moyenne est a�
hée en vert). . . . 1118.6 Résultat de suivi obtenu dans le 
as où les observations sont des 
hampsde dépla
ements. (a) Traje
toires des 5 parti
ules de vortex dans le planimage (la vérité terrain est tra
ée en rouge, le résultat du suivi en bleu) ;(b) Évolution temporelle des 10 
omposantes du ve
teur d'état. . . . . . . . 1128.7 Comparaison des résultats de la méthode de suivi par �ltrage ave
 et sansrédu
tion de dimension. L'erreur moyenne d'estimation de la vorti
ité as-so
iée à la méthode de rédu
tion de dimension est tra
ée en rose, l'erreurasso
iée au résultat présenté sur la �gure 8.4 est représentée en bleu. La
ourbe noire représente l'é
art entre les deux. . . . . . . . . . . . . . . . . . 1138.8 Exemple d'image de parti
ules de la séquen
e simulée. . . . . . . . . . . . . 1138.9 Résultat du suivi de turbulen
e bidimensionnelle par �ltrage : 
omparaisondes 
artes de vorti
ité. Pour 
haque instant, la vérité terrain est présentéesur la première ligne, le résultat du suivi sur la deuxième. . . . . . . . . . . 1158.10 Résultat du suivi de turbulen
e bidimensionnelle par �ltrage : 
omparaisondes 
hamps de dépla
ements. Pour 
haque instant, la vérité terrain est pré-sentée sur la première 
olonne, le résultat du suivi sur la deuxième. . . . . . 1168.11 Résultat du suivi de turbulen
e bidimensionnelle par �ltrage : 
omparaisondes 
hamps de dépla
ements. Pour 
haque instant, la vérité terrain est pré-sentée sur la première 
olonne, le résultat du suivi sur la deuxième. . . . . . 117
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8.12 Évolution temporelle de l'erreur absolue de vorti
ité moyennée sur l'image.L'erreur d'estimation 
onsé
utive à une simple propagation du modèle d'évo-lution est tra
ée en vert, l'erreur d'estimation de la méthode de �ltrage pro-posée est tra
ée en bleu. La vorti
ité absolue moyenne 
orrespondant à lavérité terrain est tra
ée en rouge. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1188.13 Séquen
e d'images montrant l'évolution d'un vortex généré au bout d'uneaile d'avion. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1188.14 Résultat du suivi de vortex sur la séquen
e ONERA par simple propagationdu modèle d'évolution. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1198.15 Résultat du suivi de vortex sur la séquen
e ONERA par la méthode de �ltrageproposée. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1208.16 Évolution temporelle de l'erreur de re
onstru
tion moyenne sur la séquen
eONERA. L'erreur asso
iée à une simple prédi
tion du modèle est tra
ée ennoir, l'erreur moyenne 
orrespondant à la méthode de �ltrage proposée esttra
ée en bleu, la dispersion autour de 
ette moyenne en vert. . . . . . . . . 1218.17 Séquen
e d'images montrant l'évolution d'un 
y
lone dans l'O
éan Indien. . 1218.18 Résultat du suivi de 
y
lone par la méthode de �ltrage proposée. . . . . . . . 1228.19 Évolution temporelle de l'erreur de re
onstru
tion moyenne sur la séquen
edu 
y
lone. L'erreur asso
iée à une simple prédi
tion du modèle est tra
éeen noir, l'erreur moyenne 
orrespondant à la méthode de �ltrage proposéeest tra
ée en bleu, la dispersion autour de 
ette moyenne en vert. . . . . . . 123
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RésuméCette thèse s'intéresse à l'analyse d'é
oulements �uides à partir de séquen
es d'imageset plus parti
ulièrement au problème de l'estimation 
ohérente de 
hamps denses de vi-tesses. Dans une première partie nous proposons un estimateur paramétrique de mouve-ment, fournissant une représentation de faible dimension du 
hamp de dépla
ements àpartir d'une paire d'images. La paramétrisation repose sur la dis
rétisation de la vorti-
ité et la divergen
e du 
hamp sur un ensemble de fon
tions de base appelées parti
ulesde vortex et de sour
e. L'estimation 
onsiste à minimiser une fon
tionnelle 
onstruite àpartir d'une version intégrée de l'équation de 
ontinuité de la mé
anique des �uides. Laméthode d'estimation est validée expérimentalement sur des images synthétiques et réellesissues de divers domaines d'appli
ations : mé
anique des �uides expérimentale, météoro-logie, imagerie médi
ale. La deuxième partie traite du suivi temporel des 
hamps densesde dépla
ements. L'estimation des 
hamps de vitesses le long de la séquen
e d'images estformulée 
omme un problème de �ltrage sto
hastique non linéaire. Le �ltre que nous pro-posons 
ombine un pro
essus de di�usion issu d'une formulation sto
hastique de l'équationde Navier-Stokes sous sa forme vorti
ité-vitesse, et des observations dis
rètes extraites dela séquen
e d'images. La non linéarité du système impose la mise en pla
e d'une te
hniquede �ltrage adaptée. Le �ltrage parti
ulaire formulé dans un 
adre 
ontinu apporte une ré-ponse au problème. A�n de traiter un espa
e d'état de dimension raisonnable, le modèle de�ltrage est 
onstruit à partir de la représentation réduite proposée dans la première partie.Nous présentons des résultats de suivi sur des séquen
es synthétiques et des exemples réelsissus de la météorologie et de la mé
anique des �uides expérimentale.Mots-
lefs : analyse du mouvement, é
oulements �uides, suivi temporel, méthodesséquentielles de Monte Carlo, �ltre parti
ulaire.Abstra
tThis thesis is 
on
erned with the analysis of �uid �ows from image sequen
es and mostparti
ularly with the 
onsistent estimation of dense velo
ity �elds. In a �rst part we pro-pose a parametri
 motion estimator whi
h provides a low dimensional representation ofthe velo
ity �eld from a pair of images. The parameterization relies on the dis
retization ofthe vorti
ity and divergen
e maps on a set of basis fun
tions 
alled vortex and sour
e par-ti
les. The estimation pro
ess 
onsists in minimizing a fun
tional relying on an integratedversion of 
ontinuity equation of �uid me
hani
s. The method is validated experimentallyon syntheti
 images and on di�erent real appli
ations : �uid me
hani
s, meteorology, me-di
al imaging. The se
ond part deals with the temporal tra
king of dense velo
ity �elds.The estimation of the ve
tor �elds along the whole image sequen
e is formulated as a nonlinear sto
hasti
 �ltering problem. The �lter we propose 
ombines a di�usion pro
ess 
o-ming from a sto
hasti
 formulation of the Navier-Stokes equation in its vorti
ity-velo
ityform and dis
rete measurements extra
ted from the image sequen
e. The non linearity ofthe system imposes the setting of an appropriate �ltering te
hnique. The parti
le �lter inits 
ontinuous form brings an answer to the problem. In order to handle a state spa
e ofreasonable size, the �ltering model is 
onstru
ted from the redu
ed representation propo-sed in the �rst part. We present tra
king results on syntheti
 sequen
es and real examples
oming from meteorology and �uid me
hani
s.Keywords : motion analysis, �uid �ows, temporal tra
king, sequential Monte-Carlomethods, parti
le �lter.


