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�� Introduction� Le th�eor�eme des trois longueurs �voir le survol ���� af�
�rme que si � est irrationnel et N entier	 les points fk�g	 pour 
 � k � N 	
partitionnent le cercle de p�erim�etre � en arcs dont la longueur ne prend
que deux ou trois valeurs� Lorsque N � qn 
 iqn��	 pour i � an��	 est le
d�enominateur d�un convergent partiel de �	 seules deux longueurs apparais�
sent sur le cercle� On peut alors d�e�nir un mot sur l�alphabet f
� �g qui
d�ecrit l�ordre d�apparition des deux longueurs possibles� Nous �etudions les
mots d�e�nis lorsque N est de la forme N � qn
qn��	 les mots obtenus pour
les autres convergents pouvant se d�eduire de ceux�l�a�

D�efinition� Pour tout n non nul	 �n est le mot de N � qn
qn�� lettres
sur l�alphabet f
� �g dont la j��eme lettre est � si et seulement si le j��eme
arc apparaissant sur le cercle de p�erim�etre � subdivis�e par les points 
	 f�g	
� � � � f�N � ���g est de longueur ����n�� �qn��� � pn���� Les mots �n sont
appel�es mots d�agencement des longueurs�

Une �etude plus approfondie ���� des nombres fn�g montre que chaque
mot �n est l�image du pr�ec�edent par une substitution appartenant au mo�

no��de de Sturm � �etudi�e dans le cadre de la caract�erisation des mots stur�
miens points �xes de substitutions �voir ��	 ����� Ces substitutions pr�eservent
la propri�et�e combinatoire d��equilibre	 c�est��a�dire le fait que les nombres
d�occurrences de la lettre 
 dans deux facteurs de m�eme longueur di��erent
au plus de ��

Th�eor�eme� Les mots d�agencement des longueurs sont �equilibr�es et leurs

valeurs d�adh�erence sont des mots soit sturmiens � c�est��a�dire qu�il ont

pour tout entier n exactement n
� facteurs de longueur n� soit ultimement

p�eriodiques�
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Nous utilisons dans cet article le lien �etroit qui existe entre les valeurs
d�adh�erence des mots d�agencement des longueurs et les valeurs d�adh�erence
des mots initiaux de la suite des quotients partiels lus �a l�envers	 not�es
an � � �a��

En e�et	 l��etude de ���� implique que les mots d�agencement des longueurs
sont gouvern�es par ces mots lus �a l�envers� On en d�eduit au th�eor�eme ���
que les valeurs d�adh�erence ultimement p�eriodiques des mots d�agencement
sont obtenues �a partir des sous�suites de quotients partiels de � tendant vers
l�in�ni� Ceci implique des r�esultats du type �

Proposition� Les valeurs d�adh�erence de la suite des mots d�agencement

des longueurs sont toutes sturmiennes si et seulement si les quotients partiels

du d�eveloppement en fraction continue de � sont born�es�

On montre avec un raisonnement similaire que les mots in�nis de NN

qui sont valeurs d�adh�erence de la suite an � � �a� des quotients partiels lus
�a l�envers	 sont en bijection avec les valeurs d�adh�erence sturmiennes de la
suite des mots d�agencement des longueurs �proposition ����� Ceci permet
d�identi�er les valeurs d�adh�erence sturmiennes en appliquant �a des codages
de rotations des techniques d�induction utilis�ees dans l��etude des �echanges
d�intervalles �voir par exemple ��	 �
���

Th�eor�eme� Les valeurs d�adh�erence sturmiennes des mots d�agencement

des longueurs associ�es �a un angle � de convergents pn�qn et de quotients

partiels an sont les codages de la trajectoire de �� � par la rotation d�angle

� sur �
� ��� par rapport �a la partition �
� �� �� � ��� �� �� �respectivement

�
� ����� ����� ���� ceci pour toutes les valeurs d�adh�erence irrationnelle �
de la suite de nombres �
� �� an� � � � � a�� � q�n��q�n 
 q�n��� �respectivement

q�n����q�n 
 q�n�����

Le plus grand angle des valeurs d�adh�erence des mots d�agencement est
ainsi fortement li�e au quotient de r�ecurrence des suites sturmiennes d�angle
�	 calcul�e dans ���� De plus	 l�ergodicit�e de l�op�erateur de d�ecalage sur les
fractions continues implique que �

Corollaire� Pour presque tout angle �� tout �el�ement de l�ensemble

St des facteurs des mots sturmiens est facteur d�un mot d�agencement des

longueurs�

Cet article est organis�e comme suit � on d�e�nit dans le paragraphe �
les mots d�agencement des longueurs� On �etudie dans le paragraphe � les
valeurs d�adh�erence ultimement p�eriodiques de ces mots	 et leurs valeurs
d�adh�erence sturmiennes dans le paragraphe �� Dans le paragraphe �	 on
s�int�eresse au cas quadratique et on montre que les valeurs d�adh�erence sont
alors toutes sturmiennes	 en nombre �ni	 et points �xes de substitutions
qu�on d�etermine� En�n	 dans le paragraphe �	 on g�en�eralise les r�esultats
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pr�ec�edents aux mots d�agencement des longueurs d�e�nis pour n�importe
quel convergent partiel�

Remerciements� Je remercie V� Berth�e et P� Arnoux pour leurs pr�e�
cieux conseils	 patience et soutien� Je remercie �egalement le rapporteur de
cet article et J��P� Allouche pour leurs commentaires judicieux�

�� Mots d�agencement des longueurs� Pour tout r�eel x	 on note �x�
sa partie enti�ere et fxg sa partie fractionnaire� Dans tout ce qui suit	 � est
un irrationnel de �
� ���

Le th�eor�eme des trois longueurs	 ou conjecture de Steinhaus	 a �et�e prouv�e
par V� T� S�os ����� De nouvelles preuves ont ensuite �et�e donn�ees par de
nombreux auteurs �voir ��	 ��	 �����

Ce th�eor�eme a un lien profond avec la th�eorie des fractions continues�
Rappelons que si � est irrationnel	 le d�eveloppement en fraction continue de
� est obtenu �voir ���� par l�algorithme qui d�e�nit	 pour tout n	 les nombres
an et tn �

t� � �� an � �tn� et tn�� � ��ftng�

Les entiers an sont appel�es quotients partiels� Du fait de leur d�e�nition	
ils v�eri�ent la formule

� � a� 

�

a� 

�

�� � 

�

an�� 

�

tn

� �a�� a�� � � � � an��� tn��

On appelle convergents partiels de � les rationnels suivants	 mis sous leur
forme irr�eductible � pn�i�qn�i � �a�� a�� � � � � an��� i�� Les convergents totaux

sont obtenus pour i � an �on note pn � pn�an et qn � qn�an�� On a alors
pn�i � ipn�� 
 pn�� et qn�i � iqn�� 
 qn���

Les convergents partiels sont en fait les nombres de Farey associ�e �a l�angle
� � chaque pn�i�qn�i est le rationnel qui approxime le mieux l�angle �	 parmi
les rationnels de d�enominateur strictement inf�erieur �a qn�i���

Par un abus de langage	 on appelle les d�enominateurs qn�i convergents
partiels associ�es �a �� Le th�eor�eme des trois longueurs s��enonce comme suit�

Th�eor�eme des trois longueurs� Si � est irrationnel et N entier� les
points fi�g� pour 
 � i � N � �� partitionnent le cercle de p�erim�etre � en

N arcs dont la longueur ne prend que deux ou trois valeurs� l�une �etant la

somme des deux autres�

Plus pr�ecis�ement� si qk���i est le plus grand convergent partiel associ�e �a �
qui minore N strictement� c�est��a�dire N � qk���i
r� avec 
 � r � qk � alors
les points 
� f�g� � � � � f�N � ���g partitionnent le cercle en N intervalles �
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� �N � qk� sont de longueur ����k�qk� � pk��

� r sont de longueur ����k���qk��� � pk���� i����k�qk� � pk��
� �qk � r� sont de longueur ����k���qk���� pk���� �i� ���qk�� pk���

Fig� �� Illustration du th�eor�eme des trois longueurs

En particulier� si r � qk � c�est��a�dire si N est un convergent partiel�
seules deux longueurs apparaissent� et le cercle orient	e subdivis	e fournit
un mot 
ni sur l�alphabet f�� �g� correspondant �a l�ordre d�apparition des
longueurs� On s�int	eresse aux mots obtenus pour les entiers de la forme
N � qn���� � qn � qn��� Le premier point qui n�a pas encore 	et	e plac	e sur
le cercle est fqn�����g�

D�efinition ���� Pour tout n non nul� �n est le mot de N � qn � qn��
lettres sur l�alphabet f�� �g dont la j��eme lettre est � si et seulement si le
j��eme arc apparaissant sur le cercle subdivis	e par les points �� f�g� � � � et
f�N � ���g est de longueur ����n�� �qn���� pn����

On pose �� � �� Les mots �n ainsi d	e
nis sont appel	es mots d�agencement

des longueurs ou plus simplement mots d�agencement�

Fig� �� Un exemple de mot d�agencement des longueurs
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Une analyse plus �ne de la mani�ere dont s�ins�erent les points fqn���i �g
sur le cercle implique que cette suite de mots est li�ee aux substitutions suiv�
antes � une substitution est un endomorphisme de mono��de libre pour la
concat�enation�

D�efinition ���� Pour tout n	 on appelle In et Jn les substitutions sui�
vantes �

In�
� � �� Jn�
� � ��

In��� � 
�n� Jn��� � �n
�

Proposition ��� �voir ������ Si les an sont les quotients partiels d�un

irrationnel �� les mots d�agencement des longueurs �n associ�es �a � v�eri	ent

la formule

�n � 
 �n �

�
Ian��n��� si n est pair�

Ia�n����n��� si n est impair�
���

Du fait de leur d�e�nition	 les substitutions In et Jn appartiennent toutes
au mono��de de Sturm	 c�est��a�dire l�ensemble des substitutions engendr�ees
par ��	 �� et E �

E�
� � �� ���
� � 
� ���
� � 
�

E��� � 
� ����� � 
�� ����� � �
�

Ce mono��de	 qui contient en particulier la substitution ��E �
 �� 
�	
� �� 
�	 plus connue sous le nom de morphisme de Fibonacci	 a �et�e �etudi�e
dans le cadre de la caract�erisation des mots sturmiens points �xes de sub�
stitutions �voir par exemple ��	 ����� Selon un raisonnement classique que
nous reprenons ci�dessous	 ses �el�ements conservent la propri�et�e combinatoire
d��equilibre� On rappelle qu�un mot in	ni �equilibr�e est tel que la di��erence
des nombres d�occurrences d�une lettre dans deux de ses facteurs de m�eme
longueur est toujours born�ee par � en valeur absolue	 et qu�un mot 	ni

�equilibr�e est un facteur d�un mot in�ni �equilibr�e�

Lemme ���� Les mots d�agencement des longueurs �n sont �equilibr�es�

P r e u v e� Le mot �� � � �etant �equilibr�e	 il est su�sant de montrer que
les trois g�en�erateurs du mono��de de Sturm conservent l��equilibre des mots�
Par sym�etrie	 on est amen�e �a montrer ceci pour ���

Si l�image d�un mot U �equilibr�e n�est pas �equilibr�ee	 il existe deux fac�
teurs de ���U� de m�eme longueur	 dont la di��erence des nombres d�occur�
rences de 
 n�est pas born�ee par �� On prouve ainsi l�existence d�un facteur
W tel que 
W
 et �W� apparaissent dans ���U��

La lettre � �etant isol�ee dans ���U�	 le mot W s��ecrit W � 
Z
	 et ���U�
admet pour facteurs les deux mots W� � 

Z

 et W� � �
Z
�
� Mais le
deuxi�eme et le dernier 
 de W� ne peuvent provenir par R que de la lettre
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	 ce qui implique que Z
 � ���V �	 V facteur de U � On obtient ainsi que
���
V 
� et ����V �� apparaissent dans ���U�	 et 
V 
 et �V � dans U 	 ce qui
est impossible�

Les mots in�nis �equilibr�es se divisent en deux cat�egories� Un mot in�ni
est dit sturmien s�il contient exactement n
� facteurs distincts de longueur
n pour tout entier n	 c�est��a�dire qu�il est de complexit�e minimale parmi les
mots non ultimement p�eriodiques� Dans ���	 Morse et Hedlund montrent que
les mots sturmiens sont en fait les mots in�nis �equilibr�es non ultimement
p�eriodiques� Ils prouvent aussi qu�un mot in�ni u est sturmien si et seule�
ment si c�est un codage de rotation	 c�est��a�dire si et seulement s�il existe
un irrationnel � � �
� �� et un nombre 	 � appel�e intercept � tel que u
code la trajectoire sur �
� �� de 	 par la rotation d�angle � sur les intervalles
�
� �� �� et �� � �� �� �on parle alors de codage �a gauche�	 ou sur les inter�
valles �
� �� �� et ��� �� �� �codage �a droite�� Le mot caract�eristique d�angle

� est le mot sturmien d�intercept nul� C�est le seul mot sturmien d�angle �
qui admet deux extensions gauches sturmiennes � les codages �a droite et �a
gauche d�intercept �� ��

L��equivalence entre ces d�e�nitions arithm�etique et combinatoire a inspir�e
de nombreuses applications de ces mots sturmiens	 entre autres exemples en
cristallographie	 en infographie et en th�eorie ergodique �voir ��� pour une
synth�ese des travaux�� En particulier	 la d�e�nition g�eom�etrique des mots
sturmiens implique que le th�eor�eme des trois longueurs a une formulation li�ee
aux mots sturmiens � dans un mot d�angle �	 les fr�equences des facteurs de
longueur m ne peuvent prendre que trois valeurs	 qui sont les trois longueurs
obtenues en pla�cant sur le cercle les points �kf�� �g���k�m �voir �����

Dans cet article	 on explore un lien plus subtil entre le th�eor�eme des
trois longueurs et les mots sturmiens� En e�et	 le lemme ��� signi�e que les
mots d�agencement des longueurs sont des facteurs de mots in�nis �equilibr�es	
c�est��a�dire sturmiens ou ultimement p�eriodiques� Nous allons chercher �a
identi�er ces mots �equilibr�es	 en s�int�eressant aux valeurs d�adh�erence des

mots d�agencement� Ainsi	 le lemme ��� implique directement le th�eor�eme
suivant� On rappelle que l�ensemble des mots �nis et in�nis sur l�alphabet
f
� �g est un espace compact pour la topologie discr�ete� Selon cette topologie	
deux mots sont d�autant plus proches qu�ils ont m�eme d�ebut� Elle est aussi
d�e�nie par la m�etrique suivante	 o�u juj � �
�
�� est la longueur du mot u �

d��un���n�juj� �vn���n�jvj� �

�

 si �un���n�juj � �vn���n�jvj�

exp��minfn� un 	� vn� juj� jvjg� sinon�

Th�eor�eme ���� Les valeurs d�adh�erence de la suite des mots d�agence�

ment des longueurs ��n�n�� associ�es �a un irrationnel � sont des mots in	nis

ultimement p�eriodiques ou sturmiens�
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�� Valeurs d�adh�erence ultimement p�eriodiques� Gr�ace aux r�egles
de transformation de la formule ���	 on d�etermine le d�ebut des mots d�agen�
cement �n associ�e �a � en fonction des quotients partiels an de � �

�� � ��

�� � �a�
�

��n commence par 
�a�n
 si n � 
�

��n�� commence par ���a�n��
 si n � ��

���

Lemme ���� Une suite extraite ��k�n�� de la suite des mots d�agencement

des longueurs converge vers �� ou 
�� si et seulement si d�une part� k�n� est
de parit�e constante �a partir d�un certain rang� et d�autre part� les quotients

partiels ak�n� tendent vers l�in	ni�

P r e u v e� Si les mots d�agencement �k�n� convergent vers un mot u	 la
premi�ere lettre de u est la premi�ere lettre des �k�n� �a partir d�un certain
rang	 ce qui implique �formules ���� que k�n� est de parit�e constante	 par
exemple impaire� Si les quotients partiels ak�n� ne tendent pas vers l�in�ni	
ils admettent une sous�suite born�ee	 dont on peut extraire une sous�suite
�am�n�� constante �egale �a a� Les mots �m�n� commencent ainsi par ���a
 et ne
peuvent converger vers �� ou 
��� Les formules ��� impliquent directement
la r�eciproque�

Corollaire ���� Les mots �� et 
�� sont les seules valeurs d�adh�erence

de la suite des mots d�agencement des longueurs associ�es �a � si et seulement

si les quotients partiels de � tendent vers l�in	ni�

P r e u v e� Si les quotients partiels an ne tendent pas vers l�in�ni	 il existe
une suite extraite ak�n� qui est born�ee� Par compacit�e	 les mots �k�n� admet�
tent une sous�suite convergente �m�n�� Sa limite est une valeur d�adh�erence
qui ne peut��etre �egale �a �� ou 
��	 sans quoi m�n� tendrait vers l�in�ni�
La r�eciproque est imm�ediate�

Le lemme ��� permet de caract�eriser les valeurs d�adh�erence ultimement
p�eriodiques des mots �n �

Th�eor�eme ���� La suite des mots d�agencement des longueurs ��n� as�

soci�ee �a l�angle � admet un mot ultimement p�eriodique u pour valeur d�adh�e�

rence si et seulement s�il existe une suite d�entiers k�n� de parit�e constante�
et un entier p qui v�eri	ent les conditions suivantes �

� les quotients partiels ak�n� tendent vers l�in	ni�

� les p suites d�entiers �ak�n���� � � � �ak�n��p� sont constantes �egales �a des

entiers b� � � � bp�

� on a




 A� Siegel

u �

������
�����

IbpJbp�� � � �Jb��
��� si k�n� est pair et p pair�

JbpIbp�� � � �Jb��
��� si k�n� est pair et p impair�

JbpIbp�� � � �Ib���
�� si k�n� est impair et p pair�

IbpJbp�� � � �Ib���
�� si k�n� est impair et p impair�

P r e u v e� Si les conditions sont v�eri��ees	 la suite ��k�n�� converge selon
le lemme ��� vers v � f
��� ��g	 et la substitution Q de l�enonc�e est selon
la formule ��� telle que Q��k�n�� � �k�n��p d�es que ak�n��i � bi pour i � p	
ce qui est vrai pour n assez grand� Ainsi	 u � Q�v� est la limite des �k�n��p�

R�eciproquement	 si u est valeur d�adh�erence des �n	 les mots �k�n� dont
elle est la limite commencent par la m�eme lettre �a partir d�un certain rang
et les formules ��� impliquent	 quitte �a restreindre la suite k�n�	 que la
parit�e de k�n� est constante	 par exemple paire� Si u � f
��� ��g	 le lemme
��� implique que les quotients partiels ak�n� tendent vers l�in�ni	 et les hy�
poth�eses sont v�eri��ees avec p � 
� Dans le cas contraire	 u commence par

�b
 avec 
 � f
� �g	 et �a partir d�un certain rang	 les quotients ak�n� sont
tous �egaux �a b �formules ����� Ainsi	 les Ik�n� sont toutes �egales �a une m�eme
substitution Q�

Par compacit�e	 on peut supposer que les mots �k�n��� convergent eux
aussi vers un mot v	 qui va v�eri�er Q�v� � u� Les substitutions �� et �� sont
telles que la pr�eimage par ces applications d�un mot ultimement p�eriodique
est un mot ultimement p�eriodique de p�eriode strictement inf�erieure	 sauf
si les deux mots sont ultimement constants �voir ������ La substitution Q
�etant engendr�e par �� et ��	 on en d�eduit que v est ultimement p�eriodique	
de p�eriode strictement inf�erieure �a celle de u� De proche en proche	 on exhibe
ainsi une succession de mots ultimement p�eriodiques dont la p�eriode d�ecro��t
strictement� Ce processus s�arr�ete apr�es un nombre �ni p d��etapes	 et le mot
obtenu est alors n�ecessairement �� ou 
��� Priv�ee de ses premiers termes	
la suite �k�n� 
 p�k�� v�eri�e les conditions requises�

Corollaire ���� Si les mots d�agencement des longueurs admettent des

valeurs d�adh�erence ultimement p�eriodiques� un des deux mots �� ou 
��

est lui�m
eme valeur d�adh�erence�

P r e u v e� Si les mots d�agencement ont une valeur d�adh�erence ultime�
ment p�eriodique	 alors on vient de montrer qu�une sous�suite de quotients
partiels tend vers l�in�ni	 ce qui implique selon le lemme ��� que �� ou 
��

est valeur d�adh�erence�

On caract�erise la situation inverse gr�ace �a ce corollaire et au lemme ����

Corollaire ���� Les valeurs d�adh�erence des mots d�agencement des

longueurs associ�es �a un angle � sont toutes sturmiennes si et seulement si

les quotients partiels de � sont born�es�
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�� Valeurs d�adh�erence sturmiennes� Avec un raisonnement proche
de celui du th�eor�eme ���	 on relie les valeurs d�adh�erences sturmiennes des
mots d�agencement �n aux quotients partiels� L�ensemble

S
n��N

n�NN est
muni de la topologie discr�ete	 qui est aussi d�e�nie par la m�etrique suivante �

d��un���n�juj� �vn���n�jvj� �

�

 si �un���n�juj � �vn���n�jvj�

exp��minfn� un 	� vn� juj� jvjg� sinon�

Proposition ���� L�application

�bn�n�� � N
N � lim

n��
Ib�Jb� � � �Jb�n�
� � f
� �gN

�respectivement �bn�n�� � lim
n��

Jb�Ib� � � �Jb�n���
��

met en bijection l�ensemble des valeurs d�adh�erence de la suite de mots

�a�na�n�� � � �a�� �respectivement �a�n��a�n � � �a��� et l�ensemble des valeurs

d�adh�erence sturmiennes d�ebutant par 
 �respectivement par �� de la suite

des mots d�agencement des longueurs�

P r e u v e� Soit u une valeur d�adh�erence des mots �n	 sturmienne et
commen�cant par 
� Les formules ��� impliquent que u est limite d�une sous�
suite de la forme ���k�n��� De plus	 u est un mot sturmien et est donc dis�
tinct de 
��� Soit b� la plus grande puissance de � apparaissant dans le
d�ebut de u priv�e de son premier 
� Selon les formules ���	 les quotients
a�k�n� sont alors �egaux �a b� �a partir d�un certain rang� Le fait que les mots
��k�n� � Ib����k�n���� convergent tandis que Q est injective sur les let�
tres implique que la suite ���k�n���� ne peut que converger vers un mot
v qui v�eri�e Ib��v� � u et n�est donc pas ultimement p�eriodique � sans
quoi u le serait aussi �voir ������ De proche en proche	 on en d�eduit que
chaque suite �a�k�n��p�	 pour p �x�e	 vaut une constante bp �a partir d�un
certain rang	 ce qui �equivaut �a dire que les mots a�k�n�a�k�n��� � � �a� con�
vergent vers le mot �bn�	 qui est enti�erement d�etermin�e par u et v�eri�e que
u � lim��k�n� � lim Ib�Jb� � � �Jb�k�n��
��

R�eciproquement	 si une sous�suite �a�k�n�a�k�n��� � � �a�� converge vers un
mot in�ni �bn�	 chaque suite �a�k�n��p�	 �a p �x�e	 va �etre �egale �a bp �a partir
d�un certain rang� Ceci permet de d�e�nir pour tout p une substitution Sp
��egale �a Ibp ou Jbp� et un entier n�p� tels que Q�k�n��p � Sp pour n � n�p��
Les mots S�S� � � �S�p���
� sont d�ebuts les uns des autres et convergent donc
vers un mot u� Chacun de ces mots est le d�ebut de ��k�n� d�es que n � n�p��
On en d�eduit que les ��k�n� convergent vers u	 et que u ne peut pas �etre
ultimement p�eriodique	 sans quoi une sous�suite �a�k�n��p�n�� tendrait vers
l�in�ni �th�eor�eme ���� et ne pourrait �etre constante �a partir d�un certain
rang� La preuve pour les valeurs d�adh�erence d�ebutant par � est similaire�

On en d�eduit une condition n�ecessaire et non su�sante sur � pour
l�existence d�une valeur d�adh�erence sturmienne� On dit qu�une sous�suite
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�xk�n�� d�une suite �xn� est �a lacunes born�ees s�il existe une constante M
telle que k�n 
 ��� k�n� � M pour tout n�

Corollaire ���� Si la suite des mots d�agencement des longueurs as�

soci�ee �a un angle � admet une valeur d�adh�erence sturmienne� alors la suite

des quotients partiels de � n�admet aucune sous�suite �a lacunes born�ees qui

tend vers l�in	ni�

La r�eciproque de cette a�rmation est fausse� comme le montre l�exemple

de l�angle � dont les quotients partiels sont d�e	nis comme suit �

an��i �

�
n si i � 
�

i si 
 � i � �n 
 ��

P r e u v e� Si les mots d�agencement admettent une valeur d�adh�erence
sturmienne	 une sous�suite �ak�n�ak�n��� � � �a�� converge	 et	 p �etant �x�e	
tous les quotients partiels ak�n�� ak�n���� � � � � ak�n��p sont born�es� Ainsi	 la
suite �an� ne peut admettre de sous�suite �a lacune born�ee par p qui tend
vers l�in�ni�

Si	 pour l�angle � d�e�ni en �enonc�e	 les mots d�agencement ont une valeur
d�adh�erence sturmienne	 il existe une suite d�indice k�n� telle que les ak�n�
sont tous �egaux �a partir d�un certain rang	 c�est��a�dire que k�n� est de la
forme k�n� � m�n�� 
 i�� Ainsi	 ak�n��i� � am�n�� � m�n� tend vers l�in�ni	

et les mots �ak�n�ak�n��� � � �a�� ne convergent pas�

En�n	 si une sous�suite �ak�n�� de quotients partiels de � tend vers l�in�ni	
alors	 M �etant �x�e	 ak�n� � M pour n � n�	 et les indices k�n� sont de la

forme k�n� � m�n�� 
 i	 avec M � i � �m�n� 
 �� Si n� est le plus grand
entier tel que k�n�� � �m�n�� 
 ���	 on a k�n� 
 �� 
 �m�n�� 
 ��� 
 M 	 ce
qui implique que k�n� 
 ��� k�n�� 
M� Ainsi	 k�n� ne peut �etre �a lacunes
born�ees	 et � est bien un contre�exemple �a une �eventuelle r�eciproque�

On prouve aussi une condition su�sante mais non n�ecessaire d�existence
d�une valeur d�adh�erence sturmienne � un contre�exemple est donn�e par � �
�
� �� �� �� �� �� �� � � � � n� n� �� � � � � �� �� n� n� �� � � � � �� �� � � ���

Corollaire ���� Si le d�eveloppement en fraction continue de � con�

tient des plages arbitrairement longues de quotients partiels born�es� les mots

d�agencement des longueurs associ�es �a � admettent une valeur d�adh�erence

sturmienne�

P r e u v e� Il existe alors une suite k�n� de parit�e constante	 et une autre
suite l�n� tendant vers l�in�ni	 telles que ap � M pour k�n� � p � k�n� 

l�n�� Les mots ak�n��l�n� � � �ak�n� �etant dans le compact constitu�e des mots
�nis et in�nis sur l�alphabet �ni f�� � � � �Mg	 il existe une suite extraite
�m�n�� de �k�n�� telle que �am�n��l�n� � � �am�n��n�� converge vers un mot u�
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Puisque l�n� tend vers l�in�ni	 les mots am�n��l�n� � � �a� convergent eux�
m�eme vers u	 et le th�eor�eme ��� permet de conclure�

Introduisons deux nouvelles substitutions du mono��de de Sturm	 qui
compl�etent �� et �� �

���
� � 
�� ���
� � �
�

����� � �� ����� � ��

Ces substitutions interviennent par exemple lorsqu�on recherche l�appli�
cation de premier retour d�une rotation d�angle � sur le plus grand des deux
intervalles ����� �� et ��� �� ou le plus grand de �
� �� et �
� ����� On montre
par induction qu�il s�agit d�un �echange de deux intervalles	 c�est��a�dire encore
une rotation� On en d�eduit �

Proposition ��� �voir ����� Soit � un irrationnel et 
 d�e	ni par


 �

�
��� � ���� si � � ����

��� ���� si � � ����

Soit u� et u� �respectivement v� et v�� les codages �a gauche �respec�
tivement �a droite� d�angle � et 
 et d�intercept �� � et �� 
� Alors

si � � ���� u� � ���u�� et v� � ���v���

si � � ���� u� � ���u�� et v� � ���v���

Corollaire ���� Si les bn sont non nuls� les mots Jb�Ib� � � �Jb�n���
�
�respectivement Ib�Jb� � � �Jb�n�
�� convergent vers le codage �a gauche �res�
pectivement �a droite� d�angle � � �
� �� b�� b�� � � �� et d�intercept �� ��

P r e u v e� En it�erant la proposition ���	 on obtient que les codages �a
gauche et �a droite u� et v� d�angle � et d�intercept � � � sont li�es au
d�eveloppement en fractions continues �
� a�� � � � � an� � � �� de � par les rela�
tions �

u� � lim����
a�������

a�����
a� � � � ����

a�n����

v� � lim����
a�������

a�����
a� � � � ����

a�n���
��

Les substitutions In	 Jn et �i v�eri�ent

�n� � EJn� �n� � EIn� �n� � InE� �n� � JnE�

On conclut en posant a� � � et an � bn�� pour n � ��

On en d�eduit une caract�erisation des valeurs d�adh�erence sturmiennes
de la suite des mots d�agencement des longueurs�

Th�eor�eme ���� Les valeurs d�adh�erence sturmiennes des mots d�agence�

ment des longueurs associ�es �a un angle � de convergents pn�qn et de quo�

tients partiels an sont les codages de la trajectoire de � � � par la rota�

tion d�angle � sur �
� ��� par rapport �a la partition �
� � � �� � �� � �� ��
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�respectivement �
� ����� ����� ���� ceci pour toutes les valeurs d�adh�erence
irrationnelles � de la suite de nombres �
� �� an� � � � � a�� � q�n��q�n 
 q�n���
�respectivement q�n����q�n 
 q�n�����

P r e u v e� Ceci d�ecoule directement de la proposition ��� et du corollaire
��� en remarquant que	 par continuit�e du d�eveloppement en fractions con�
tinues sur RnQ	 l�angle de la valeur d�adh�erence sturmienne associ�ee �a une
valeur d�adh�erence �bn� des mots a�na�n�� � � �a� est la limite des rationnels
�
� �� a�n� a�n��� � � � � a�� � q�n��q�n�� 
 q�n� �voir �����

Le fait que l�angle d�une valeur d�adh�erence est toujours sup�erieur �a ���
est coh�erent � en e�et	 par d�e�nition	 l�image d�un mot par Qn contient
beaucoup plus de � que de 
� Ce th�eor�eme sera red�emontr�e dans le cas
quadratique de mani�ere �el�ementaire dans la partie �	 et g�en�eralis�e �a d�autres
mots d�agencement des longueurs dans la partie ��

On d�eduit facilement	 en terme de th�eorie des langages	 que d�es que le
d�eveloppement en fractions continues d�un angle contient toute suite �nie
d�entiers	 le langage St des facteurs de tous les mots sturmiens peut se lire
dans les mots d�agencement� De tels nombres forment un ensemble de mesure
pleine par ergodicit�e de l�op�erateur de d�ecalage sur les fractions continues
�T �x� � f��xg� par rapport �a la mesure de Gauss	 absolument continue par
rapport �a la mesure de Lebesgue �voir �����

Corollaire ���� Pour presque tout angle �� toute suite �equilibr�ee est

valeur d�adh�erence de la suite des mots d�agencement des longueurs� Pour

de tels angles� l�ensemble des facteurs des mots d�agencement est �egal �a

l�ensemble St des facteurs de tous les mots sturmiens�

�� Le cas quadratique� Si � est quadratique	 le th�eor�eme de Lagrange
�voir ���� a�rme que ses quotients partiels an forment une suite ultime�
ment p�eriodique	 et les th�eor�emes ��� et ��� nous disent que les valeurs
d�adh�erence des mots d�agencement sont toutes sturmiennes et en nombre
�ni� La proposition suivante montre que la r�eciproque est vraie�

Proposition ���� Les valeurs d�adh�erence de la suite des mots d�agence�

ment des longueurs associ�es �a un angle � sont en nombre 	ni et toutes

sturmiennes si et seulement si l�angle � est quadratique�

P r e u v e� Supposons que les mots d�agencement ��n� admettent exacte�
ment C valeurs d�adh�erence qui sont toutes sturmiennes� Si la suite des
quotients partiels �an� n��etait pas ultimement p�eriodique de p�eriode C 	 il
existerait une suite ��n� strictement croissante et de parit�e constante telle
que a��n��C� 	� a��n� pour tout n � 
� Posons 	�n� � ��n�
C
C � Quitte �a
renommer �	 la compacit�e de f
� �g� implique que ����n��n�� converge vers
un mot u	 qui est sturmien par hypoth�ese�
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Selon la proposition ���	 les mots �a��n� � � �a��n�� convergent vers un
mot in�ni v	 ce qui implique que chaque suite �a��n��p � � �a��n�� converge
elle�m�eme vers Sp�v�	 o�u S est l�op�erateur de d�ecalage vers la droite� Puisque
les valeurs d�adh�erence sont en nombre �ni	 on en d�eduit qu�il existe p� � C
et T � C tels que Sp��v� � Sp��T �v�� L�application de S �a cette �egalit�e
implique alors que Sp�v� � Sp�C��v� pour tout p 
 p�� En particulier	
SC�v� � SC�C��v�	 c�est��a�dire	 en reprenant la d�e�nition de v	

lim
n��

a��n��C� � � �a� � lim
n��

a��n� � � �a��

Ainsi	 d�es que n est assez grand	 a��n��C� � a��n�	 ce qui contredit le choix
de ��

Les valeurs d�adh�erence sont alors identi��ees �

Proposition ���� Si l�angle � est quadratique� les valeurs d�adh�erence

de la suite des mots d�agencement des longueurs sont points 	xes de substi�

tution�

Si � � �
� a�� � � � � a�n�� �c�� � � � � c�T���� les substitutions en question sont

les Ic�kJc�k�� � � � Ic�T Jc� � � �Jc�k�� et les Jc�k��Ic�k�� � � �Ic�T Jc� � � �Ic�k �

P r e u v e� Selon la proposition ���	 une valeur d�adh�erence u des �n com�
men�cant par 
 est limite de mots de la forme Ib�Jb� � � �Jb�n�
� o�u la suite
b � �bn� est valeur d�adh�erence des a�n � � �a�� Dans le cas qui nous con�
cerne	 b est donc un mot p�eriodique de p�eriode �T � Or	 pour tout m�n	 le
mot InJm�
� commence par 
� Ainsi	 si � est la substitution Ib�Jb� � � �Jb�T�� 	

les mots Ib�Jb� � � �Jb�n�
� commencent tous par �	n	T 
�
�� On d�eduit du fait
que ��
� commence par 
 que u est le point �xe de ��

On retrouve ainsi de mani�ere �el�ementaire le th�eor�eme ��� dans le cas
quadratique�

Proposition ���� Soit � � �
� a�� � � � � a�n� � �c�� � � � � c�T��� un angle qua�

dratique� Alors les valeurs d�adh�erence des mots d�agencement des lon�

gueurs associ�es �a � sont toutes sturmiennes et d�angles

�k � �
� �� �ck� ck��� � � � � c�� c�T � � � � � ck���
�� � 
 � k � T�

P r e u v e� Notons �k la substitution IckJck�� � � �Ic�T Jc� � � �Jck�� si k est
pair et JckIck�� � � � Ic�T Jc� � � �Ick�� sinon� Soit uk le point �xe de �k	 unique
vu la d�e�nition des Jn� Soit �k l�angle de uk �

L�entier k �etant �x�e	 les mots uk et uk�� v�eri�ent uk�� � ��uk�	 avec � �
fIck�� � Jck��g suivant la parit�e de k� Notons �n et 
n �respectivement ��n et

�n� les nombres de 
 et � dans le d�ebut de uk de longueur n �respectivement
dans l�image de d�ebut par � 	 qui est un d�ebut de uk���� On a ainsi �n 
 
n
� n�
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La d�e�nition g�eom�etrique des mots sturmiens impliquant que l�angle
d�un mot sturmien �vn� est �egal �a la proportion de � dans ses pr�e�xes	 on a

�k � lim

n
n

et �k�� � lim

�n

��n 
 
�n
�

Or	 la d�e�nition de � implique que ��n � 
n et 
�n � �n 
 ck��
n� Ainsi

�

�k��
� � � lim

n��


n
�n 
 ck�� 
n

�
�

ck�� 

�

�k
� �

�

De proche en proche on obtient

�

�k
� � �

�

ck 

�

�k��
� �

� � � � �
�

ck 

�

ck�� 
 � � � 

�

ck�� 

�

�k
� �

c�est��a�dire que

�

�k
� � � �
� �ck� ck��� � � � � c�� c�T � � � � � ck���

���

�� Autres mots d�agencement des longueurs� Le th�eor�eme des
trois longueurs a�rme en particulier que seules deux longueurs apparaissent
sur le cercle si et seulement si le nombre de points plac�es sur le cercle est
un convergent partiel de l�angle� On d�e�nit ainsi un mot d�agencement des
longueurs 
n�i pour tout convergent qn�i	 avec i � an� On a alors �n � 
n�����

Chaque mot 
n�i �etant l�image de �n�� par une substitution du mono��de
de Sturm ne d�ependant que de i �voir �����	 les suites de mots �
n�i��	 pour
i� �x�e	 ont des propri�et�es identiques �a celles qui ont �et�e prouv�ees pour ��n��
Seule la valeur des angles des valeurs d�adh�erence sturmiennes est modi�
��ee � leur d�eveloppement en fraction continue ne commence plus par �
� ��
mais par �
� i��� Par exemple	 on peut s�int�eresser comme dans ���� �a la
subdivision du cercle par qn points	 c�est��a�dire aux mots 
n�an �

Proposition ���� Les mots d�agencement 
n�an � obtenus en d�ecoupant

le cercle par les fn�g pour 
 � n � qn� ont pour valeurs d�adh�erence stur�

miennes les codages sur �
� � � �� � �� � �� �� �respectivement �
� � � �� �
����� ��� de la trajectoire de ��� par la rotation d�angle �� ceci pour toute

valeur d�adh�erence irrationnelle � des nombres q�n���q�n �respectivement

q�n�q�n���� o�u les qn sont les convergents de ��

P r e u v e� Selon ���� les mots d�agencement sont tels que �n � I��
n�an�
si n est pair et �n � J��
n�an� sinon� Si v est une valeur d�adh�erence stur�
mienne de �
n�an� qui s��ecrit v � limn�� 
k�n��ak�n� avec k�n� pair	 la suite
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��k�n�� converge vers I��v�� Selon la proposition ���	 il existe des entiers bi
tels que

I��v� � lim
n��

Ib�Jb� � � �Jb�n�
� � lim
n��

E�b�� ��E
b� � � ���E

b�n�
�

� lim
n��

E�b�� �
b�
� � � ��b�n� ����

Puisque par d�e�nition I� � E��	 on obtient ainsi que v est la limite des
�b���
� �b�� � � ��b�n� ���	 c�est��a�dire l�extension gauche du mot caract�eristique

d�angle �
� b�� b�� � � �� � �
� ak�n�� ak�n� � �� � � � � a�� � qk�n����qk�n��

Dans le cas particulier o�u � est de la forme � � �
� a� a� � � ��	 la proposition
��� est une version plus faible d�un r�esultat de van Ravenstein et al� ����	
qui dit que pour de tels angles	 le mot 
n�an priv�e de sa premi�ere et de
sa derni�ere lettre est un pr�e�xe du mot sturmien caract�eristique d�angle ��
On remarque que ceci implique bien que les suites �
�n�a�n� et �
�n���a�n���
convergent vers les codages �a droite et �a gauche de la rotation d�angle � et
d�intercept �� ��

Van Ravenstein et al� conclutent ���� en demandant quels sont les angles
qui v�eri�ent une propri�et�e identique �a celle qu�il �etablit pour les �
� a� a� � � ���
La r�eponse �a cette question se d�eduit de la proposition ����

Proposition ���� Soit � un angle tel que les mots d�agencement des

longueurs 
n�an priv�es de leur premi�ere et derni�ere lettre sont des d�ebuts du

mot caract�eristique d�angle �� Alors le d�eveloppement en fraction continue

de � est de la forme �
� a� a� � � ���

P r e u v e� Soit � v�eri�ant les hypoth�eses ci�dessus� La suite des mots
d�agencement �
n�an� admet alors exactement deux valeurs d�adh�erence �
les prolongements �a gauches par 
 et � du mot caract�eristique d�angle ��
Selon la proposition ���	 l�angle � est donc quadratique� De plus	 les valeurs
d�adh�erence sont de m�eme angle	 �a savoir �� Selon la proposition ���	 le
d�eveloppement en fraction continue de � ne peut donc �etre qu�ultimement
constant	 �egal �a un entier a� La proposition ��� implique alors que l�angle
des valeurs d�adh�erence est �� � �
� a� a� � � ��	 qui doit �etre �egal �a ��
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