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Chapter 1

Bases de ’algebre linéaire

Ce chapitre introduit les notations et les opérations de base sur ’algebre des matrices. Il se termine
par des notions de complexité et de performances et par la description des bibliotheques BLAS et
LAPACK.

1.1 Espaces vectoriels et vecteurs

On note R™ un espace vectoriel de dimension n.

La base canonique de R" est (eq,...,ep).

Un vecteur z € R™, de composantes x1, ..., Ty, est noté x = (x;).
Les vecteurs sont notés verticalement.

1.2 Matrices et vecteurs

Une matrice A € R™*" est notée A = (ay).

Le j*™¢ vecteur colonne de A est a; = Ae;.

Un systeme de n vecteurs uq, ..., u, € R™ est noté sous forme matricielle U = (uj ... u,) € R™*"
avec u; le j¢¢ vecteur colonne de U.

On note Vect(U) le sous-espace vectoriel (sev) engendré par les vecteurs colonnes de U.

Si U est un systeme libre de k vecteurs, Vect(U) est un sev de dimension k.

1.2.1 Matrices carrées et matrices particulieres

Une matrice A € R™*" est carrée d’ordre n si n = m.

La trace d’une matrice carrée A d’ordre n est la somme de ses éléments diagonaux : tr(A) =
D i1 @i

Le déterminant d’une matrice carrée A d’ordre n est noté det(A).

La matrice identité d’ordre k, dans R¥** vaut I, = (e1 ...ep).

Une matrice carrée D est diagonale si les seuls éléments non nuls sont sur la diagonale ; elle est
notée D = diag(d;), ou d = (d;) est le vecteur formé par les éléments diagonaux.

Une matrice carrée L triangulaire inférieure si les seuls éléments non nuls sont dans le triangle
inférieur ; on définit de méme une matrice carrée U triangulaire supérieure.
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Une matrice tridiagonale a trois diagonales non nulles, une matrice bidiagonale a deux diagonales
non nulles.

1.2.2 Opérations sur les matrices

L’ensemble des matrices R™*™ est un espace vectoriel de dimension mn.
Soit A € R™*™ et B € R"*? ; le produit C' = AB € R"*P est défini par ¢;j = > ;_; irbr;-
L’ensemble des matrices carrées R™*™ est un anneau.
L’anneau n’est pas commutatif (il existe A et B tels que AB # BA).
L’anneau n’est pas integre (il existe des diviseurs de zéro : il existe A et B tels que AB = 0).
Une matrice carrée A est inversible s’il existe une matrice B telle que AB = I,,. Si B existe,
alors BA = I,,, B est unique, c’est I'inverse de A et on note B = A™!.
L’anneau n’est pas un corps (il existe des matrices non inversibles, dites singuliéres).
Le produit de deux matrices diagonales est une matrice diagonale.
Le produit de deux matrices triangulaires est une matrice triangulaire.

1.2.3 Matrices symétriques

La transposée AT d’une matrice carrée A est la matrice obtenue en interchangeant les lignes et les
colonnes. Soit A = (a;j) et B = AT = (bij), on a donc b;; = ajj.

Une matrice carrée A est symétrique si A = A7,

Les matrices AT A et AAT sont symétriques.

On a (AT)T = A et (AB)T = BTAT.

1.2.4 Partitions par blocs

Une matrice par blocs est définie par une partition ou les éléments scalaires sont regroupés dans
des sous-matrices ; on note A = A;;.

On définit les mémes regles d’opérations, en respectant les dimensions dans les produits. At-
tention a l'ordre des blocs dans les produits.

1.3 Produit scalaire et normes vectorielles

Le produit scalaire de deux vecteurs x et y est 2’y = Yo Ty
Soit x = (x;), on a x; = e] x.
Soit A = (a;5), on a a;j = el-TAej.
Dans le cas de vecteurs complexes, le produit scalaire hermitien est défini par

n
(z,y) €C"xC" — a*y=> Ty,
=1

ou le surlignage d’une grandeur indique qu’on en considere le conjugué.
Il est possible de définir plusieurs normes dans ’espace vectoriel R".
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Définition 1.3.1 Une norme d’un espace vectoriel E est une application ||.|| de E dans Ry qui
vérifie les propriétés suivantes :

Ve e E, ||z| >0,
VAER, z € B, ||Az| = [Az]],
Vo,y € E, [z +yll < [lzfl + |yl

Dans R" | les trois normes les plus courantes sont la norme infinie, la norme 1 et la norme euclidi-
enne.

e norme infinie : ||x||cc = maxj—1 ..p |2,
o norme 1 : ||z|1 =Y 1 |z,
e norme 2 ou norme euclidienne : ||z = VaTe =31 | x>

ot & = (w1, ,2,)7".

La norme euclidienne est donc définie par le produit scalaire z7y.
Les vecteurs de la base canonique sont normés : |le;||2 = 1.

Proposition 1.3.1 Inégalité de Cauchy-Schwarz :
V(z,y) R xR, [zly] < [lzll2llyll2. (1.1)

l’égalité a lieu si et seulement si les vecteurs x et y sont liés.
Preuve. Laissée en exercice. o

Comme toutes les normes d’'un espace de dimension finie, ces trois normes sont équivalentes.
Les constantes qui les relient sont données dans la proposition suivante.

Proposition 1.3.2 Pour tout vecteur x € R™, on a les inégalités :

[2llz < [lzlli < v/nll2,
2]l < llzll2 < v/nllloo,
[zl < [l < nfl2[loo-

Preuve. Laissée en exercice. >

1.4 Normes matricielles

Définition 1.4.1 On suppose que l'on a choisi une norme dans chacun des deux espaces R™ et
R™. On définit alors la norme matricielle subordonnée dans l’espace des matrices R™*™ par

VACR™, |A] = max | A,

Lorsque les normes 1, 2 ou infinie sont respectivement choisies pour les deux ensembles a la fois,
on note les normes subordonnées correspondantes de la méme maniere.
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Proposition 1.4.1 Soit A = (a;;) € R™*"™. Alors :

m
Al = max > lal, (1.5)
]:1,"'771 .
=1
m
Ao = max > agl. (1.6)
i=1,-n %
7=1
Preuve. Laissée en exercice. o

Remarque 1.4.1 La norme matricielle euclidienne n’est pas simple a calculer dans le cas général,
contrairement aux autres normes. Voir le chapitre sur les valeurs singuliéres.

Proposition 1.4.2 Dans certains cas particuliers, la norme des matrices est connue.

[1]]2 =1
[ Dll2 = maz;|d;]

Définition 1.4.2 Une norme matricielle de R™*™ est une norme qui vérifie
VA, B e R, AB|| < ||A[|B]|
Proposition 1.4.3 Les normes subordonnées sont des normes matricielles.
La norme de Frobenius est la norme prise au sens de ’espace vectoriel de dimension mn.

Définition 1.4.3 Pour toute matrice A = (a;;) € R™*™, on définit sa norme de Frobenius par :

1Allr = ([D0D ai?

i=1 j=1

= 4/tr(ATA),
ot la trace d’une matrice est égale a la somme de ses éléments diagonauz.

Proposition 1.4.4 La norme de Frobenius est une norme matricielle. FElle vérifie les inégalités
suivantes

Al < [lAlr < VnllAll2,
[ABllFr < [lAll#[lBl2,
[ABllFr < [l All2llBllF,
[ABllr < [lAll#lBlF,

pour tout couple de matrices (A, B) € R™*™ x R™*P,
Preuve. Laissée en exercice. o
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1.5 Orthogonalité dans R"

Définition 1.5.1 z Ly < 27y =0

ZETy
zll2[lyll2

Définition 1.5.2 cos(angle(z,y)) =

Proposition 1.5.1 Théoreme de Pythagore :
Sia Ly, alors ||z +yl3 = ||=[3 + lyl3.

Définition 1.5.3 Soit S un sous-espace vectoriel de R™. L’orthogonal de S est défini par
St ={y/yTe =0, VzeS}
Proposition 1.5.2 S+ est un sous-espace vectoriel et les sous-espaces S et S+ sont supplémentaires.

Définition 1.5.4 U = (uy---uy) € R™F* k < n est un systéme orthonormé ssi uiTuj = 0;; ssi
UTU = I,.

Remarque 1.5.1 Attention, si k <n, on a UUT # I,,.
Proposition 1.5.3 Un systéme orthonormé forme un systéme libre.
Remarque 1.5.2 (ey,...,e,) est une base orthonormée de R™.

Proposition 1.5.4 Théoréeme de la base incompléte. Soit U un systéme orthonormé de taille k.
On peut compléter U par Uy de taille n — k, pour former une base orthonormée de R™. Le systéme
Uy est une base orthonormée de UL. Alors UlTUl =1, et UTU, = 0. Tout vecteur x s’écrit

r=UU x4+ U U] .
Proposition 1.5.5 U € R"**¥, k < n systéme orthonormé, alors

[Ull2 = 1.
Vz e RF, ||Uzl|2 = ||z]2,
VA € RFP |[UA|2 = || A2

Attention, si k <n, on a ||AU||2 # ||A]|2.

Preuve. ||Uz|2 = (Uz)T(Ux) =2T(UTU)x =272 = ||z|]3
IUAll2 = max)g,—1 [|[UAz||2 = max|g),—1 [|Az]2 = [|All2. o

Définition 1.5.5 Une matrice carrée Q € R™ ™ est orthogonale ssi QTQ = I,,. Les colonnes de
Q forment une base orthonormée de R™.

Proposition 1.5.6 Q € R"*" matrice orthogonale, alors Q est inversible, QT est orthogonale et

QTQ=QQ" =1, Q7' =Q".
1Ql]2 = 1.

VA € R, [[QA[2 = || All2,
vA € R™M [[AQ2 = [ Afl2-
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Preuve. [AQl2 = max,|,—1 [[AQz||2 = max,,—1 [[Ay|2 = [|Al]2 car Q est inversible (Vy, 3z, Qx =
y) et [|Qxllz = [|z[l2- o

Proposition 1.5.7 Q € R™" qvec |Ql|2 = 1, alors Q est orthogonale. Autrement dit, une matrice
carrée qui converve les normes est orthogonale.

Preuve.  (Qu)7(Qx) = 27(QTQ)x = 2Tz done (Qz + 1)) Q +y) = (z+ 1T (& + ) et
(Qz)"(Qy) = 2"y
Do el (QTQ)e; = 1 et eJT(QTQ)eZ- =0, i #j donc QTQ = I,, et Q est orthogonale. o

1

1.6 Image, noyau, rang d’une matrice

A e R™*",

Définition 1.6.1 Im(A) = {y € R"/y = Az} = Vect(ar, a2, -, an)
ker(A) = {z € R"/Az = 0}
Proposition 1.6.1 Im(A) est un sev de R™ et ker(A) est un sev de R™.
Définition 1.6.2 rang(A) = dim(Im(A)).
Proposition 1.6.2 Im(A)*t = ker(AT) et Im(AT) = ker(A)*.
Preuve. yc Im(A)t & Ve, (Ax)Ty=0sVe, 27(ATy) =0 ATy =0sy € ker(AT). o
Proposition 1.6.3 rang(A) = rang(AT)
dim(ker(A)) +rang(A) =n
dim(ker(AT)) 4+ rang(AT) =m
rang(A) < min(m,n).
Preuve. Soit r = rang(A”), on va montrer que rang(A) > r. Par transposition, on en déduira
que r = rang(A).
Soit X = {z1,...,2,} une base de Im(A") et Y = AX. Par construction, Y € Im(A). On va
montrer que Y est un systeéme libre, ce qui implique que r < rang(A). Pour cela, on va montrer
que Yv=0=0v=0.
Yv=0= AXv = 0= Xv € ker(A). Or ker(A) = Im(AT)t donc Xv € Im(AT)L. Mais X
est une base de Im(AT) donc Xv € Im(AT). Donc Xv = 0 et puisque X est une base, v = 0.
D’aprés la proposition précédente, on a dim(ker(A)) + rang(A”) = n, on en déduit 1'égalité
avec rang(A). o

Proposition 1.6.4 rang(A) =n < ker(A) = {0}.

Preuve. Evident d’apres ce qui précede.
o

Définition 1.6.3 Soit A € R™*"™ une matrice rectangulaire avec m > n ; A est dite de rang plein
si rang(A) = n.

Proposition 1.6.5 rang(AB) < rang(A), rang(AB) < rang(B)
Preuve. ker(B) C ker(AB) donc rang(AB) < rang(B).
rang((AB)T) = rang(BT AT) = rang(AB) < rang(AT) = rang(A). o
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1.6.1 Matrices de rang k

Proposition 1.6.6 Soit U = (uy...ug) et V = (vy...v) deux systémes libres de R™ et de R"
respectivement, alors UVT € R™*" et

ker(UVT) = VY, Im(UVT) = Vect(U), rang(UVT) = k.

Réciproquement, si A est une matrice de rang k, il existe U = (uy ...ug) base de Im(A) et V =
(v1...vx) base de ker(A)* tels que A =UVT.

Preuve. Soit A = UV7T, alors z € ker(A) & UViz =0 & Vg =0 < 2 € V* donc
ker(A) = V. On en déduit que rang(A) = k car dim(V+) = n—k. D’autre part, Im(A) C Im(U)
d’ot, par égalité des dimensions, Im(A) = Im(U).

Réciproquement, soit V' € R™* une base orthonormée de ker(A)l, complétée par V; dans
ker(A). Alors Vo, 2 = VVTx + ViVilz et Ax = AVV Tz, Soit U = AV, alors Az = UV Tz donc
A=UVT. De plus, U est un systéeme libre car Uy = 0 < AVy =0 < Vy € ker(A) Nker(A)+ <
y =0, donc U est une base de Im(A). o

1.6.2 Matrices de rang 1
En particulier, les matrices de rang 1 sont de la forme zy’, ot = et y sont deux vecteurs non nuls.

Proposition 1.6.7 Si v"u # 0, la transformation P = UTluuvT est la projection sur la droite

engendrée par le vecteur u orthogonalement au vecteur v. Si de plus u = v, la projection P est une
projection orthogonale.

Preuve. Il est évident que Pu = u et Pw = 0 pour tout wlv. Puisque R” = (u) @ (v)*, la

projection P est caractérisée. Si u = v, la projection P = —5uu” est la projection orthogonale

l[ull2
sur (u). o

Remarque 1.6.1 Siulv, alors la transformation N = auv” est nilpotente, de noyau I’hyperplan
orthogonal a v.

Proposition 1.6.8 Siv u # 0, la transformation Q = I — UTluuvT est la projection sur l’hyperplan
(v)J- parallelement a la droite engendrée par le vecteur u. Si de plus u = v, la projection QQ est la
projection orthogonale sur Uhyperplan (u)*.

Preuve. Evident. <&

1.7 Notions de complexité et de performances

Les algorithmes de calcul sont caractérisés par leur complexité arithmétique, mesurée par le nombre
d’opérations (additions, multiplications, etc) sur des réels, ainsi que par leur cott de stockage,
mesuré par le nombre de variables réelles. Le stockage des nombres entiers et les calculs sur les
nombres entiers sont d’un cotlit marginal, qui est ignoré. En pratique, les opérations arithmétiques
et le stockage se font sur des nombres flottants (voir chapitre sur 'arithmétique flottante). Les
opérations inutiles, telles qu'une multiplication par zéro ou par un, ne sont pas comptabilisées.
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Les performances d’un algorithme se mesurent par sa vitesse de calcul. Celle-ci dépend de la
complexité mais aussi de I'exploitation de I’architecture de 'ordinateur, notamment du parallélisme
interne et de la hiérarchie des mémoires.

Pour la complexité, on donnera souvent le terme prédominant, du plus grand ordre. Pour
une complexité polynomiale, ce terme est écrit sous la forme O(n*). Cela signifie que le nombre
d’opérations N divisé par n* tend vers une constante quand n tend vers I’infini.

La plupart des algorithmes d’algebre linéaire ont une complexité polynomiale, par exemple
N = an?®+ bn? + cn +d. On a pour cet exemple N = O(n3) = an® + O(n?).

1.8 Bibliotheques BLAS et LAPACK

Les opérations de base d’algebre linéaire sont regroupées dans une bibliotheque numérique appelée
BLAS : Basic Linear Algebra Subroutines. Cette bibliotheque est souvent fournie par le construc-
teur et optimisée pour une architecture donnée. Les opérations sont divisées en trois niveaux,
appelés BLAS1, BLAS2, BLAS3. L’optimisation concerne l'ordre des opérations et I'acces a la
mémoire, pour exploiter au mieux la hiérarchie (mémoire principale, mémoire cache, etc). Les
performances (vitesse de calcul) sont d’autant meilleures que le niveau est élevé.

Les opérations plus complexes sont regroupées dans la bibliotheque numérique appelée LA-
PACK : Linear Algebra Package. Les opérations de LAPACK utilisent au maximum les opérations
BLAS, surtout BLAS3, qui est le plus performant en temps de calcul.

1.8.1 Opérations BLAS1

Ce niveau concerne les opérations entre vecteurs. Quelques exemples :
e combinaison linéaire de vecteurs z = a * x + b * y, 3n opérations.
e produit scalaire de vecteurs a = a + 27y, 2n opérations.
e produit de matrices diagonales, n opérations.

Toutes les opérations BLAS1 ont une complexité en O(n) opérations flottantes et un acces
mémoire en O(n) mots flottants.
Il n’y a qu’un niveau de boucle.

1.8.2 Opérations BLAS2

Ce niveau concerne les opérations entre matrices et vecteurs. Quelques exemples :
e produit matrice-vecteur y = y + A * x, 2mn opérations.
e produit extérieur de vecteurs A = zy”’, mn opérations.

Dans le cas de matrices carrées d’ordre n, toutes les opérations BLAS2 ont une complexité en
O(n?) et un acceés mémoire en O(n?).

Il y a deux niveaux de boucle imbriqués, ce qui permet de construire deux variantes suivant
I’ordre des boucles. On peut ainsi choisir un calcul par lignes ou par colonnes. On peut aussi définir
une partition de la matrice et effectuer les opérations par blocs, pour optimiser ’acces hiérarchique
a la mémoire.
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Soit Q =1 — ﬁuvT la matrice de projection de rang 1 définie précédemment. Il est a noter

que
1
T T
r=x— ———w' r=x— — (" x)u.
@ vy vTu( )

Il est inutile et cotteux de calculer la matrice Q. En effet, le produit Qx est une opération matrice-
vecteur de type BLAS2 et de complexité O(nm), alors que I’expression ci-dessus n’utilise que des

opérations vectorielles de type BLASI et de complexité O(n) ou O(m).

1.8.3 Opérations BLAS3

Ce niveau concerne les opérations entre matrices. Quelques exemples :
e produit de matrices C' = C' + A x B, 2mnp opérations.
e produit C = C + AA”T, 2mn? opérations.

Dans le cas de matrices carrées d’ordre n, toutes les opérations BLAS3 ont une complexité en
O(n?3), avec un acceés mémoire en O(n?).

Les trois niveaux de boucle imbriqués permettent de définir six variantes suivant ’ordre des
boucles. On peut choisir de parcourir chacune des matrices par lignes ou par colonnes. Comme
dans le niveau BLLAS2, on optimise I'acces a la mémoire en définissant une partition par blocs. De
plus, comme l'algorithme fait plus d’opérations arithmétiques que d’acces aux données, on peut
ré-utiliser des valeurs qui sont dans la mémoire cache. C’est pour cette raison que le niveau 3 est
le plus performant et permet presque d’atteindre la performance maximale d’une machine.

1.8.4 Produit de matrices

Le produit de matrices est 'opération la plus utilisée dans BLAS3. IL’analyse suivante montre
comment organiser les calculs pour exploiter la hiérarchie de mémoires. On suppose que les calculs
sont effectués sur un processeur qui possede une mémoire cache. Les matrices sont partitionnées
par blocs et I'objectif est de déterminer la taille des blocs pour utiliser au mieux la mémoire cache.
Cette étude est une adaptation au cas monoprocesseur de [17].

Soit. M la taille du cache. Nous supposons que les matrices A, B et C sont respectivement de
taille nq X n9, ny X ng et ny X ng, et qu’elles ont été partitionnées en blocs de tailles respectives
mi X mg, Mo X m3 et mq1 X mg. On suppose n; = m; * k; pour tout ¢ = 1, 2, 3. L'objet de ’étude
est alors de trouver les valeurs m; qui utilisent au mieux le cache, c’est-a-dire qui permettent le
plus de réutilisation des données.

L’opération C' = A * B peut s’écrire par blocs

doi=1, ki
do k =1, k2
do j =1, k3
Cij := Cij + Aik * Bkj
enddo
enddo
enddo
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Dans la boucle interne j, le bloc A;x reste le méme; on suppose donc qu’il réside dans le cache; sa
taille est mymsy. Cela entralne la premiere contrainte :

mi1ms9 S M

Il est évident que les blocs sont plus petits que les matrices, ce que 'on traduit par 1 < m; < n;
pour ¢ = 1, 2, 3. On a ainsi obtenu ’ensemble des contraintes sous lesquelles on doit minimiser
les mouvements de données entre la mémoire et le cache.

Si on calcule le nombre de lectures nécessaires pour avoir en cache les variables nécessaires au
produit, on trouve que la matrice A est lue une fois, la matrice B 'est k; fois et la matrice C' 'est
ko fois. Au total, le nombre des lectures est:

1 1
L = n1n2+n1n2n3(m—1+m—2)

Il reste donc a trouver les valeurs mq et msy qui minimisent le + ng sous les contraintes précédentes.
On en arrive a la politique suivante (le choix de m3 est sans importance):

1. si nony < M alors mq = nq et mo = no;

2. sinon si ny < vV M alors my = n—]\g et mo = noy;
3. sinon si n; < vV M alors m; = nq et mgo = an

4. sinon m1 = vV M et mg =V M.

1.8.5 bibliotheque LAPACK

La bibliotheqe LAPACK regroupe la plupart des algorithmes d’algebre linéaire. Elle contient
toutes les fonctions pour résoudre les systemes linéaires, les problemes aux moindres carrés, la
décomposition aux valeurs singulieres, les problemes de valeurs propres.

LAPACK est la meilleure référence pour I’algebre linéaire sur matrices stockées sous format
plein ou sous format bande. Elle est disponible sur le site NETLIB (http://www.netlib.org) et le
manuel d’utilisation est édité [1].

LAPACK utilise une partition par blocs des matrices, de fagon a exploiter les performances des
opérations BLAS3. D’autre part, les algorithmes sont robustes vis-a-vis des erreurs d’arrondi et
il est possible d’estimer la sensibilité aux variations des données (voir chapitre sur Parithmétique
flottante).

Les chapitres suivants décriront divers exemples d’algorithmes de la bibliotheque LAPACK.
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Chapter 2
Précision

2.1 Erreurs de calcul

2.1.1 Sources d’erreur

Résoudre un probleme signifie trouver une solution x qui dépend de données a et de formules. Ces
formules sont issues en général d’une modélisation d’un probléme scientifique (en physique, chimie,
biologie, économie, etc). Nous ne discutons pas ici de l'erreur de modélisation qui est I’écart entre
le phénomene réel et le phénomeéne simulé. Dans la suite, les variables x et a appartiennent & des
espaces vectoriels normés et il existe une fonction F' telle que le probleme s’écrive

F(z,a) =0.

En général, il n’est possible de résoudre qu’un probleme approché. Ce probleme discret, formulé
en dimension finie, doit étre résolu par un algorithme, qui peut étre direct ou itératif. Enfin,
Palgorithme est exécuté sur un ordinateur avec une précision finie. Dans le résultat d’un calcul
scientifique, il apparait ainsi plusieurs sources d’erreur :

e l'erreur due a ’approximation des données,

e l'erreur d’approximation ou de discrétisation,
e lerreur due a l'algorithme s’il est itératif,

e lerreur d’arrondi due a la précision finie.

Les différentes sources d’erreur interféerent avec les erreurs d’arrondi lors d’un calcul. Par exem-
ple, la résolution d’un probleme tres sensible aux variations sur les données donne lieu a des calculs
avec de grandes erreurs d’arrondi.

2.1.2 Mesures de 'erreur

Tout calcul devrait s’accompagner d’une estimation des erreurs d’approximation commises. Pour
mesurer celles-ci, nous définissons les erreurs absolues et relatives, ainsi que la notion de chiffres
significatifs.

Définition 2.1.1 Soit xz € R et & € R une approzimation de x. L’erreur absolue sur & est |x — Z|.
Six # 0, Uerreur relative est |x — Z|/|x|.
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Définition 2.1.2 Le nombre de chiffres significatifs de x est le nombre de chiffres a partir du
premier chiffre non nul.

Par exemple, le nombre de chiffres significatifs de x = 0.0034560 est 5. L’erreur relative sur
# = 0.00346 vaut environ 1.16 1073 et le nombre de chiffres significatifs exacts est ici 2.

Dans le cas de vecteurs, on définit les erreurs sur les normes ou les erreurs composante par
composante.

Définition 2.1.3 Soit x € R", & € R" une approzimation de x et ||.|| une norme définie sur R™.
L’erreur absolue sur la norme est ||x — Z||.

Si x # 0, Uerreur relative sur la norme est ||z — Z||/| =]

Sixi #0, i=1,...,n, Uerreur relative composante par composante est maxi<i<n |x; — T;|/| 4.

2.2 Arithmétique flottante

Avant d’analyser I'impact des erreurs d’arrondi et des différentes sources d’erreur sur des calculs,
nous allons détailler les caractéristiques arithmétiques d’un ordinateur. L’arithmétique flottante
est définie en détails dans plusieurs ouvrages, citons par exemple [3, 8, 9, 10, 22, 25].

Un logiciel de calcul scientifique utilise plusieurs types de variables, qui correspondent a un
codage spécifique. Les types arithmétiques les plus usuels sont le type entier, le type réel et le type
compleze. Un complexe est formé de deux réels, la partie réelle et la partie imaginaire. Un réel est
codé par un nombre flottant.

2.2.1 Format flottant

Définition 2.2.1 Un systéme flottant est défini par une base b, un exposant minimal €p;n, un
exposant mazrimal €,,q,, un nombre de chiffres p. L’ensemble des nombres flottants normalisés est
noté . Un nombre flottant non nul normalisé est

x = (—=1)"mb®

ou s € {0,1} est le bit de signe, l’exposant e est un entier tel que €pmin < € < €maz, la mantisse m
vérifie 1 <m < b et s’écrit

m:a0+a1*b_1+a2*b_2—|—...—|—ap*b_p
avec 0<a; <b—1i=0,..p et ap#0

Par convention, le nombre 0 a un exposant et une mantisse nuls.

Proposition 2.2.1 L’ensemble F est symétrique par rapport a 0.
Le plus grand nombre de F vaut

Tmaz = b (b—b7P)
et le plus petit nombre strictement positif vaut
u = bemin

de sorte que
F C Rr = [—Zmaz, —u] U {0} U [u, Tpaz]-

L’ensemble des nombres entiers de l'intervalle [—Zmaz, Tmaz] €st inclus dans F.
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Remarque 2.2.1 Nous ne définissons pas ici les nombres dénormalisés qui sont des nombres flot-
tants dans lintervalle | — u, ul.

L’écart minimal entre deux mantisses consécutives est b~P. Ce nombre caractérise la précision
du systeme flottant.

Définition 2.2.2 Le nombre ¢ = b™P est appelé la précision du systeme flottant.

La proposition suivante détermine les deux nombres flottants qui encadrent un nombre réel.
Proposition 2.2.2 Tout réel de Ry est encadré par deux flottants consécutifs. Soit
v =max{y €F, y<z}etzt =min{y €F, y > x}.

Il n’existe pas de flottant entre x~ et x et 0 < axt — 1z~ < |ze.
Preuve. SizeF, o~ =2t =z.
Soit # € Ry, * € F, x > u, soit x~ =b°m alors m > 1, 2~ <z et 27 =b(m +¢€) = a2~ + b.

Donc 0 < zt — 27 = b% < b°me < ze.

Le cas © < u se traite de la méme facon. o

On peut remarquer que le nombre flottant qui précede l'entier 1 vaut 1 —€/b et celui qui le suit
vaut 1+ €.

2.2.2 Arrondis

Définition 2.2.3 Un arrondi est une application fl de Ry dans F vérifiant les propriétés de mono-
tonie et de projection suivantes.

Ve,y € Ry, = Sy:>fl(£1?) Sfl(y)a
Ve eF, fl(x)==x.

Tout arrondi est défini & I’aide des deux flottants =1 et .

Proposition 2.2.3 Tout arrondi fl vérifie

Vo € Ry, fl(z)=2z" ou fl(x) =12~
Vr € Ry, |fl(z)— x| < e|z]

Preuve. Par définition, 2~ < x <z, d’otl par monotonie et par projection = < fl(z) < x™.
Or il n’existe aucun flottant strictement compris entre x+ et 2~ donc fI(z) est égal & I'un des deux.
la deuxieme partie se déduit de la proposition 2.2.2. o
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2.2.3 Opérations arithmétiques

L’ensemble ' est non clos pour les opérations arithmétiques de R et il faut donc définir le résultat
flottant d’une opération flottante. Soit fI ’arrondi choisi.

Définition 2.2.4 Soit - ['une des 4 opérations {+,—, x,/} dans R. L’opération flottante corre-
spondante @ est correcte pour l'arrondi fl si elle satisfait la propriété

Ve,y €F tels que x -y € Ry, z0y= fl(z-y), (2.1)

ou fl désigne un mode d’arrondi. Autrement dit, le résultat flottant est 'arrondi du résultat exact,
s’il n’y a pas de dépassement de capacité.

Proposition 2.2.4 S§i l'opération ©® est correcte, alors
Ve,y e F tels quex -y € Ry, 20y = (z-y)(1+ «a) avec |of <e.

Proposition 2.2.5 Les propriétés des opérations sur les nombres réels ne sont pas toutes vérifiées
avec les nombres flottants.

e Les opérations flottantes sont commutatives,
e clles me sont pas associatives,
e clles ne sont pas distributives,

o 0 est élément neutre de l'addition flottante et 1 est élément neutre de la multiplication flot-
tante,

o 'opposé de x € F existe et vaut —z,
e par contre x € F n’a pas toujours d’inverse dans IF.

Par exemple, avec Matlab, 49 x (1/49) =1 — ¢/2.

2.2.4 Exceptions

Il peut arriver que le résultat exact d’une opération ne soit pas dans Rr. Pour fermer le systéeme
arithmétique flottant, I'ensemble F est doté de nombres spéciaux, notés +oo, —oo, NaN (Plus
Pinfini, Moins U'infini, Not a Number). Le nombre 0 a un signe. Les opérations sont définies avec
ces nombres spéciaux. Une opération ayant pour résultat un des nombres spéciaux déclenche une
exception.

Définition 2.2.5 Soit z € R le résultat exact d’une opération arithmétique entre deux flottants x
ety ; il y a overflow si |z| > Tymas et underflow si |z| < u. Le résultat flottant est respectivement
oo et 0 avec le signe adéquat. L’opération est invalide si le résultat ne peut étre ni un flottant, ni
Uinfini. Le résultat flottant d’une opération invalide est NaN .

Remarque 2.2.2 Les nombres dénormalisés permettent de mettre en place un underflow graduel
vers 0.

Par exemple, les opérations 8 et (4+00—00) sont invalides, avec comme résultat NaN. L’opération
% déclenche un overflow avec comme résultat +oco et 'opération é déclenche un underflow avec

comme résultat 0.

20



Type Base b | Mantisse p | Exposant e,,;, | Exposant e,,q.
Simple | 2 24 -126 +127
Double | 2 53 -1022 +1023

Table 2.1: Formats simple et double précision de la norme IEEE-754

Type précision € | Seuil d’overflow x4, | Seuil d’'underflow u
Simple | 1077 10738 1038
Double | 10716 101308 107308

Table 2.2: Valeurs caractéristiques approchées des formats simple et double précision de la norme
IEEE-754

2.2.5 Norme IEEE-754

La norme IEEE-754 [39], publiée en 1985, spécifie un systéme flottant et 'arithmétique flottante
associée. La plupart des constructeurs respectent aujourd’hui cette norme, ce qui facilite grande-
ment le transfert de logiciels entre machines. Cette norme permet aussi d’établir des preuves sur
le comportement des erreurs d’arrondi dans un algorithme.

La norme IEEE-754 spécifie deux formats, appelés simple et double précision, qui sont résumés
dans les tables 2.2.5 et 2.2.5. La norme définit 4 arrondis.

Définition 2.2.6 L’arrondi vers moins l'infini de x vaut x—,

Uarrondi vers plus infini de x vaut o™,

larrondi vers zéro ou par troncature de x vaut v+ six <0 et x~ si x> 0,

Uarrondi au plus prés de x vaut x~ si x —x~ < xt —x, il vaut x+ sinon. Dans le cas d’égalité,
une reégle de parité fize le choix.

Remarque 2.2.3 L’arrondi par défaut est ’arrondi au plus pres, noté & dans ce qui suit. Il vérifie
|z — 2| < |z|e/2.

Les 4 opérations arithmétiques {4, —, X, /} ainsi que la racine carrée et 'opération de congru-
ence (remainder) sont correctes.

Les exceptions overflow, underflow, invalide, inexact ainsi que les nombres spéciaux et les
opérations entre nombres spéciaux sont également spécifiés par la norme. Les opérations continuent
apres une exception. La norme utilise les nombres dénormalisés et I'underflow graduel.

2.2.6 Phénomene d’absorption

L’absorption se produit lors de ’addition de deux quantités avec des ordres de grandeur tres
différents.

Proposition 2.2.6 Soit z,y € F, tels que u < || < Tyae €t ©+y € Rp. Soit x = b°m avec
m > 1+e€. Soit @ laddition flottante, avec arrondi au plus prés. Alors

rdy =z & |y <b%e/2
Preuve. Le résultat est immédiat par définition de I’arrondi. o
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Ce résultat conduit a la définition suivante.

Définition 2.2.7 Soit deux réels x et y dans Rp. Il y a absorption de y par x si
ly| < =] €/2.

Le résultat d’une addition aprés absorption est en général le plus grand des deux opérandes.

Par exemple, en double précision, le résultat flottant de 1+ 10716 est 1 donc le résultat flottant
de (14+10716)—1 vaut 0. Ici, le phénomene d’absorption est associé &4 un phénomene de cancellation,
décrit ci-dessous.

Un exemple classique d’absorption se produit lors du calcul de la somme S, = >, 1/i
par lalgorithme avec indices croissants S,+1 = S, + 1/(n + 1), si bien que cette série converge
numériquement avec l'arithmétique flottante. Un changement d’algorithme avec un ordre de som-
mation différent permet de retrouver la divergence de la série. Pour plus de détails, voir par exemple
[22].

2.2.7 Phénomeéne de cancellation

Ce phénomene se produit lors de la soustraction de deux nombres voisins. Il faut alors renormaliser
le résultat car les chiffres de gauche s’éliminent (d’ou le nom cancellation). On dit aussi élimination.
Les chiffres de droite deviennent les premiers chiffres significatifs. Si les opérandes sont exacts, la
cancellation est bénigne car la soustraction est en général exacte. Mais si les opérandes sont
entachés d’erreur, 'ordre de grandeur du résultat exact est celui des incertitudes, donc le résultat
flottant risque de n’avoir aucun sens ; la cancellation est dite catastrophique. Il faut noter que la
cancellation est un révélateur des erreurs précédentes.

Définition 2.2.8 Soit x et y deux réels dans Rp. Il y a élimination de x et y si
0 <[z —yl<e/2 (x| +[y])

Soit z(1 4 «) et y(1 + ) deux approximations de z et y et soit E l'erreur relative commise sur
la soustraction x — y. Alors

E— lwa — yB| < F, avec F = max{|al,|8]}

2| + lyl
|z —y

|z -y

Dans le cas de cancellation, F' > 2max{|«/|, |3|}/e donc lerreur relative E risque d’étre supérieure
al.

Par exemple, en base 10, 3.1451 — 3.1449 = 0.0002 = 210~* mais, si ’'on arrondit les opérandes
a deux chiffres apres la virgule, on obtient 3.15 — 3.14 = 0.01 = 1102 soit un résultat avec deux
ordres de grandeur en trop.

De maniere générale, il y a cancellation catastrophique entre plusieurs nombres si la somme de
ces nombres est beaucoup plus petite que la somme de leurs valeurs absolues, autrement dit si

0< |y il <e/2 () luil)
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2.2.8 Extensions de la norme IEEE

Le calcul précis des fonctions mathématiques usuelles telles que I’exponentielle n’est toujours pas
completement résolu [29]. Il n’existe toujours pas de norme a ce sujet, qui reste un domaine de
recherche.

La norme IEEE définit la simple et la double précision. En fait, de nombreux ordinateurs
proposent aussi une précision étendue pour les calculs intermédiaires grace a des registres de 80
bits. L’analyse d’une approche hybride utilisant différentes précisions lors des calcul reste aussi un
sujet de recherche [25].

Parfois, il est nécessaire de garantir une tres grande précision, c’est pourquoi il existe des bib-
liotheques d’arithmétique dite multi-précision, ou la précision des calculs peut étre arbitrairement
grande [3]. Néanmoins, la précision reste finie et des erreurs d’arrondi sont inéluctables. La précision
infinie est apportée par le calcul formel tant qu’il manipule des symboles et des formules. Mais
I’évaluation d’une formule se fait de nouveau en précision finie. Il est important de comprendre les
interactions entre calcul symbolique et calcul numérique [3].

Une solution siire pour garantir la précision d’un résultat est de l'inclure dans un intervalle.
L’arithmétique d’intervalles permet de réaliser ces encadrements. Afin de réduire la largeur de
I'intervalle, il est en général nécessaire d’adapter les méthodes de calcul. Voir par exemple [3, 5].

2.3 Stabilité des problemes

Nous allons maintenant étudier I’'une apres I'autre les différentes sources d’erreur. La théorie de la
perturbation étudie I'impact de variations sur les données. De nombreux ouvrages traitent de cette
sensibilité aux données, voir par exemple [22, 18, 40, 8, 3].

La définition d’un probleme bien posé ci-dessous est celle de Hadamard.

Définition 2.3.1 Un probléme bien posé au voisinage de a posséde une solution unique continue
par rapport auxr donnéees dans un voisinage de a. Il est singulier sinon.

Définition 2.3.2 Soit F(z,a) = 0 un probléme bien posé. Soit x la solution associée d a et x+ Ax
la solution associée a a + Aa. On suppose que x # 0. Le probléeme est stable si

w1 [[Az]]

ol
a—0 « ||.’EH

k(a) =

Ad|l < af|a]

est fini. Dans ce cas, k(a) est le conditionnement relatif du probléme au point a.

Au voisinage d’une donnée ou d’une solution nulle, on utilise un conditionnement absolu. Le
conditionnement d’un probleme singulier est infini. Un probleme tres mal conditionné, c’est-a-dire
avec un grand conditionnement, est en général proche de la singularité.

La définition du conditionnement est liée au choix des métriques dans ’espace des données et
dans ’espace des solutions.

Pour « suffisamment petit, on a

1Az]| < K(a) 2]l o+ O(?). (2.2)
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2.3.1 Lien avec le résidu

Considérons le probleme F(z) = a de solution x et soit y une solution approchée. Le résidu
r = a — F(y) peut étre considéré comme une perturbation de a puisque F(y) = a —r. Sile
probléme a un conditionnement x(a), il vient, pour ||r|| assez petit,

ly = Il < (@) Il lIrll/llall + OCr?).

2.4 Stabilité des algorithmes directs

Nous nous plagons ici dans le cadre des algorithmes directs et nous étudions 'impact des erreurs
d’arrondi sur le résultat d’un calcul scientifique. Plus précisément, nous supposons que la solution
exacte x du probleme F(x,a) = 0 peut étre calculée en un nombre fini d’opérations arithmétiques.
Le cas de 'impact des arrondis sur les algorithmes itératifs est plus complexe. Voir par exemple
[22, 8.

Nous voulons mesurer 'effet des erreurs d’arrondi. Pour cela, nous supposons que les opérations
arithmétiques usuelles sont correctes, par exemple que 'arithmétique flottante satisfait la norme
IEEE.

Soit z(e) la solution calculée en arithmétique flottante avec une précision e. Il existe deux fagons
de mesurer la qualité du résultat : une analyse directe et une analyse inverse.

Définition 2.4.1 Un algorithme est stable au sens direct s’il existe ¥(a) tel que
[z(e) = zll/llzll < 9la) e
Un algorithme est stable au sens inverse s’il existe ¢(a) et a(e) tels que
F(x(e),a(e)) = 0, avee [la(e) —all/[la]l < d(a)e.

Proposition 2.4.1 Si le probléme est stable et si ’algorithme de résolution est stable au sens
inverse avec ¢(a) assez petit, alors l’algorithme est stable au sens direct et

lz(e) — 2/l < s(a) d(a) €+ O(e). (2:3)
Preuve. La formule se déduit immédiatement du résultat (2.2). o

La formule précédente montre qu’en général la précision relative sur un résultat de calcul est
la précision machine multipliée par le conditionnement du probleme a résoudre. Le résultat risque
donc d’étre d’autant plus imprécis que le probleme est mal conditionné. Les erreurs d’arrondi sont
amplifiées sous l'effet du conditionnement.

2.4.1 Exemple : produit scalaire

Soit € R™ et y € R™ deux vecteurs non nuls et s = 27y leur produit scalaire.

Proposition 2.4.2 Le conditionnement relatif composante par composante du produit scalaire vaut
T T
r(@,y) =2z |yl /|z" yl.
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Preuve. Soit s + As = (z + Az)T(y + Ay), avec |Az| < alz| et |Ay| < aly| alors As =
2T Ay 4+ yTAx + AxT Ay et |As| < 2|z|T|y|a + |2|T|y|a? d’ou le résultat. o

Nous considérons 'algorithme suivant, écrit en syntaxe Matlab, qui fixe I'ordre des opérations :

ALGORITHM : Produit scalaire

s=0;
for i=1:n,

s = sx(i) * y(i)
end ;

Pour démontrer la stabilité numérique de cet algorithme, nous avons besoin d’'un lemme tres
souvent utilisé en analyse d’erreur.

Lemme 2.4.1 Sine < 0.1 et si|6;| < € alors

1(1+0;) =146 avec 6 < 1.06 ne

Proposition 2.4.3 S§i ne < 0.1, Ualgorithme est stable au sens inverse et on a

fllaTy) = 2T (y + Ay)
|Ay| < 1.06 nely|.

Preuve. Soit s; = s;_1 +x; xy; pour i > 2 et s1 = x1 * y1. Alors

fU(s1) =z y1(1 + an),

fU(si) = (fl(si—1) + @i * yi(1 + q)) (1 + By),

avec |a;] < e et |G| <,

d’ou par récurrence

fllsp) =z xyi(L+01)(1 + B2) ... (14 Bu)+

zo*Y2(1 4+ a2)(1 4 F2) ... (1 + Bn)+

Ty * yn(l + a)n) (1 + Bn)

et par application du lemme,

fU(s) = fl(sn) =21 %1 (1 +61) + ... + 2p * yn(1 + 6,) avec |6;] < 1.06ne.

o

Une preuve similaire peut étre faite pour tout ordre de sommation, avec une constante différente.
Les erreurs d’arrondi sont donc de I'ordre du conditionnement multiplié par la précision machine.
Lorsque |#7y| << |z|T|y|, le conditionnement est élevé. Ce treés grand conditionnement se manifeste

par le biais d'un phénomene de cancellation globale dans le calcul du produit scalaire. Cette
cancellation globale amplifie les erreurs d’arrondi.

2.4.2 Exemple : produit extérieur

Définition 2.4.2 Soit x € R"™ et y € R" deuxr vecteurs non nuls. Leur produit extérieur est
A=ayT.
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Proposition 2.4.4 Le conditionnement relatif composante par composante du produit extérieur
vaut
T T
r(@,y) = 2lzlly[" /ley” |-

Proposition 2.4.5 Le calcul du produit extérieur n’est pas stable au sens inverse. Il est stable au
sens direct (composante par composante) et

fl(zy?) = zy’ + AA avec |AA| < €|z||y|T.
Preuve. Le résultat flottant A = f1 (zyT) n’est pas en général une matrice de rang 1 donc ne peut

étre égal & (z + Ax)(y + Ay)T. Par contre, A;; = x;y;(1 4 ay;) avec |a;j| < e donc A = A+ AA
avec |AA|Z] < |$Z||y]|€ <
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Chapter 3

Valeurs propres et valeurs singuliéres

3.1 Valeurs propres et vecteurs propres

Définition 3.1.1 Le nombre complexe A\ est valeur propre de la matrice carrée A si la matrice
A — M est singuliere, autrement dit s’il existe un vecteur x non nul tel que Az = Ax.

Proposition 3.1.1 Toute matrice carrée A d’ordre n a n valeurs propres complexes, qui sont les
racines du polynome caractéristique det(A — \I).
On adet(A) =X ...\ et tr(A) =X+ ...+ A\,

Définition 3.1.2 La multiplicité algébrique d’une valeur propre est sa multiplicité dans le polynome
caractéristique. Une valeur propre est simple si sa multiplicité algébrique est 1. Sinon, c’est une
valeur propre multiple.

La multiplicité géométrique d’une valeur propre est la dimension du sous-espace vectoriel en-
gendré par les vecteurs propres associés.

Si la multiplicité géométrique est strictement inférieure o la multiplicité algébrique, la valeur
propre est défective.

Toute valeur propre simple est non défective.

Définition 3.1.3 Une matrice est diagonalisable si et seulement si toutes ses valeurs propres sont
non défectives.

De maniére équivalente, une matrice est diagonalisable si et seulement s’il existe une matrice
inversible complexe V' et une matrice diagonale complexe D = diag(\;) telle que

AV =VD, A=VDV~!
V' est la base des vecteurs propres et les éléments de D sont les valeurs propres.

Théoréme 3.1.1 Toute matrice symétrique a des valeurs propres réelles et des vecteurs propres
réels.

FElle est diagonalisable.

De plus, les vecteurs propres forment une base orthonormée.
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3.2 Valeurs singulieres et vecteurs singuliers

Le cas des matrices carrées symétriques est intéressant : les calculs restent réels, il existe un
changement de base orthonormée tel que la matrice devienne diagonale.

Dans le cas carré non symétrique, il faut utiliser les nombres complexes, la matrice peut étre
non diagonalisable et de plus, la base des vecteurs propres n’est pas toujours orthonormée.

Dans le cas des matrices rectangulaires, il faut définir des bases pour I'espace de départ et pour
Pespace d’arrivée. La Décomposition en Valeurs Singulieres (SVD : Singular Value Decomposition)
garantit ’existence de bases orthonormées dans chacun de ces espaces telles que la matrice devienne
“diagonale”.

Théoréme 3.2.1 Soit A € R™*" et p = min(m,n).
Il existe U € R™*™ orthogonale, il existe V. € R"*™ orthogonale, il existe o1 > oo > 0, > 0,

Y1 = diag(o1,02,0p,) € RP*P matrice diagonale, tels que

st >m, E:(El 0)

simZn,E—<%1>

A=UxvT (3.1)

et

Les valeurs singulieéres o; sont uniques.
Si les valeurs singuliéres sont toutes distinctes, les vecteurs singuliers a gauche u; et a droite v;
sont uniques.
o1 = [[All2 = maxz),=1 [|Az]l2.

Preuve. Si A=UXV7T alors ||Al|2 = ||X||2 = o1. Donc si la décomposition existe, oy est unique.
On va montrer 'existence de la décomposition.

Soit o1 = ||Al|2 et vy tel que |jui]l2 = 1, ||uilla = 1, Avy = o1u;.
Soit Uy = (u1,X) et Vi = (v1,Y) deux matrices orthogonales d’ordre m et n (théoreme de la base
incomplete).

ul ul Av ul AY o1 wl
UlTAV1:<X1T>A(v1 Y):<X1TA1;11 XlTAY>:( 5 B)

On va montrer que w = 0.
On a [U{ AVil2 = [|All2 = o1
Soit x = ( Z} ) et y = (UL AVy)x. Alors
|2]3 = oF +w'w > of et |lylla < [|UT AVi 2]zl = o1l
_ [ o1 w? o1\ _ O'% + wlw
Y=\ o B w ) Bw
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donc ||y|lz > 0% + wlw = ||z||3 d’ott ||z]|2 < o1 et w = 0.
Donc
T (o1 O
U AV; = ( Y )

Nous allons maintenant faire une preuve par récurrence.
Si A=uecRP*! ou A =0T € RI*P alors la décomposition existe.
On a B € Rm=Dx(=1) Qupposons que B = UsXo Vil . Soit

1 0 1 0 0
(3 8)v-n(3 8) 5= (3 8)

alors U et V sont des matrices orthogonales et
A=Uuxv?

On a 09 = ||BH2 < o1.
Il reste & montrer 'unicité des vecteurs singuliers. On 'admet ici. o

On a donc les égalités suivantes :

Sin<m, p=n:
Av;, = oju;, 1=1,...,n,
ATy, =opv;, i=1,...,n,
ATu; =0, i=n+1,...,m.
Sim<n, p=m:

A’Uz‘:Jiui, 2:1,...,m,

Av;=0,i=m+1,...,n,
T, . — ;o

A U; = 040y, z-l,...,m.

Ces égalités permettent de faire le lien avec les valeurs propres des matrices symétriques AT A et
AAT,

Proposition 3.2.1 Les valeurs singulieres de A (complétées par 0 si m < n), sont les racines
carrées des valeurs propres de AT A et les vecteurs singuliers ¢ droite de A sont les vecteurs propres
associés de AT A.

Les valeurs singuliéres de A (complétées par 0 si n < m), sont les racines carrées des valeurs
propres de AAT et les vecteurs singuliers a gauche de A sont les vecteurs propres associés de AAT.

Preuve. Soit m > n, le cas m < n est similaire.
A=UsVT dont ATA=V33VT et ATAV = V%32 donc o7 est valeur propre de AT A.
AT Av; = AT (oyu;) = o2v;, i =1,...,n. o

Proposition 3.2.2 Si A est carrée symétrique, les valeurs singuliéres de A sont les valeurs ab-
solues des valeurs propres de A. On en déduit que les valeurs propres d’une matrice symétrique
sont des nombres réels et que les vecteurs propres d’une matrice symétrique forment une base or-
thonormée.

Preuve. Si A est symétrique, AT A = A? et les valeurs propres de A2 sont celles de A au carré. o
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Les résultats suivants permettent de caractériser le rang, I'image et le noyau de A et AT,

Proposition 3.2.3 Le rang de la matrice A est le nombre de valeurs singuliéres non nulles.
Autrement dit, soit A= UXVT la SVD de A avec oy > 0, > 0= 0,41 = op. Alorsrang(A) =r.

Proposition 3.2.4 Soit r = rang(A). Soit Uy et Vi les r premiers vecteurs singuliers
Uy = (u1,...,up) et Vi = (v1,...,v:). Soit D la matrice diagonale D = diag(o; ...0,). Alors

.
A=UDV" =) ojuv].
j=1

Cette décomposition s’appelle la SVD réduite de A.

Proposition 3.2.5 Soit U = (Uy Us) avec Uy = (Upi1,...,Uny) et V = (V1 Vi) avec
Vo = (Up41,y...,0,). Alors

Im(A) = Vect(Uy) et ker(A) = Vect(Va) = Vect(V1)*,

Im(AT) = Vect(Vy) et ker(AT) = Vect(Uy) = Vect(Uy)*.

Preuve.

D 0 v DVE
A_UEVT_(U1U2)<0 0)<V1T>_(U1U2)( 0 )_UIDVlT
2

A= UlDV1T = (uy...uy)diag(oy ...o0) (v ... UT)T = (uy...up)(o101 ... O'TUT)T = Z Jjujv;‘r.
7j=1

ycIm(A) & y=U(DV )z =y c Vect(Uy)
y € Vect(Uy) = y = Uyz, soit z = V1D~ 1z alors Az = U1 DVI V1D~ 2 = Uz = y donc y € Im(A).
Donc Im(A) = Vect(Uy).

r € ker(A) & UlDViliz =0 DViliz =0 Viiz =0 2 LV} & 2 € Vect(Vz). Donc
ker(A) = Vect(Va).

Im(AT) = ker(A)+ = Vit = Vect(V1),
ker(AT) = Im(A)*+ = U = Vect(Uy).

rang(A) = dim(Vect(Uy)) = r. o

3.3 Approximation de rang k et rang numérique

La SVD permet aussi de déterminer des approximations d’une matrice afin de simplifier la résolution
d’un probleme. Elle permet aussi de calculer le rang numérique d’une matrice.

Théoréeme 3.3.1 Soit r = rang(A) et o1 > o, > 0= 0,41 = 0 les valeurs singuliéres de A.

Soit k < r et soit
k
Ak = Z UjUj’UJT.
j=1

Alors rang(Ay) =k et

A— Agls = i A~ Bls = o1
4= Ao = min A~ Bls= o

)
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Autrement dit, Ay est la meilleure approximation de A avec un rang k.

Preuve. Les valeurs singulieres de Ay, sont o;,i = 1,...,k et 0 donc rang(Ax) = k. On a
T
A— Ak = Z Jjuj‘U]T, donc HA — AkHQ = Ok+1-
j=k+1

Soit B une matrice de rang k, alors dim(ker(B)) = n—k. Puisque dim(Vect(vy,...,vp11)) = k+1,

il existe z # 0 tel que z € ker(B) N Vect(vy,...,vx+1) donc tel que Bz =0 et z = Zfill (vaz)vj,

soit vaz =0,j>k+1 Alors (A-B)z = Az = 7., ojujvlz = Zkill ajujvlz et [|[Az|3 =

J J J
k+1 k+1
2 =1 UJQ'(UJ'TZ)Q > Of >i—1 (U]'TZ)Q = 0jt4112]l3. Done

[(A = B)z|l2

A= B2 >
12]]2

> Of41-
o
Le rang d’une matrice est le nombre de valeurs singuliéres non nulles. Numériquement, il est
difficile de déterminer si une trés petite valeur calculée est nulle. On introduit la notion de rang
numérique.
Définition 3.3.1 Le rang numérique associ€é a la tolérance 0 est Uentier k tel que
k = min(rang(B), ||A — B2 < 9).
Par application du théoréeme précédent, on peut caractériser k :
Proposition 3.3.1 Le rang numérique de A vaut k si et seulement si
012 ...0,>0> 011> ... 2 Op.

Preuve. Il suffit d’appliquer le théoreme et la définition ci-dessus. o

En pratique, il peut étre difficile de choisir correctement la tolérance 9.

3.4 Calcul de la SVD

Nous montrons d’abord que tout algorithme de calcul doit étre itératif.

Théoréme 3.4.1 Pourn > 5, le calcul des valeurs singuliéres d’une matrice de R™*™ doit se faire
par un algorithme itératif.

Preuve. Les carrés des valeurs singulieres sont les valeurs propres de B = AT A € R™" donc
sont les racines du polynome caractéristique de B de degré n. Or, d’apres la théorie de Galois, il
est impossible de calculer par formules les racines d’un polynoéme de degré supérieur ou égal a cing.
o
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Le calcul des valeurs singulieres est finalement le calcul des valeurs propres de B = AT A.
Le calcul des valeurs propres d’une matrice symétrique se fait en deux temps : on effectue une
transformation (algorithme direct) pour obtenir une matrice tridiagonale qui a les mémes valeurs
propres puis on calcule les valeurs propres (algorithme itératif) de la matrice tridiagonale.

Mais si I’on calcule explicitement B, le calcul des petites valeurs singuliéres devient tres imprécis
et 'algorithme est instable numériquement. Pour éviter cela, on choisit une autre méthode : on
effectue une transformation (algorithme direct) sur A pour obtenir une matrice bidiagonale C' qui
a les mémes valeurs singulieres puis on calcule les valeurs singulieres de cette matrice bidiagonale.

Il est & noter que la matrice C7C est tridiagonale et peut étre obtenue par tridiagonalisation de
B donc la méthode suit implicitement les étapes d’'une méthode de calcul de valeurs propres mais
sans former explicitement les matrices B et CTC, ce qui permet de garantir la stabilité numérique.

3.5 Bidiagonalisation
Ici, on suppose m > n, dans le cas contraire on peut utiliser A7

Théoréme 3.5.1 Soit A € R™*™ aqvec m > n. Il existe deuxr matrices orthogonales Q@ € R™ ™ et

P € R™ " telles que
aar=( ),

ou C € R™™ est une matrice bidiagonale.
Preuve. admis. o

L’algorithme de bidiagonalisation est codé dans une procédure de LAPACK qui fait appel a
BLAS3. La complexité est 4n?(m — n/3).

Proposition 3.5.1 Les valeurs singulieres de C' sont celles de A.

Preuve. Soit C = UDVT la SVD de C, alors

=(QU Q2)<é))(PV)T
est une SVD de A. o

Les valeurs singulieres de C sont calculées par une méthode itérative, qui n’est pas détaillée ici.

La complexité globale est résumée dans le tableau ci-dessous, en supposant qu’il faut 2n
itérations pour calculer toutes les valeurs singulieres. Différents cas sont considérés, suivant qu’il
faut calculer ou non les vecteurs singuliers.

calcul nombre de multiplications flottantes
¥,U1, V. O(Tmn? + 11n3/3)

2, U; O(7Tmn? — )

XV O(2mn? + 4n3)

by O(2mn? — 2n3/3)
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Chapter 4

Orthogonalisation

4.1 Algorithmes de Gram-Schmidt

Théoréme 4.1.1 Soit A € R™*™ de plein rang avec m > n. Alors il existe un unique couple de
matrices (Q, R) tel que :

Q € R™*" ¢f R € R™*™,
QTQ = I,
R est triangulaire supérieure avec diag(R) > 0
A=QR

Suivant les applications, on est intéressé par la matrice @ (orthogonalisation des colonnes de
A) ou par la matrice R (probléme aux moindres carrés avec la matrice A).
Il existe deux types d’approche pour obtenir cette décomposition :

e en utilisant des projections orthogonales,
e en utilisant des transformations orthogonales.

Dans le cas de 'orthogonalisation, on procede tres souvent avec des projections; c’est ce que nous
étudions dans ce paragraphe.

Pour tout k£ < n, on note A = [a1;a2; - ;ak] et Qr = [q1;q2; - ;qx] les matrices constituées
respectivement des k premieres colonnes des matrices A et ). On note Ry la matrice principale
d’ordre k de R. De la relation Agy1 = Qx+1Rx11 on déduit que la colonne g1 s’obtient a partir de
la projection de a4 sur I'orthogonal du sous-espace engendré par q1, g2, - - - gk, que ’on normalise
ensuite.

Cette projection a pour matrice Ly = I, —Qr Q" . Il existe deux facons équivalentes de 1écrire :

L= —qaqa® - — qa?),
L= (Im — q@x?) - (L, — qun ").

La premiere écriture conduit a l’algorithme de Gram-Schmidt classique (CGS), qui est treés sensible
aux erreurs d’arrondi. C’est pourquoi il est préférable d’utiliser la deuxieme formulation, qui
consiste a orthogonaliser successivement par rapport a qi, a g2 et ainsi de suite jusqu’a gx. On
obtient alors l'algorithme de Gram-Schmidt modifié (MGS).
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ALGORITHM 1: MGS
1= |lax|;
q1:= (1/r11)as ;
dok=1m-1,
W = Ak+1;
do:=1,k
A e T
Tik+1 = q; W;
W =W — Ty k+19:

enddo;

Thk4+1,k+1 1= w5

Qh+1 = (1/Thq1p1)w;
enddo

ALGORITHM 2: CGS

r11 = ||ag]];
q1 = (1/r11)a;
do k = 1,m — 1, {orthogonalisation de ay11 par rapport & qi,---qx }
! I T .
me+1 = Qk’ Akt
W= app1 — Qpr'rgr;

Thk4+1,k+1 1= w5
Qe+1 = (1/Thg1p1)w;
enddo

Les deux algorithmes sont mathématiquement équivalents mais leur comportement numérique
est tres différent. La stabilité numérique de (MGS) est établie par le théoreme suivant [6] :

Théoréme 4.1.2 Avec une arithmétique flottante caractérisée par le paramétre de précision e,
Ualgorithme MGS fournit un couple de matrices (Q, R) tel que :

1A~ QR = O(e]|Al)) et |QTQ — Ll = Olex2(4))

ot le conditionnement x2(A) est le rapport des valeurs singuliéres extrémes de A.

Par contre, 'algorithme CGS a un comportement nettement plus mauvais dans le cas d’orthogonalisation
de systeémes presque liés (c.a.d. tels que x2(A) a une valeur élevée). Pour s’en convaincre on peut
comparer les résultats obtenus par les applications des deux algorithmes a la matrice (exemple de
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Lauchli) :

1 1 1
e 00
A= 0 ¢ O
0 0 €

L’orthogonalité du systeme obtenu par MGS est fonction de € tandis que les deuxieme et troisieme
vecteurs obtenus par CGS ont un produit scalaire égal & 1/2.

4.2 Algorithme de Gram-Schmidt par blocs

On peut définir une version par blocs de l'algorithme (MGS) en remplacant la manipulation des
vecteurs par des opérations sur des blocs de vecteurs. L’orthogonalisation d’un vecteur par rapport
a un autre qui était une correction de rang 1 devient I'orthogonalisation d’un bloc de vecteur
par rapport a un bloc orthonormé de vecteurs, c’est-a-dire une correction de rang p ou p est la
largeur du bloc. La normalisation d’un vecteur est remplacée par I’application de MGS sur le bloc
correspondant. On suppose que m = [p et que les matrices A et () sont partitionnées en [ blocs de
p colonnes: A =[Ay;---; 4] et Q=1[Q1;-; Q1
On obtient alors l'algorithme suivant :

ALGORITHM 3: BGS
(Ql, Rll) = MGS(Al) N

dok=1,1-1,
W= Apyr;
do:=1,k
Rij1:=Qi W;
W =W — QiR; 141
enddo ;
(Qrt1, Rry1,k41) == MGS(W)
enddo

ou les blocs R;; sont des matrices carrées d’ordre p.

Il reste a voir la qualité numérique de ce nouvel algorithme. On montre en fait qu’elle peut
étre mauvaise, presqu’aussi mauvaise que CGS lorsque les colonnes de la matrice A sont presque
dépendantes. Pour retrouver la qualité de ’algorithme MGS, il suffit de réorthogonaliser les blocs ;
pour cela on double chaque appel de MGS [6, 23]. On appelle B2GS ’algorithme obtenu. Il est facile
de montrer que I'algorithme BGS entraine le méme nombre 2nm? d’opérations que ’algorithme
MGS tandis que I’algorithme B2GS comporte 2n(m? +1p?) = 2nm?(1+1/1) opérations. Le surplus
d’opérations sera donc relativement faible lorsque le nombre [ de blocs sera petit. La comparaison
des vitesses des trois algorithmes MGS, BGS et B2GS sur un processeur de CRAY 2 est illustrée
par la figure 4.1 sur une matrice ou n = 1024 et m = 512. On y constate que lorsque la taille du
bloc est assez petite (ici p = 32 et donc [ = 16) la perte provoquée par la réorthogonalisation est
faible. Elle est de I'ordre de 13 % alors que la valeur de [ laisserait supposer une perte deux fois
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plus faible. Cela est dii au fait que les calculs qui sont répétés s’exécutent deux fois moins vite que
le reste qui s’exprime par des multiplications matricielles.

5
4.5 -
MGS
+
4 4ot —
e
3.5 - Lot -
3 -+ -
n -+
4o O
2 = <> <> <> <> _|
OO
1.5 -
<& BGS
1k + B2GS 4
0.5 _
0 | | | |
0 50 100 150 200

Figure 4.1: Temps de calcul (en s) en fonction de la taille des blocs.

4.3 Procédé d’Arnoldi

Dans beaucoup de méthodes itératives qui s’appliquent & une matrice carrée A d’ordre n, on a
recours aux espaces de Krylov. Ces espaces sont définis par, outre la matrice, un vecteur initial v
et un degré k : 'espace de Krylov

Ki(A,v) = Vect(v, Av, A%v, - - -, AF1y)

est le sous-espace engendré par les puissances successives de A appliquées au vecteur v. Ce sous-
espace est donc celui des images des polynémes de A de degré inférieur ou égal a k — 1 appliqués
a v. On démontre facilement que si la dimension de ce sous-espace est strictement inférieure a
k alors le sous-espace est invariant par A. Inversement, si k est supérieur au degré du polynéme
minimal, alors le sous-espace est invariant par A. Nous nous placons maintenant dans le cas
ou dim(Kp(A,v)) = k. On exhibe un algorithme qui va construire une base orthonormée de
Kir(A,v). A cette fin, on applique l'algorithme MGS, non au systeme (v, Av, A%v,---, AF=1)
mais au systeme (g1, Aq1, Aga, -+, Agr—1) ou les vecteurs (g;)i=1 ,—1 sont les vecteurs du systeme
orthonormé trouvé a I'étape k — 1. Ces vecteurs sont donc calculés de proche en proche. Il est
évident que si (q1,---,qr—1) engendre toutes les images par des polynomes de degré inférieur ou
égal a k — 2, le systeme (q1, Aq1, Aqa, -+, Agx—1) engendre toutes les images par des polynomes
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de degré inférieur ou égal a k£ — 1. On obtient donc bien une base orthonormée de Kj(A,v). La
factorisation QR réalisée par 'algorithme de Gram-Schmidt peut s’écrire matriciellement :

[q1; Aqu; -+ -5 Agr—1] = [q15 925+ s awl[ens Hi—1]

ol e; est le premier vecteur de la base canonique de R¥ et Hj;_; est une matrice de Hessenberg
a k lignes et k — 1 colonnes. En notant Qp = [q1;q2; - ;qx] on obtient la relation fondamentale
d’Arnoldi :

AQr—1 = QpHp—
= Qr_1Hi—1+ hgp—1qrer—1"

olt Hy,_; est la matrice carrée constituée des k — 1 premieres lignes de H;_;. On en déduit aussi la
relation

Qr—1"AQr—1 = Hy1 (4.1)

L’algorithme d’Arnoldi qui construit le couple (@, Hyp,—1) s’écrit :

ALGORITHM 4: Arnoldi
q1:= (1/[Jv[[)v;
dok=1,m-—1,

w = Agy;

doi=1,k
hig:=qlw;
wi= w — hi g

enddo;

Ptk i= w5

Qi1 = (1/hpgr p)w ;

enddo

Il met en ceuvre du calcul vectoriel (sur des vecteurs de longueur n) et des multiplications de
la matrice par des vecteurs.

4.4 Algorithme de Lanczos symétrique

Lorsque la matrice A est symétrique, la relation 4.1 prouve qu’il en est de méme de la matrice

Hj_1 qui est donc tridiagonale. L’algorithme d’Arnoldi dans ce cas se simplifie en I'algorithme de
Lanczos :
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ALGORITHM 5: Lanczos
0 = (1/]lv])v:
dok=1m-1,
w = Agy;
if k> 1, then
hik—1k == hgg—1;
W= w— Mg g 1qK—1;
endif’;
i = wl g ;
wi=w — thqu

hpy1 g = |Jw]| 5
Qi1 = (1/ hpg15)w;
enddo

Au contraire de 1’Algorithme d’Arnoldi, les itérations de l'algorithme de Lanczos sont de com-
plexité constante.

4.5 Algorithme de Lanczos non symétrique
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Chapter 5

Résolution de systemes linéaires par
des méthodes directes

5.1 Inverse d’une matrice carrée et systemes linéaires

Ce paragraphe a pour objet les matrices carrées et les systemes linéaires. Il définit les notions de
matrice inversible et de matrice singuliere.

5.1.1 Inverse d’une matrice

Théoréme 5.1.1 A € R™"*", sont équivalents :

A est inversible : il existe une matrice notée A7, telle que AA™L =T (et A=*A=1),
det(A) # 0,

rang(A) =n,

le systéme linéaire Ax = b a une solution pour tout b,

si le systéme linéaire Ax = b a une solution, elle est unique,

Im(A) =R",

ker(A) ={0}.

Preuve. rang(A) = n équivaut a Im(A) = R" et & ker(A) = {0}, ce qui équivaut aussi & Az =b
a une solution pour tout b. D’apres la proposition précédente, rang(A) = n équivaut aussi a si le
systeme a une solution, elle est unique.

Si rang(A) = n, soit Cb la solution unique du systeme Az = b, alors ACb = b,Vb donc AC =1
et CAz = Cb = x,Vx donc CA = I et A est inversible d’inverse C'.

Réciproquement, si A est inversible alors AA~'b = b, Vb donc le systéme Az = b a une solution
pour tout b.

On admet que A inversible équivaut a det(A) # 0.

o

Définition 5.1.1 Une matrice carrée non inversible est dite singuliére. Une matrice inversible est
dite non singuliére.

Proposition 5.1.1 Si A et B sont inversibles, alors AB est inversible et (AB)~! = B~1A~L,
Si A est inversible, alors AT est inversible et (AT)™! = (A1) = AT,
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Preuve. (AB)(B™'A™') = A(BB™')A™! = AIA™! = I donc AB est inversible d’inverse
B~1A-L
AT(AHT = (AT =1 o

5.1.2 Matrices particulieres

Proposition 5.1.2 Si Q) est orthogonale, alors Q est inversible et Q=1 = Q7.

Une matrice diagonale D = diag(d;) est inversible si et seulement si d; # 0 et inverse de D
est la matrice diagonale D~' = diag(1/d;).

Une matrice triangulaire L est inversible si et seulement si L;; # 0 et Uinverse de L est trian-
gulaire.

Preuve. Si Q est orthogonale, alors Q7Q = I donc Q' = Q”.

Si D est diagonale, Dx = b équivaut a d;x; = b;,7 = 1,...,n, a une solution pour tout b si et
seulement si d; # 0,i = 1,...,n ; la solution vaut z; = b; /d; donc D=1 = diag(1/d;).

Si L est triangulaire inférieure, alors le systéeme Lz = b s’écrit l1121 = by, Z]-Q- lijej + lyx; =
bi,i = 2,...,n et a une solution pour tout b si et seulement si l;; # 0 ; la solution vaut x; =
bi/lin, z; = (b — Zj<i lijzj)/liiyi = 2,...,n donc z; ne dépend que de bj,j <iet L' est triangu-
laire inférieure.

o

Proposition 5.1.3 Calculer l'inverse d’une matrice diagonale d’ordre n est de type BLASI, avec
n opérations.
Résoudre un systéme triangulaire d’ordre n est de type BLAS2, avec n?/2 opérations.

5.1.3 Résolution d’un systeme linéaire

On considere un systeme linéaire de n équations a n inconnues, qui a une solution unique, autrement
dit le systeme Ax = b, avec A inversible.

La méthode de résolution de Cramer, basée sur les déterminants, est a proscrire, pour deux
raisons :

e la complexité est élevée, en O(n!), ce qui explose tres vite.

e les phénomenes de cancellation dans les calculs de déterminants amplifient les erreurs d’arrondi
et 'algorithme est numériquement instable. Méme avec un systeme d’ordre 2, le résultat peut
étre completement faux.

Si la matrice est diagonalisable, on peut en théorie exprimer le systeme dans la base des vecteurs
propres et résoudre le systeme diagonal :

A=VDV H Ar=be DV 'z)=V"'b

Mais diagonaliser une matrice est tres coliteux. FEnsuite, il faudrait faire les calculs avec des
nombres complexes, ce qui est nettement plus cotteux. De plus, toutes les matrices ne sont pas
diagonalisables.

Les méthodes basées sur 1’élimination d’inconnues, avec combinaisons linéaires des lignes, sont
les méthodes directes de référence. Lorsqu’on élimine les inconnues, on aboutit finalement & un
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systeme triangulaire supérieur, que I'on remonte pour calculer les coordonnées de la solution. Le
processus d’élimination est en fait la résolution d’un systéme triangulaire inférieur. L’algorithme
s’appelle la factorisation LU.

Pour garantir la stabilité numérique, il est nécessaire de modifier 'ordre d’élimination, en ap-
pliquant ce qu’on appelle une stratégie de pivot.

5.2 Factorisation LU

Théoréeme 5.2.1 Soit A € R™™ une matrice inversible. Alors il existe une matrice L triangulaire
inférieure avec Li; = 1 et une matrice triangulaire supérieure U inversible telles que

A=LU (5.1)
L’égalité (5.1) est appelée la factorisation de Gauss de A.

Preuve. admis. o

Pour résoudre un systeme linéaire, on procede par étapes :
e Factorisation de Gauss A = LU,
e Résolution du systéme triangulaire Ly = b (descente),

e Résolution du systéme triangulaire Uz = y (remontée).

Proposition 5.2.1 L’algorithme de Gauss a une complexité en n®/3+0(n?). C’est une procédure
de LAPACK.

5.2.1 Pivot partiel

5.2.2 Factorisation par blocs

La bibliotheque LAPACK utilise une partition par blocs pour la factorisation LU, afin d’utiliser
BLAS3. Nous décrivons ici un algorithme sans pivot, mais LAPACK inclut des stratégies de pivot.

Supposons que la matrice A soit d’ordre n, qu’elle soit & diagonale dominante (donc l’algorithme
de Gauss sans pivotage est licite) et qu’elle soit partagée en quatre blocs:

Ay An )
A =
< A1 Aso
ou les blocs A11 et Ago sont carrés d’ordres respectifs m et N —m. La quantité m < n représente la
taille de bloc. On cherche a exprimer globalement 1’étape qui traduirait m étapes de I'algorithme

de Gauss classique. Il faut alors exprimer les blocs intervenant dans la décomposition LU ot les
blocs vérifient les égalités matricielles suivantes :

_ L1 O _ Ui Upo
b (B ) o ()
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Apn = LnUn
Loy Unn
L11Urz
Az = LoUpp+ B

3
[

N

—_

[\e}

Il
—~ o~ —~
ov or ouoon
[ S U N \V]
D O

On en déduit le profil de la procédure (écrite sous forme récursive) :

ALGORITHM 6: BlockLU(A)

if dim(A) < m then {On est arrivé au dernier bloc}
factorisation LU de A;
else {On méne une étape de factorisation par bloc}

définition des matrices AH, Alg, Agl, AQQ 5
factorisation LU de Ay; pour obtenir L1y et Uqy
résolution de n — m systémes triangulaires pour obtenir Loy (5.3);
résolution de n — m systémes triangulaires pour obtenir Ujs (5.4) ;
mise a jour du bloc restant pour obtenir B (5.5) ;
LU(B)

endif

De maniere évidente, on peut ensuite dérouler 'algorithme pour en supprimer la récursivité.

5.3 Factorisation de Cholesky

On considere la décomposition de matrices symétriques et définies positives c’est-a-dire telles que :

Vo £ 0, 7 Az >0

5.3.1 Algorithme de factorisation

Théoréme 5.3.1 Factorisation de Cholesky
Soit A € R™"™ une matrice symétrique et définie positive. Alors il existe une unique matrice
triangulaire inférieure L qui vérifie :

A=LL" et diag(L) > 0

Preuve. On démontre le théoreme par récurrence sur la dimension n de la matrice.

n = 1 : le résultat est évident car alors le nombre qui représente la matrice est positif et le
facteur de Cholesky est sa racine carrée.

On suppose la proposition vraie pour toute matrice d’ordre n. Soit A" une matrice d’ordre n+ 1
que 'on partitionne en blocs de la maniére suivante ou A € R™*", ¢ e R”, et a € R :

;o A a
)
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On recherche le facteur de Cholesky L' partitionné de la méme maniere :

, (L 0
v (%)

D T
qui vérifie L'L’* = A’ ou encore

LLT = A (5.6)
Ll = a
1 +X3* = a

La matrice A étant une matrice principale de la matrice A" est définie positive. On peut donc lui
appliquer I'hypotheése de récurrence, ce qui détermine le facteur L vérifiant 1'équation (5.6) et a
diagonale positive. L’équation (5.7) permet alors de calculer | = L~'a. En remplacant dans la
derniere équation les quantités déja trouvées, il reste a résoudre :

N =a-dl'A .

Il reste a prouver que le terme de droite de I’égalité est positif ce qui pemettra de conclure que
A =+Va—alA-ta. On suppose que a # 0 car sinon le résultat est évident. Pour cela on étudie,
pour tout vecteur v € R™ non nul et tout réel p, la quantité :

A
T = (qu)(aT Z)(;L) = ap? +2pula+ ul Au

qui doit étre strictement positive pour tout p. Le discriminant du trinéme est donc négatif :
(uTa)? — a(uT Au) < 0. Le résultat est obtenu en choisissant u = A~'a et en remarquant que
al’ A=l > 0.

L’unicité et 'existence de la décomposition est donc prouvée. o

On peut noter que la décomposition en blocs introduite dans la démonstration aboutit a un
premier algorithme qui récursivement construit le facteur de Cholesky de dimension n + 1 a partir
de celui de la matrice principale d’ordre n. Soit C'(n) le nombre d’opérations pour calculer le facteur
de Cholesky d’une matrice d’ordre n. On obtient donc la relation de récurrence

C(n+1) = C(n) +n*+0O(n)

car la résolution du systeme triangulaire qui calcule [ est de complexité n? + O(n). On en déduit
que C(n) = 1/3 n3 + O(n?).

En fait, 'algorithme le plus courant est celui obtenu & partir de la décomposition suivante (avec
les mémes notations que pour le théoreme) :

T
;o a a
a= (o).

On recherche le facteur de Cholesky L' partitionné de la méme maniere :

. (A0
v=(12)
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D T
qui vérifie L'L’* = A’ ou encore

Moo= a (5.9)
= a .
Al (5.10)
1T+ LT = A (5.11)

Ces équations se résolvent en

A=«
l=(1/Na (5.12)
Factorisation de Cholesky de (A — 1 1T)

On peut donc dérouler la récurrence suivant ’algorithme suivant :

ALGORITHM 7: Cholesky (Right Looking)
L := triangle_inférieur(A) ;

L(1,1) := y/L(1,1);

L(2:n,1):=(1/L(1,1)) *« L(2:n,1);

doj=1,n—1,
dok=j+1n
L(k:n,k) == L(k:n,k) — L(k,j) * L(k : n, j) ;
enddo;

Lj+1j+1):=+L{{+17j+1);
L(j+2:n,j+1):=1/L+1,j+1))*xL(j+2:n,j+1);
enddo

Cet algorithme est appelé Right Looking (ou Fan Out), car dés qu’une colonne de L est préte,
elle corrige toutes les colonnes suivantes. On peut aussi imaginer d’organiser autrement les calculs :
on retarde chaque mise a jour d’une colonne au plus tard possible; ainsi une colonne de la matrice
A n’est considérée que lorsque toutes les précédentes de L sont construites. Cela revient a inverser
dans l'algorithme 7 les boucles indicées par j et k. On obtient alors 'algorithme 8 appelé Left
Looking (ou Fan In).
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ALGORITHM 8: Cholesky (Left Looking)

L(1,1) := JA(1,1);

L(2:n,1):=(1/L(1,1)) x A(2 : n,1);

do k =2,n,
L(k:n,k) = Ak : n,k);
doj=1k—1
L(k:n,k) == L(k:n,k) — L(k,j) * L(k : n, j) ;
enddo;

L(k,k) := \/L(k,k);
Lk+1:n,k):= (1/L(k,k))* L(k+1:n,k);
enddo

En fait, si I'on consideére que l'algorithme est composé de trois boucles emboitées (aux deux
boucles indiquées, il faut rajouter la boucle de 'opération vectorielle interne), il existe six manieres
de les ordonner. Pour plus de précision, on peut consulter [20, 21].

Proposition 5.3.1 L’algorithme de Cholesky a une complexité en n3/6+0(n?). C’est une procédure
de LAPACK, codée par blocs.

5.3.2 Stabilité numérique de Cholesky
5.4 Conditionnement d’un systéme linéaire

Nous étudions la sensibilité d’un systéme linéaire aux variations sur les données (conditionnement).
Beaucoup d’ouvrages traitent de ce sujet, notamment [18, 40, 26, 22, 8, 10].
Nous introduisons d’emblée une définition qui va étre justifiée par les résultats associés.

Définition 5.4.1 Le conditionnement d’une matrice A pour les systéemes linéaires est donné par
R(A) = [|A[[|A71]).

La bibliotheqe LAPACK fournit des procédures pour estimer le conditionnement d’une matrice.
Théoreme 5.4.1 Soit A une matrice inversible et x la solution de Ax = b. Soit AA, Ab tels que
|AA]| < allAll [Ab] < BBl ©(4) < 1.

Alors A+ AA est inversible. Soit x + Ax la solution du systéme
(A4 AA)(z + Azx) = b+ Ab,
alors

lAz| _ w(A)
el = 1= an(A)

(a+B).
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Ce théoréeme correspond a la définition générale, ou les données sont soit A et b (si seulement A est
la donnée, alors 5 = 0).
La preuve du théoreme nécessite le lemme suivant :

Lemme 5.4.1 Si ||F|| < 1 alors (I + F) est inversible et ||[(I + F)7!| < —1,ﬁp||-

Preuve.
A+AA=A(T+ A’lAA),
A1 AA] < K(A)a < 1,

donc d’apres le lemme, I + A'AA est inversible et

1
T+ A'AA) Y < ————.
0+ A78A 7 <

Soit y =2+ Az,on a (A+ AA)y=b+ Ab, Ax =bdonc A(y —z) = Ab— AAy et

ly — Il < [IA7HI(Ab] + [AA]llyl)
or [[Ab]| < gljoll < Bl A,
d’ou [|Az]| < £(A)(Blz]| + llyl)-

Il reste & majorer ||y||. On a

A(I + ATAA)y = A(x + A7TAD),
lyll < ||(11+ ATAA) (|| + [JAH Ab)),
lyll < ok (1 + Br(A)) ]|

Par conséquent, Alle| + aflyl| < = (@ + B)e].
On en déduit que

] <

T(A)(Oé—i‘ﬁ)\\x”-

5.4.1 Lien avec le résidu

Comme pour le cas général, il est possible de faire le lien avec le résidu.
Soit x la solution du systeme linéaire Ax = b. Nous supposons qu’un algorithme de résolution
calcule le vecteur y, avec un résidu r = b — Ay.

Corollaire 5.4.1

|z =yl b — Ayl|

< Kk(A)——.
[zl 0]

(5.13)

Il est possible d’avoir un résultat plus fin en introduisant une perturbation de la matrice. Si
||b — Ay|| est assez petit, alors y est solution d’un systéme linéaire perturbé et nous déterminons la
plus petite perturbation possible.
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Théoréme 5.4.2 Soit Axz = b un systéeme linéaire d’ordre n et soit y € R™. Soit
S =A{a, il existe AA, Ab, ||AA] <a [|4], ||Ab]| < alb|, (A+AA)y =0b+ Ab}

ot b— Ayl
—AY

p=o Y 5.14

TATTT + 51 (5.14)

Sink(A) <1 alors minges = 1.
Preuve. Soit r =b— Ay et soit o € S. Alors

(A+AA)y = b+ Ab,

r=AAy — Ab,
[l < el Ayl + [l81),
donc n < a.

Réciproquement, soit

AL T oA I8l
AA =1 Gy 7Y Ab = —np

Alors [|AA] = n||All, [|Ab] = n|b].

Ona (A+AAy=b—r+AAy=b—1r+n ||1‘T||L||||yllr’
(A+AA)y =b— bl = b 4 Ab,

b
ATy [1+1ol
donc n € S.
Donc 7 est le minimum de S. o

En combinant les deux théoréemes sur le conditionnement et I'analyse inverse, on obtient une
estimation d’erreur pour la solution calculée y.

Corollaire 5.4.2 Soit x la solution du systeme linéaire Ax = b et soit y une solution calculée telle
que nk(A) < 1, ot n est défini par (5.14). Alors

le—oll _, w(A)

el = 2T () (5.15)

Le calcul de ||r|| puis 7 et une estimation du conditionnement x«(A) permettent donc d’estimer
une borne de l'erreur sur la solution.
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Chapter 6

Résolution itérative de systemes
linéaires

Dans tout ce chapitre, on cherche a résoudre le systeme
Az = b, (6.1)

ou A € R™ " est une matrice inversible et b € R” le second membre.

6.1 Meéthodes itératives linéaires

Les méthodes itératives basiques sont les méthodes appelées ici linéaires. Elles ne sont plus beau-
coup utilisées en soi car leur convergence n’est pas toujours assurée et est en général lente, surtout
pour les systemes de grande taille. Elles servent par contre a accélérer la convergence d’une classe
importante de méthodes itératives, appelées méthodes polynomiales. Pour une description détaillée
de ces méthodes, on pourra consulter [4, 7, 28, 35].

Dans ces méthodes itératives, la matrice n’est pas transformée, seule ’'opération produit matrice-
vecteur y = Ax est requise. Il est donc possible d’utiliser des versions dites ”matrix-free” ou la
matrice n’est pas stockée. Les méthodes itératives nécessitent en général moins d’espace mémoire
que les méthodes directes.

Dans tout ce qui suit, on note x; 'approximation de la solution a l'itération k, on note rp =
b — Axy le résidu et e = x* — x, lerreur, de sorte que r, = Aey.

Les méthodes linéaires sont basées sur une décomposition

A=M—N, (6.2)

ou M est une matrice inversible. L’itération est un schéma de point fixe, défini, & partir de xg

donné, par
Mzxpy1 = Nxy, + b. (6.3)

On obtient donc Mz 1 = (M — A)x + b = Mxy, + ri soit
Tkl = Tk + M.

On a aussi Mz = Nz + (M — N)z* d’ou M (2* — xg41) = N(z* — xp) donc
epe1 = (M™1N)eg.

49



Théoréme 6.1.1 Soit p le rayon spectral de la matrice M~'N, correspondant a la décomposition
A= M — N de la matrice inversible A. La méthode (6.3) est convergente pour tout vecteur initial
xo st et seulement si p < 1.

Les exemples les plus classiques sont les méthodes de Jacobi, Gauss-Seidel, SOR et SSOR.

Soit A = D — E — F la décomposition de A en parties diagonale, triangulaire inférieure et
triangulaire supérieure.

La méthode de Jacobi est définie par M = D, celle de Gauss-Seidel par M = D — E. La
méthode SOR (Successive Over Relaxation) résout wAz = wb avec la décomposition M = D —wE,
oll w est un parametre choisi pour accélérer la convergence. On a les itérations

Jacobi : Dzyy1 = (E+F)ri+0b
Gauss — Seidel : (D — E)xpi1 = Frp+0b
SOR : (D—wE)xpi1 = (wWF + (1 —w)D)xy + wb

La méthode SSOR (Symmetric SOR) effectue une itération SOR suivie d’une itération SOR en
sens inverse. On obtient

1 _
M= m(p —wE)D YD — wF)

Il est possible de prouver la convergence pour certaines classes de matrices. Pour la démonstration
de ces théoremes et pour d’autres résultats, voir par exemple [18, 43].

Définition 6.1.1 Une matrice A = (a;j) d’ordre n est a diagonale strictement dominante si

n

lajj| > Z lagjl, 7=1,...,n
S

Théoréme 6.1.2 Si A est a diagonale strictement dominante, les méthodes de Jacobi et de Gauss-
Seidel convergent pour tout xg.

Théoréme 6.1.3 Soit A une matrice symétrique avec des éléments diagonaux positifs et soit 0 <
w < 2. La méthode SOR converge pour tout xq si et seulement si A est définie positive.

6.2 Meéthodes de projection

6.2.1 Définition d’une méthode polynomiale

Commengons par donner un résultat qui donner des raisons de rechercher des approximations
polynomiales pour la résolution d’un systéme.

Proposition 6.2.1 I existe un polynéme p de degré au plus n — 1 tel que A=1 = p(A).

Preuve. D’apres le théoréme de Cayley-Hamilton, le polynome caractéristique ¢ de A est de degré
n et vérifie ¢(A) = 0, ¢(0) = det(A), ou det(A) est le déterminant de A. Soit ¢(X) = det(A) +
Xq1(X) alors Aq1(A) = —det(A)I. Puisque A est inversible, det(A) # 0 et _mAQ1(A) = I

Soit p le polynéme défini par p(X) = —mfh(X), alors A= = p(A). o
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Soit xy une approximation initiale et ro = b— Axzg. Alors la solution z* vérifie z* = zog+ A" 1rg =
zo + p(A)ro.
L’objectif des méthodes polynomiales est d’approcher ce polynome p(X).

Définition 6.2.1 Les méthodes polynomiales sont définies par des itérations
T = o + Sk—1(A)T0, (6.4)

ot Sk_1 est un polynome de degré au plus k — 1.
Le sous-espace Ky (A,10) = eng{ro, Arg, ..., A¥"1rg} est appelé espace de Krylov associé a A et
ro. Une méthode itérative est polynomiale si et seulement si elle vérifie la condition de sous-espace

T € Tg + /Ck(A,TO),

ou, de facon équivalente,
Tyl € Tk + Kk+1(A, ?”0). (65)

C’est une méthode de sous-espace liée aux espaces de Krylov.

Proposition 6.2.2 Dans une méthode polynomiale, le résidu i et Uerreur ey vérifient

e = qe(A)ro, ex = qr(A)eo, (6.6)
ot qi(X) =1— Xsg_1(X) est un polynome de degré au plus k qui vérifie qi(0) = 1.

Preuve. 71, =0b— A(zo + sg—1(A)r9) = ro — Asg_1(A)ro = qx(A)ro ot ¢x(X) =1 — Xs_1(X).
e = A7l = A7 qp(A)ro = qr(A) A o = qr(A)eo. °

Définition 6.2.2 L’ensemble des polynomes résiduels de degré k est défini par
PP = {q est un polynome de degré k et q(0) = 1}.
On aboutit donc a deux directions pour définir une méthode polynomiale :

e La premiere, la moins courante, consiste a définir explicitement le polynome. C’est le cas
de la méthode CHEBY qui s’applique au cas ou la matrice est symétrique définie positive.
Comme nous ne ’étudions pas ici, on peut se reporter a [4] pour obtenir 1’algorithme.

e La deuxieme maniere de considérer une méthode polynomiale est de travailler avec les espaces
de Krylov. Dans ce cas, le polynéme résiduel n’est pas explicitement connu. C’est cette
approche que suivent toutes les méthodes actuelles.

Par la proposition suivante, on montre que les méthodes polynomiales, définies a partir des
espaces de Krylov, doivent engendrer des suites finies qui aboutissent a la solution exacte.

Proposition 6.2.3 La suite des sous-espaces de Krylov Ki(A,rg) est une suite croissante de sous-
espaces, et donc stationnaire a partir d’un rang p ; pour k < p, la dimension de KCx(A,ry) est égale
a k, et le systeme {rq, Arg, ..., A¥71rg} est une base de KCp(A,70).

Le sous-espace Ky(A,19) est un sous-espace invariant de A; l'équation Ay = ry a une solution
dans cet espace.
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Preuve. La premiere partie de la proposition est évidente puisque tous les sous-espaces sont au
plus de dimension n, dimension de A. Soit p le premier rang ou la dimension de Kj11(A,ro) est
égale a k. Alors ICp11(A,1m0) = Kp(A, ), et la suite est stationnaire & partir de ce rang. On a donc

AKL (A, 1) C Kp1(A, o) = Kp(A,10),

ce qui pouve l'invariance de l’espace. L’opérateur A définit donc une bijection de I’espace dans
lui-méme. Le vecteur ry appartenant a Cp(A,rp), il a un antécédent dans cet espace. o

En fait, pour les grands systemes, on cherche a arréter les itérations avant d’aboutir a la
solution exacte. A l'étape k, pour déterminer 'itéré xj, on souhaiterait satisfaire une condition
de minimisation de ’erreur pour certain produit scalaire. Cela n’est pas toujours possible, et la
recherche dans le domaine a abouti a une condition plus générale que nous abordons maintenant.

6.2.2 Meéthodes polynomiales de projection

Définition 6.2.3 Une méthode de projection de Krylov est une méthode polynomiale définie par
une matrice B et deuz conditions : la condition de sous-espace (6.5) et la condition dite de Petrov-
Galerkin :

(Bep)Tu =0, Yu € Kip(A, o). (6.7)

Le choix de B dicte la construction de la méthode de projection. Lorsque la matrice B définit
un produit scalaire, on obtient la propriété de minimisation souhaitée :

Proposition 6.2.4 Si B est une matrice symétrique définie positive alors, pour xi satisfaisant la
condition de sous-espace (6.5), la condition de Petrov-Galerkin (6.7) est équivalente & minimiser
Uerreur :

e = min ey — , 6.8
lealls = _min fleo = s (63)

ove,=x—x=x—(x9+y)=ey—y. Dans ce cas x, est déterminé de maniére unique.

Preuve. Soit x, = x9+y avec y € Ki(A, 7). La condition (6.7) exprime que l'erreur e, = eg —y
doit appartenir au B-orthogonal de I'espace Ki(A,rg). Or ex € ey + Kr(A,19). Il s’ensuit que ey,
est la projection B-orthogonale de ey sur (Ki(A,70)) 2. Le vecteur y solution du probleme aux
moindres carrés (6.8) est bien la B-projection de ey sur K (A, ro). o

6.2.3 Préconditionnement d’une méthode polynomiale

La vitesse de convergence des méthodes itératives polynomiales dépend de certaines propriétés
de la matrice A. Une fagon d’accélérer la convergence est de transformer le probleme (6.1) en le
préconditionnant & I’aide d’'une matrice connue. Le nouveau systeme & résoudre est équivalent mais
Iobjectif est que la méthode itérative polynomiale converge plus rapidement.

Définition 6.2.4 Un préconditionnement est défini par une matrice inversible C € R™™. Un
préconditionnement a gauche résout le systeme équivalent

CAx = Cb,
tandis qu’un préconditionnement a droite résout le systéeme équivalent

AC(C™'z) =b.
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Dans un systeme préconditionné a gauche, la matrice est donc C' A, de sorte que le produit
v = Au est remplacé par la séquence des deux produits w = Au,v = Cw.

SiC = A~ alors CA = I de sorte que le systeme préconditionné est trivial. Le préconditionnement
C est souvent choisi pour approcher A~

Proposition 6.2.5 Une méthode polynomiale préconditionnée a gauche est caractérisée par
xi € 9 + Kx(CA, Cry),

et une méthode polynomiale préconditionnée a droite est caractérisée par
xE € 9 + CKL(AC, 7).

Preuve. Considérons le systeme C'Ax = Cb. Soit xg le choix initial de la méthode polynomiale
associée. Alors le résidu sg vérifie s = Cb — CAxg = C(b — Axg) = Crp et le polynéme py est
appliqué a C A.

La preuve est similaire pour le systeme préconditionné a droite. o

Les méthodes linéaires vues précédemment sont en fait des méthodes polynomiales préconditionnées.

Proposition 6.2.6 Une méthode linéaire est une méthode polynomiale préconditionnée a droite.
Le préconditionnement est C = M~ et le polynéme résiduel est ¢(X) = (1 — X)*.

Preuve. ry41 =715 — AM'rp = (I = AM™")ry = (I — AM~")*ro. o

6.3 Cas ou A est symétrique définie positive

Nous avons vu que la méthode SOR, converge si A est symétrique définie positive. Toutefois, la
vitesse de convergence est en général tres lente. Il est préférable d’utiliser la méthode de Gradient
Conjugué.

6.3.1 Meéthode du Gradient Conjugué

La méthode du Gradient Conjugué (GC) est la méthode polynomiale de choix dans le cas ou A est
symétrique définie positive. Elle est basée sur la minimisation de la fonctionnelle ¢. De nombreux
ouvrages décrivent cette méthode. Nous décrivons la méthode GC dans le cadre des méthodes de
projections de Krylov.

Définition 6.3.1 La méthode du gradient conjugué (GC) est la méthode de projection de Krylov
dans laquelle B = A et A est symétrique définie positive.

La proposition 6.2.4 se traduit immédiatement par

Proposition 6.3.1 Les itérés xp du gradient conjugué sont bien définis pour tout k > 0,a partir
des conditions d’espace et de Petrov-Galerkin. Ils sont tels qu’ils minimisent l'erreur ||z — x| en
norme A, quantité égale au résidu ||b — Axg||4—1 en norme A™Y. En au plus n étapes, la solution
exacte est trouvée (c.a.d. x = ).
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Définition 6.3.2 D’apreés la condition d’espace (6.5), il existe ay, € R et py, € Kr1(A, o) tels que

Tyl = T + QpPk- (6.9)
Le vecteur p;, est appelé direction de descente.
Proposition 6.3.2 La condition de Galerkin (6.7) est équivalente a a
T L Ki(A,10). (6.10)
Preuve. Evidente. o

Théoréme 6.3.1 Tant que les résidus r, sont non nuls, la méthode GC vérifie

To = b — A.’Eo,

Th+1 = Tk + P,

Thal = Tk — i Apy,

eng{ro,r1,..., 7k} = eng{po,p1,...,pr} = Kp41(A, 7o),
rgrj =0, j#k,

pLAp; =0, j#k,

et les directions de descente peuvent étre choisies pour vérifier la récurrence (4 une constante preés)

Po =70, Pk+1 = Tk+1 + BkDk- (6.11)
Preuve. La condition (6.9) implique rgy1 = 7% — axApg. On a ry, € Kry1(A,ro) et

6”9{7”07 T1y... ,’I”k} g ,Ck‘-i-l(Aa TO))
eng{po,p1, ..., ok} € Kry1(A4,10).

La condition de Galerkin (6.10) et le fait que les résidus sont dans ’espace de Krylov impliquent
immédiatement 'orthogonalité des résidus.

Sir; #0, j =0,1,...,k, alors le sous-espace eng{ro,r1,...,7} est de dimension k + 1 (base
orthogonale) et on obtient 1’égalité des sous-espaces. Le sous-espace de Krylov Ky (A,rg) est donc
de dimension k.

La condition de Galerkin et la récurrence ry4q = rp — o Apy induisent p]TApk =0, j<k-1
Puisque A est symétrique, on obtient pZApj =0, j<k-1

Puisque pg € eng{ro}, on peut choisir py = ry.

Puisque ri41 € eng{po,p1,...,Pr+1}, on peut écrire

k+1
n = 3 i
=0

Pour j <k -1, Ap; € Kji2 € K41 donc r,{+1Apj = 0. D’autre part, pZ-TApj = 0,7 # j d’ou
v = 0,7 <k —1. On en déduit que

Tk+1 = YkPk T Vk+1Pk+1-

Puisque dim(Ky) =k, on a y,x4+1 # 0 et on choisit 7441 = 1. On en déduit la récurrence (6.11). <
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Remarque 6.3.1 L’hypothése que A est symétrique permet de montrer la récurrence courte (6.11)
sur les directions de descente, qui relie ppy1 a seulement py et non auz p;.

Il reste a caractériser oy, et By pour définir completement la méthode.

Théoréme 6.3.2 On considere le systéme Ax = b, ot A une matrice spd. La méthode du Gradient
Conjugué est définie par l'algorithme 9.

ALGORITHM 9: CG

* Initialisation ;

choisir xg ;

To = b— A{lfo N

Po=To;

* Tterations ;

for £k =0,1,... until convergence do
Arell3
piApy ’
Th+1 = Tk + Dk ;
Tkl = Tk — QApg ;

A =

5 —_ ||7"k+1||§ .
rell3
Ph+1 = Tht1 + BrDk s
end do

Preuve. Les récurrences sont déja prouvées.
Les résidus sont orthogonaux donc, en particulier, r,{+1rk = 0, d’ou r,{’rk — aerApk. = 0.
Mais 1, = pr — Bx_1pr—1 et les directions de descente sont A-conjuguées donc r%Apk = p;;CApk et
T T
Qg =15, Tk/Dj; ADk-
Les directions de descente sont conjuguées donc, en particulier, p{HApk = 0. D’autre part,
1 1
T T T
ri 1 Apy = —7r T — Thal) = —— T 1Tk+1
k+14Pk o k+1( k k1) g k+1Tk+
d’ou . .
T Tk+1 T TR

apt Apy, riry,
Réciproquement, si les suites sont définies par les récurrences ci-dessus, il est aisé de montrer
par récurrence que la méthode vérifie les conditions d’espace (6.5) et de Petrov-Galerkin (6.7). ©

6.3.2 Lien avec la méthode de Lanczos

La méthode de Lanczos symétrique construit itérativement une base orthonormée de ’espace de
Krylov ayant un vecteur v; comme départ. La base orthonormée Vi vérifie VkTAVk = Ty, ou Ty
est une matrice tridiagonale. L’objet de ce paragraphe est de montrer que la méthode de Gradient
Conjugué est une variante de la méthode de Lanczos.
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Lemme 6.3.1 Soit vj1 = ﬁ, j=0,1,... et Vi = (v1,...,vx). Alors le systeme V}, est une base
J
orthonormée de l’espace de Krylov Ki(A,ry) et

Avp g1 = OV, + Ve 1Vk41 + Okt 1Vk12, (6.12)
ot
Br— _
o L = B

Preuve. les vecteurs v sont orthonormés et engendrent ’espace de Krylov.
Les relations de récurrence s’écrivent

k= Pk — Br-1Pk—1 €t Apy = 3-(rk — k1),

d’ou
Ary = C%k(?”k — Tht1) — 5’;:1 (Th—1 —T&),
Br— 1 Br— 1
Arg = —g =1+ (5 + 5,77 = a7k
d’ou la relation (6.12). o

De ce lemme, nous déduisons 1’équivalence entre le Gradient Conjugué et une méthode de
Lanczos.

Théoréme 6.3.3 La méthode GC construit une base orthonormée Vi, = (v1,...,v) de lespace de
Krylov Ki(A, 1) qui vérifie
AV, = Vi, T + 5kvk+1u£ (6.13)

ot Ty, € RF¥F est une matrice tridiagonale symétrique et ot ul =(0...01) € RF.
Autrement dit, la méthode GC applique la méthode de Lanczos au vecteur de départ vi =

ro/llroll-
La méthode GC calcule x1, = xo + Viyy ot y € RF est solution du systéme linéaire

Tky = H’I”()HQUl, (6.14)
ot ul = (10...0) € R,
Preuve. Posons
7 01
T, = 0 7 02 ’
-1 Yk

alors, d’apres (6.12), AV, = Vi./T) + 5kvk+1ug.

Cette propriété (6.13) est caractéristique de la méthode de Lanczos.

Soit x = xg + Viy alors r, = rg — AVpy et Vk.Trk = 0 s’écrit VkTAka = VkTro. Or VkTAVk =Ty
et VkT’I”() = ”7“0”2111. <

Remarque 6.3.2 La matrice Ty est symétrique définie positive, comme la matrice A.
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6.3.3 Convergence de GC

Nous avons vu la construction de la méthode du Gradient Conjugué. Nous allons maintenant
étudier les propriétés de convergence.

Proposition 6.3.3 Les coefficients B et oy existent et sont uniques tant que ry # 0.

Preuve. Tant que r; # 0, le coefficient 05 est bien défini et est unique. Tant que r; # 0, on a
aussi pr # 0. La matrice A est définie positive donc pZApk % 0 et le coefficient oy existe et est
unique. o

Remarque 6.3.3 L’hypothése que A est définie positive garantit [’existence et l'unicité de .

Il peut paraitre paradoxal d’étudier la vitesse de convergence d’une méthode qui se termine en
un nombre fini d’itérations. Néanmoins, en pratique, l'ordre n est trés grand et la méthode du
Gradient Conjugué fournit une approximation assez précise en beaucoup moins d’itérations. Nous
établissons un premier résultat sur la décroissance des normes d’erreur. Il est & noter que c’est la
norme A de I'erreur, donc la norme A~! du résidu, qui décroit strictement.

Théoréme 6.3.4 Soit
K(A) = [ All2ll A7

le conditionnement spectral de A.
La méthode GC a une convergence strictement monotone, plus précisément

lersalla < (1 - )2 lex]a- (6.15)

Kk(A)
Preuve.

Thel = Tk — i Apy,

lext1ll% = efoq Aenyr = 1} A gy = rf A = 2agr pr 4 opf Ape
TiTE

o

et r%pk = r%rk

d’ott [legs1 /5 = llexlld — arllrslls-

or p{Apk =

Nous allons minorer successivement ||7||3 et a. Nous avons

lerll = rf A7 g < A7l llre 3.

D’autre part,

pFApy = (rg + Be—1pk—1)T Apy = 1} Apy, = vl Arg, + By—17L Apr—1
or 1l Apr—1 = (pr — Be—1Pk—1)" Apk—1 = —Br-1Pt_1Apr—1 <0

2
done pf Apy < rfl Ary. < [ Alallril3 et on = iz > i

On en conclut que
a1 = m\ﬁkﬁ
done fleg 1[4 < (1= )lex 4
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Le facteur de décroissance dépend du conditionnement. Si celui-ci est grand, le coefficient
devient proche de 1 et la convergence risque d’étre lente.

Nous allons maintenant établir une majoration de I'erreur améliorant le résultat ci-dessus. Pour
cela, nous allons exploiter la propriété de minimisation de la norme de l'erreur et le caractere
polynomial de la méthode.

Théoréme 6.3.5 Les itérations de GC vérifient

llex][a = min [[g(A)eq]|a-
q€P;

Preuve. L’ensemble {||q(A)eg|la, ¢ € PP} n'est rien d’autre que 'ensemble {[|b — Ay| 41, y €
xo + Ki(A,ro)}. La propriété de minimisation est donc équivalente sur l'espace de Krylov et sur
I’espace des polynémes résiduels. o

Nous pouvons maintenant traduire cette propriété sous la forme dite “min-max”, en utilisant
la décomposition de A en valeurs propres.

Corollaire 6.3.1 Les itérations du GC vérifient

lerlla < lleolla min max q(2)], (6.16)
q

ePY zea(A)

ot o(A) est l'ensemble des valeurs propres 0 < Ay < ... <\, de A.
Preuve. Soit A = UXU~! la décomposition spectrale de A, ot

e Y est la matrice diagonale diag(A1,...,\,), avec {\;, i = 1,...,n} les valeurs propres stricte-
ment positives de A,

e U est la matrice orthogonale de colonnes les vecteurs propres de A.

Ona Am =UX™U ! et q(A) = Ug(D)U L.

Soit eg = Y1, piu; alors |legl|y = Yoiy i

En outre, g(A)eg = Y11 q(Ai)piu; d’ott [|g(A)epl|a < max; |g(N;)||leol|a ; en utilisant le théoreme
6.3.5, on en déduit la relation (6.16). o

La propriété “min-max” permet d’utiliser la théorie de ’approximation sur les polynomes et de
calculer une majoration de ’erreur.

Corollaire 6.3.2 Les itérations de GC vérifient
Kk(A) —1

VEA)+1

llexlla < 2[leol|a )", (6.17)

ou k(A) = i\\—’; est le conditionnement de A.

Preuve. Nous utilisons, sans le démontrer, le fait que

1
min max [q(2)] = ————
qe€PY 2€[A1,An] |Ck(ﬁ)|’

ou CY est le polynéme de Chebyshev de premieére espece de degré k. Voir par exemple [35]. D’ou
le résultat du théoreme. o
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Remarque 6.3.4 La borne (6.17) est meilleure que la borne (6.15). En effet,

k(A) —1 < k(A) —1

VEA)+1 k(A)

6.3.4 Convergence superlinéaire

Nous avons vu que la convergence du Gradient Conjugué est liée aux valeurs propres. D’autre part,
les valeurs propres de la matrice T}, sont les valeurs de Ritz et convergent vers les valeurs propres
de A (voir méthode de Lanczos). Lorsqu’une valeur extrémale du spectre a convergé, les itérations
du Gradient Conjugué se poursuivent comme s’il y avait eu une déflation dans le spectre de A.
Tout se passe comme si le conditionnement était plus petit, par exemple A\,,—1/A1 et la convergence
s’accélere. Puis une autre valeur de Ritz converge vers A\, _1 et la convergence s’accélere de nouveau.
Ce phénomene s’appelle convergence superlinéaire. Il est étudié en détails dans [37, 41].

6.3.5 Gradient Conjugué Préconditionné

Soit A une matrice symétrique définie positive et C' une matrice inversible. Les systémes préconditionnés
définis dans 6.2.4 ne sont pas symétriques.

Soit maintenant C' une matrice symétrique définie positive et C = LLT sa factorisation de
Cholesky (qui existe). Un moyen de préserver la symétrie est de considérer le systéme préconditionné

LTAL(L ) = L,

qui s’écrit
By =c,

avec B=LTAL et y = L'z, ¢ = LTb. La matrice B est symétrique définie positive donc il est
possible d’appliquer la méthode du Gradient Conjugué au systeme By = c.

Maintenant, par un changement de variable, il est facile d’écrire I'algorithme du Gradient Con-
jugué appliqué a By = c¢ sous la forme suivante :
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ALGORITHM 10: PCG

* Initialisation ;

choisir xg ;

To = b— A{L‘o N

zo=Crg;

Po = 205

* Tterations;

for £k =0,1,... until convergence do
’I"ZZ]‘; .
pLApy ’
Tht1 = Tk + Dk ;
Tkl = Tk — QApg ;
2p+1 = Cry;

A —

T
5]{ = 7rk+12k+1 N
Tszk ’

Pk+1 = Zk4+1 + BeDk ;
end do

La méthode du Gradient Conjugué est définie par la condition de Galerkin liée au produit
scalaire euclidien. Mais il est également possible de définir la méme condition en utilisant un autre

produit scalaire.
Puisque la matrice C' est symétrique définie positive, elle définit le produit scalaire

<z,y >c=2TCy (6.18)

Maintenant, la matrice AC' est auto-adjointe définie positive pour le produit scalaire (6.18).
Donc il est possible d’appliquer I’algorithme du Gradient Conjugué avec le produit scalaire (6.18)
au systéme préconditionné AC(C~'z) = b.

Il est facile de voir que l'algorithme obtenu est identique a ’algorithme 10.

L’algorithme 10 est appelé I’algorithme du Gradient Conjugué Préconditionné par C.

Des hypotheses plus générales sur le préconditionnement C' sont étudiées dans [2, 7].

6.4 Propriétés des méthodes de projection

Nous allons maintenant étudier les propriétés des méthodes de projection de Krylov et retrouver
celles du Gradient Conjugué. Cette partie nous permettra de définir et de caractériser les méthodes
de projection de Krylov dans le cas symétrique indéfini et dans le cas non symétrique.

Définition 6.4.1 Pour xodonné, une méthode de projection de Krylov échoue a létape k si la
condition de Galerkin (6.7) n’a pas une solution unique.

Théoréme 6.4.1 Soit Vi, une base orthonormée de l’espace de Krylov Ki(A,ro) et soit C =
VkTBVk. La méthode de projection de Krylov n’échoue pas a U'étape k pour tout xg si et seulement
si Cy est non singuliére.
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St la méthode n’échoue pas a l’étape k, alors
er, = Preg ou P, = I —V;,C 'V B

est la matrice de la projection sur (BTKy(A,ro))* parallelement a Kr(A,70).
Litérée xy, est définie par xp = xo + Viy ot y est solution du systéeme linéaire

Cry = Vi! Beg. (6.19)

Si la méthode n’a pas échoué jusqu’a U'étape k et si Kiy1(A,1m9) = Ki(A,r0), alors la méthode
a convergé, donc r = e, = 0.

Tant que la méthode n’échoue pas et ne converge pas, alors dim(Kp(A,ro) = k.

Si la méthode n’échoue pas, alors elle converge en au plus n itérations.

Preuve. La condition d’espace s’écrit xx = xo+ Viy et la condition de Galerkin s’écrit VkTBek =0,
soit VkTBeo — Cry = 0. Ce systeme linéaire a une solution unique pour tout eg si et seulement si
C}; est non singuliere.

Si C}, est inversible alors

Yy = ClzlvaBeo,
€L = €y — ka = (I — Vka_IVkTB)eo = Pkeo.

Si Kri1(A,m0) = Ki(A, 7o), alors Afrg € KCp(A,70) et A™lrg € Kp(A,70), donc z* = ¢+ A lrg
est solution de la condition de Galerkin. Si la méthode n’a pas échoué, cette solution est unique
donc zp = z*.

La suite des espaces de Krylov est croissante, donc elle est stationnaire a partir d’un certain
rang k < n et et dans ce cas la méthode a convergé. o

Théoréme 6.4.2 Si la matrice B est définie, la méthode de projection de Krylov associée n’échoue
pas pour tout xg.

Si B n’est pas définie, il existe xq tel que la méthode de projection de Krylov associée échoue.

Si B est symétrique définie positive, alors la convergence est monotone : |lex|p < |lex—1lB-

Si de plus, BA™! est définie, alors la convergence est strictement monotone : il existe € > 0,
tel que pour tout k,

lerllz < (1= €)llex—1l 5.

Preuve. Si B est définie alors Vz # 0, Viz # 0, (Viz)TB(Viz) # 0 cad 27 Crz # 0 donc Crz # 0
et C}, est inversible.

Si B n’est pas définie, soit z # 0 tel que 27 Bz = 0 et soit 79 = z et V4 = {ro/||ro||}. Alors
Cy = 0 et le systeme (6.19) n’a pas une solution unique (il peut avoir une infinité de solutions si
rf BArg = 0).

Si B est symétrique définie positive, la condition de Galerkin est aussi une condition de min-
imisation :

lexls = min - a"l|p.
z€xo+Kg(A,r0)

11 suffit d’appliquer cette condition & x;_1 pour obtenir la convergence monotone.

La preuve de la convergence strictement monotone est faite dans [24]. o
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Remarque 6.4.1 Pour la méthode GC, B = A donc B est symétrique définie positive et BA™! = T
est définie. On retrouve que la méthode n’échoue pas et a une convergence strictement monotone.

Dans la méthode GC, il est possible de construire une base A—orthonormée de I'espace de Krylov
a l’aide d’une récurrence courte. Les théoremes prouvés dans [12, 13] donnent une caractérisation
des méthodes pour lesquelles une telle récurrence existe. Nous donnons ici une condition suffisante.

Théoréme 6.4.3 Si B et BA sont symétriques, alors il existe une récurrence courte permettant
de calculer une base “B—orthogonale” de ’espace de Krylov.

Preuve. Nous faisons la preuve par récurrence. Pour k = 0, le choix py = rg convient. Supposons
qu’il existe une base B—orthonormée (py,...,pr—1) de Ki(A, 7). Nous cherchons py sous la forme

k—1
Pe=Tr+ > Bipi.
i=1

Puisque B est symétrique, (Bpg)Tpj = pl (Bp;). Alors

pi Bp; =i Bp; + >\ p! Bp;,

or pZ-TBpj =0, j <k-—2,j#1, par récurrence,

t v Bp; = (Aeg)' Bp; = el (BA) p; = el B(Ap; B et BA sont Stri

et Ty pj = (Aeg) p]—ek( ) bj = ¢ (Ap;), car Be sont symeétriques,
or Ap;j € Ki(A, o), j <k —2,

donc r{ Bp; =0, j <k —2,

dou B; =0, j <k—2,

et pp = 1 + Br—1Pk—1-

6.5 Cas ou A est symétrique indéfinie

Lorsque A est symétrique mais indéfinie, on peut choisir B = A pour définir une méthode symétrique
mais on ne garantit pas ’absence d’échec ou choisir B = A? qui est symétrique définie positive
(donc pas d’échec et convergence monotone due & une propriété de minimisation). Dans les deux
cas, il est possible d’utiliser la méthode de Lanczos puisque A est symétrique. Il existe plusieurs
méthodes, détaillées par exemple dans [4] ; les méthodes SYMMLQ et MINRES sont dues a [30].

6.5.1 Méthode de Lanczos

Le procédé de Lanczos construit une base orthonormée Vj, de l'espace de Krylov Kx(A,rg). Soit
vy =19/||70/|2, on a
AV, = Vi Ty, + Srup1uf (6.20)

ott T}, € R¥F est une matrice tridiagonale symétrique. On peut aussi écrire

AV, = Vi1 T, (6.21)

= Tk:
Tk_(%UZ)'
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Remarque 6.5.1 La méthode de Lanczos construit la méme suite (xy) que le gradient conjugué,
mais elle le fait a partir de la relation :

T = xo—l—HToHVka_lel. (6.22)

L’itéré n'est pas défini a ’'étape k lorsque T}, est singuliére (voir le théoréme 6.4.1, ce qui peut
arriver puisque la matrice A n’est pas supposée étre définie. Le Gradient Conjugué, qui revient a
factoriser au fur et a mesure la matrice Ty, s’arréte donc a la méme étape. En fait, le procédé de
Lanczos peut malgré tout étre poursuivi et donc l'itéré pourra peut-étre étre construit a une étape
ultérieure. Ce dépassement de l'obstacle n’est pas possible avec lalgorithme du Gradient Conjugué.

6.5.2 Méthode MINRES

On a efAQy = r%Ay, donc pour B = A2, la condition de Galerkin s’écrit, d’apres la proposition
6.2.4,

min ||ry||2.

La condition d’espace s’écrit xp = xg + Viy d’ou

e =10 — AViy = |[roll2vr — Vi1 Try = Vi1 (|Iroll2ur — Try)

et la condition de Galerkin devient

min [[lrollzt1 — Ty (6.23)
y€ERK

La méthode MINRES résout (6.23) en factorisant T & l'aide de rotations de Givens. Cette
factorisation peut s’effectuer a ’aide de récurrences courtes, car T}, est symétrique. La généralisation
au cas non symétrique est la méthode GMRES décrite plus loin.

6.5.3 Méthode CR

La méthode MINRES utilise la propriété de minimisation. La méthode CR, qui est aussi basée sur
B = A2, utilise quant & elle la propriété d’orthogonalité. Les deux méthodes construisent la méme
suite d’itérés (zx). La condition de Galerkin s'écrit ef | AT Ar; =0, j < k soit

riAry =0, j <k, (6.24)

autrement dit, les résidus sont A—conjugués. Les vecteurs de descente p; sont A%—orthonormés
donc les vecteurs Apy, sont orthogonaux au sens classique.

La méthode CR (Conjugate Residuals) utilise les récurrences courtes comme dans le Gradient
Conjugué pour garantir Tg_HA?“k =0 et (Appy1)T Apy = 0. Elle applique la méthode de Lanczos

pour construire la base orthonormée (Apo/||Apol|2s-- -, Apk—1/||Apk—1]|2) de l'espace de Krylov
Alck(A,To).
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6.5.4 Méthode SYMMLQ

Ici, on choisit B = A comme dans le Gradient Conjugué. La condition de Galerkin s’écrit donc
comme dans le Gradient Conjugué

xp = x0 + Vi, Try = |roll2u1. (6.25)

La méthode SYMMLQ résout le systeme linéaire (6.25) comme dans la méthode de Lanczos, et
donc comme dans le Gradient Conjugué, sans propriété de minimisation, puisque la matrice A n’est
pas supposée étre définie.

Tant qu’il n’y a pas d’échec, si le procédé de Lanczos s’arréte, la méthode SYMMLQ a convergé.
En effet, les espaces de Krylov deviennent stationnaires et on peut appliquer le théoreme 6.4.1. C’est
un cas d’échec "heureux”.

Il peut y avoir échec ”sérieux” si la matrice T} est singuliere. En effet, dans le théoreme 6.4.1,
la matrice C}, = VkTAVk vaut Tj. La méthode SYMMLQ utilise une factorisation LQ de T} pour
éviter les situations d’échec.

6.6 Cas ou A est non symétrique - méthodes de type gradient
conjugué

Si A est non symétrique, on peut préconditionner le systéme (6.1) pour se ramener a un systéme
symétrique défini positif. C’est 'idée des méthodes dites des équations normales. Voir par exemple
[35, 2, 4].

6.6.1 Méthode CGNR
En préconditionnant & gauche par A, on obtient
AT Az = ATb, (6.26)
sur lequel on peut appliquer I'algorithme du Gradient Conjugué. La méthode calcule alors
z € zo 4+ Ki(AT A, ATrg)

tel que

r = min b — Aylls.
Irelle = omin b Ayl

On obtient ainsi la méthode dite CGNR, Gradient Conjugué appliqué aux équations normales qui
minimise la norme euclidienne du résidu.

Une variante de CGNR, appelée LSQR, qui est tres souvent utilisée pour résoudre les problemes
aux moindres carrés, est décrite dans [31].

6.6.2 Méthode CGNE

En préconditionnant & droite par AT, on obtient
AAT (A Tg) = b, (6.27)
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sur lequel on peut appliquer I’algorithme du Gradient Conjugué. La méthode calcule alors
T € To + ATICk(AAT, 70)

tel que
. *
exlle = min " —yl2-
lecla = min "
On obtient ainsi la méthode dite CGNE, Gradient Conjugué appliqué aux équations normales qui
minimise la norme euclidienne de 'erreur.

6.6.3 Convergence de CGNR et CGNE

Les méthodes CGNR et CGNE ont les avantages de la méthode du Gradient Conjugué : récurrence
courte, minimisation, convergence strictement monotone.
Par contre, dans la borne d’erreur (6.17), le conditionnement est celui de la matrice préconditionnée
c’est-a-dire
R(ATA) = R(AAT) = R(4)* = (2

01

)

ou 0 <oy <...< o, sont les valeurs singulieres de A.

6.7 Cas ou A est non symétrique - méthode GMRES

Une autre solution pour le cas non symétrique, comme pour le cas symétrique indéfini, est de
choisir B = AT A qui est symétrique définie positive. La méthode de Krylov associée est la méthode
GMRES [36].

Théoreme 6.7.1 La méthode GMRES est caractérisée par

T € g + /Ck(A,To),
Tk 1 A/Ck(A,T()),

et cette condition est équivalente a

r = min b— Azxl|». 6.28
Irulla = min b~ o] (6.28)

La méthode GMRES n’échoue pas (le probleme (6.28) a une solution unique). De plus, la conver-
gence est monotone et la solution est atteinte en au plus n itérations.

Preuve. Il suffit d’appliquer le théoreme 6.4.2. o

Remarque 6.7.1 Par contre, la matrice BA = AT A% n’est pas symétrique et il n'est pas possible
d’appliquer le théoréme 6.4.3 pour définir une récurrence courte.

Puisque la matrice BA™! = AT n’est pas définie en général, la convergence peut ne pas
étre strictement monotone. Dans l'exemple ci-dessous, le résidu stagne jusqu’a l'itération n ou

il s’annule.
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Exemple 6.7.1 Soit (uy,...,uy) la base canonique de R™ et soit la matrice A définie par

Aui:UiJrl, 1§i§n—1,
Aun:ul.

Soit b = uy1. Le systéme linéaire Ax = b a pour solution * = u,.
Si xg = 0, les espaces de Krylov sont

K(A,rg) = eng{uy,...,ux}, 1 <k<n-—1.
Les itérés valent

zp =0, rp=uy, 1<k<n-—1,
Ty = Up.

Il y a stagnation durant n — 1 itérations et convergence a la n'*™¢ itération.
La proposition suivante caractérise les situations de stagnation dans GMRES.

Proposition 6.7.1 Si ||ryy1]l2 = ||7kll2 alors rjAry, = 0.
Réciproquement, si r;Ar, =0, alors 41 =11, 0U TR = Th—1.

Preuve. Si ||rg41ll2 = [|7k]|2, alors rg est 'unique solution du probléme (6.28) pour 'indice k + 1
donc rg = g1 et i L ARk 1(A,19) 5 or 1 € K1 (A, rg) d’ott 7, L Arg.

Réciproquement, si rp = 0, alors ry41 = 7, = 0. On peut donc supposer que 7, # 0. Alors
Pespace de Krylov Kj41(A,ro) est de dimension k + 1.

Supposons que 7y Ary, = 0.

On sait que 1 € Kr11(A4,10), alors analysons deux situations possibles.

Si ry n’est pas dans Kx(A,rg) alors eng{Kr(4,r0), 7} = Kr+1(4,70). Comme 7, L AKy et
rp L Arg, on en déduit que r; L AKyy1 donc que 7 est solution du probleme (6.28) pour l'indice
k + 1 et par unicité, rg41 = 7.

Sinon, 7, € Kj donc xp — x9 € Ki, A(xp — x9) € K d’ou, grace a la proposition (6.2.3),
x — xo9 € Ki—1. Par conséquent, ry est solution du probleme (6.28) a I'indice k — 1 et par unicité,
Tk = Tk—1- <o

6.7.1 Lien avec la méthode d’Arnoldi

Dans le cas symétrique, les méthodes GC et MINRES sont liées au procédé de Lanczos. Ici, la
méthode GMRES est liée au procédé d’Arnoldi.

Définition 6.7.1 Tant que la dimension de l’espace de Krylov est maximale, le procédé d’Arnoldi
construit une base orthonormée Viy1 = (vi,...,v54+1) de Uespace de Krylov Kii1(A,v1). Cette
base vérifie

AV =V Hp + hk+17kvk+1u£ = Vi1 Hy (6.29)

ou Hy, € RF¥F est une matrice de Hessenberg, Hj, € REHIXE ogt définie par

_ Hk
o, —
g ( g1 g, >

et o u} =(0...01) € RF.
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La méthode GMRES peut maintenant étre construite grace a la méthode d’Arnoldi.

Théoréme 6.7.2 Si la méthode GMRES n’a pas convergé, le probléme (6.28) est équivalent au
probléme

min ([[roll2ur — Hyy) (6.30)
yERE
ot Vi1 et Hy, sont la base et la matrice construites par le procédé d’Arnoldi appliqué a vy = ”;nﬁ'

Preuve. Le systéme (6.19) est équivalent au probléeme (6.28). La matrice Cy = V;I BV}, vaut ici
(AV)T (AVR) = ﬁfﬁk car Vi1 est un systeme orthonormé.

Le second membre du systeme (6.19) vaut VkTBeo = FszTHro = Hrngqul car vy est orthog-
onal & v;,1 > 2.
Résoudre le systeme (6.19) équivaut donc a résoudre le systéme

=T =T
Hy Hyy = |roll2H 1,
qui est le systeme des équations normales associé au probléeme aux moindres carrés (6.30). o

Il reste & choisir une méthode de résolution de (6.30). La méthode GMRES, telle qu’elle est
définie dans [36] et couramment utilisée, utilise une factorisation QR de la matrice Hj par des
rotations de Givens. Il est alors possible de calculer ||rg||2 sans calculer zj et d’avoir un critere
d’arrét simple.

6.7.2 Convergence de GMRES

Comme pour GC, la propriété de minimisation de GMRES peut se traduire sous forme polynomiale.

Théoréme 6.7.3 Si A est diagonalisable, soit A= UXU™', ou les colonnes de U forment une base
de vecteurs propres et ot X = diag(\1, ..., \,) et soit kK(U) = ||U||2)|UY|2 le conditionnement de
U.

Les itérations de GMRES vérifient

[7kll2 < [lrollz £(U) min max |q(z)|. (6.31)
qePY z€0(A)

Preuve. La propriété de minimisation (6.28) est équivalente a la propriété

[7kll2 = min [[g(A)rol|2.
qeP?

Soit ¢ € Pp, alors q(A) = Uq(Z)U ™! ; soit rg = Up, alors q(A)rg = Ug(Z)p.
Done [[g(A)rollz < [|U]l2llg(X)2lpll2-
Or p=U""rg d'ott [|ull2 < [U"[|2[7o]|2-
En outre [|g(X)|l2 = maxy, |g(\i)], ce qui donne I'inégalité (6.31).
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6.7.3 Redémarrage de GMRES

L’inconvénient principal de GMRES est I’absence de récurrence. Le procédé d’Arnoldi requiert le
stockage des vecteurs vy et 'orthogonalisation du vecteur Awvy,q par le procédé de Gram-Schmidt
modifié. Le nombre d’opérations, outre le produit par A, est donc en O(nk?). Pour limiter le cofit,
a la fois en mémoire et en temps de calcul, on utilise en pratique un redémarrage.

La méthode GMRES(m) effectue des cycles de m itérations de GMRES, en redémarrant avec
la derniére approximation z,,. Cela permet de limiter le stockage & O(m) vecteurs et de réduire le
temps de calcul. Toutefois, le choix de m est délicat.

Remarque 6.7.2 Les normes euclidiennes des résidus dans GMRES(m) décroissent mais il peut
y avoir stagnation. Dans 'exemple 6.7.1, la méthode GMRES(m) stagne sans converger pour tout
m < n.

Voici un squelette de I'algorithme GMRES(m), ou n’est pas détaillée la factorisation QR de la
matrice H avec des rotations de Givens.

ALGORITHM 11: GMRES(m)
* Initialisation ;
choisir xg ;
rog =b— Axg ;
* Tterations ;
until convergence do

— _To
UL Tl
* procédé d’Arnoldi ;
for j=1,m

w = Av;;

fori=1,j

S L
hij =V; W;
w=w — hijvi N
end for;
hjt1s = llwll2;

Vi1 = w/hji;

* probléeme aux moindres carrés

H;=Q;R;;

calculer |72 ;

test de convergence
end for;
calculer y,, solution de miny, (||ro|l2e1 — Hmy);
T = 20 + VinYm ;

Tm =b— Axp,;
test de convergence
Lo =Tms; T0=Tm;

end do
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6.8 Cas ou A est non symétrique - méthodes de gradient bi-conjugué

Nous venons de voir que la méthode GMRES a de bonnes propriétés de minimisation mais nécessite
un redémarrage car elle ne possede pas de récurrence courte. A opposé, les méthodes de type
gradient bi-conjugué utilisent une récurrence courte mais n’ont pas de propriété de minimisation
et sont susceptibles d’échouer. La méthode BICG est une méthode de projection de Krylov, les
variantes CGS, BICGSTAB et QMR ne sont plus des méthodes de projection. Alors que la méthode
GMRES est liée au procédé d’Arnoldi, les méthodes bi-conjuguées sont connectées a la méthode de
Lanczos non symétrique. Pour plus de détails sur ces méthodes, voir par exemple [35, 4, 7, 28, 19].

6.8.1 Construction de BICG

La méthode du gradient bi-conjugué (BICG) résout le systeme augmenté

(25)(0)-()

par la méthode de projection de Krylov ot la matrice B est choisie égale a

0 AT

A 0
Proposition 6.8.1 La méthode BICG est définie par les choix de xq et de Tg et par les conditions
d’espace et de Galerkin suivantes :

T € g + /Ck(A,To),
T € To + /Ck(AT,fO),
Tk 1 Kk(ATafO)a

’I:k; 1 ’Ck(A,’I”o).

La méthode risque d’échouer.
La méthode BICG posséde une récurrence courte.

~ A 0

().

ce qui donne bien la condition d’espace. De plus,

. 0 I
—1
BA _(10>’

ce qui donne bien la condition de Galerkin.
La matrice B n’est pas définie donc la méthode risque d’échouer, d’apres le théoreme 6.4.2.
Les matrices B et BA sont symétriques, la méthode posséde donc une récurrence courte, d’apres
le théoreme 6.4.3. o

Preuve. Soit

L’espace de Krylov associé est
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L’algorithme BICG est construit de la fagon suivante.

ALGORITHM 12: BICG
* Initialisation ;
choisir x( et bet o ;
Tozb—ACC(); foZB—ACE(];

Po=To ; Po=T0;
* Tterations ;
for £k =0,1,... until convergence do
#Try
ap = =
k= 5T Apy, >

Tht1 = Tk + QgPE 5
Thel = Tk — QAL ;
. - T~ .
Thyl = T — A" i 5
7:1{+17’k+1 .

Fgrk ’

Bry1 =
Ph+1 = Tkt1 + Bet1Pk 3
Dk+1 = Tha1 + Bry1Dk 3

end do

Les résidus et les directions de descente vérifient les conditions d’orthogonalité suivantes :

rnglfk =0, Apgﬂﬁk = P;}FJrlATﬁk = 0.

6.8.2 Lien avec Lanczos non symétrique

Théoréme 6.8.1 La méthode BICG construit deux bases Vi, = (v1,...,vg) et Wi = (wr,...,wy)
des espaces de Krylov Ky (A,ro) et K (AT, 7o) qui vérifient

AV, = Vi T); + Svp1ul
ATWk = WkaT + ’kak+1u£, (6.32)
ou Tj, € R¥** est une matrice tridiagonale et ou u} = (0...0 1) € R,
Autrement dit, la méthode BIGC applique la méthode de Lanczos non symétrique, appelée aussi

dans la suite méthode Bi-Lanczos, auz vecteurs de départ vi = ro/||rolla et w1 = ury tel que
T
vy wy = 1.

La méthode BICG résout le systéme linéaire
Ty = |lroll2ua-
Elle échoue si Ty, est singulicre.

Preuve. La preuve est la méme que pour CG, ou Vj, et Wy sont les bases (rg,...,7k—1) et
(Fo,...,Tk—1) normalisées de maniére & avoir VkTWk = 1. Il y a échec si la matrice

(0 T
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du théoréme 6.4.2 est singuliere, donc si la matrice T}, est singuliere.
o

Il existe des situations d’échec “heureux” dans la méthode Bi-Lanczos, comme pour les méthodes
de Lanczos et d’Arnoldi.

Proposition 6.8.2 §i la méthode Bi-Lanczos s’est poursuivie jusqu’a lindice k — 1 et s’arréte
parce que Avy, € eng{vg,vg—1} (dans ce cas, Awy € eng{wy,wi_1}), alors Ki(A,v1) = Kikr1(A,v1)
et ,Ck(AT, wl) = ’C]H_l(AT, wl).

Preuve. Par hypothese, il n’y pas eu d’échec auparavant et on peut appliquer le théoreme 6.4.1.
o

Cet arrét est un échec “heureux” pour la méthode BICG puisqu’alors la méthode a convergé.

6.8.3 Convergence de BICG

La méthode BICG présente ’avantage de posséder une récurrence courte. Par contre, elle requiert
a chaque itération deux produits matrice-vecteur, par A et A”. De plus, elle peut échouer (échec
“sérieux”) si la matrice T}, est singuliere. Enfin, le résidu ou l'erreur ne vérifient pas de propriété de
minimisation, on ne peut pas prouver une convergence monotone. On observe effectivement dans
de nombreux cas une convergence tres irréguliere.

Pour éviter les échecs dans la méthode Bi-Lanczos, il est possible d’utiliser une version dite
“look-ahead” [32, 15]. L’idée est de construire plusieurs vecteurs a la fois qui sont bi-orthogonaux
par blocs. Cette version est efficace sauf dans les cas d’échecs dits “incurables”.

6.8.4 Variantes CGS et BICGSTAB

Pour éviter les produits par AT, il est possible de modifier le polynéme sous-jacent dans BICG.
C’est 'idée des méthodes CGS [38] et BICGSTAB [42]. 1l est a noter que ces variantes de méthodes
de Krylov ne sont plus des méthodes de projection.

6.9 Cas ou A est non symétrique - méthode QMR

La méthode QMR permet d’éviter une convergence irréguliere. Ce n’est plus a proprement parler
une méthode de projection de Krylov. Elle est basée aussi sur la méthode Bi-Lanczos et impose
une condition de quasi-minimisation [16, 14]. Plus précisément, on a

Ty = xo + Viy,

g =10 — AViy = Viep1 (Bur — Try).
Puisque Vi1 n’est pas un systéme orthogonal, minimiser ||rg|| serait trop couteux. On définit le
probléme de quasi-minimisation

min [, (i = Qer Tiy)|l2 (6.33)

ou 41 est une matrice diagonale.

Ce probleme est résolu par une factorisation QR de la matrice Q41 T.

La méthode de Lanczos avec “look-ahead” permet d’éviter les situations d’échec. Une version
“Transpose-Free” (TFQMR) ne requiert pas le produit par A”. La convergence n’est pas monotone
mais est plus réguliere que pour les variantes de BICG. En outre, il existe un résultat de convergence.
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6.10 Problemes numériques dans les méthodes de Krylov

6.10.1 Perte d’orthogonalité et dérive du résidu

Les méthodes de Krylov reposent sur des conditions d’orthogonalité, qui sont souvent vérifiées par
récurrence. De méme, 'itéré x; et le résidu 7, sont souvent calculés par deux récurrences, qui
vérifient implicitement rp, = b — Ax. Ces conditions sont démontrées en arithmétique exacte, mais
ne sont pas vérifiées en arithmétique flottante, a cause des erreurs d’arrondi générées. Cela se
traduit par deux phénomenes || :

e une perte d’orthogonalité ; par exemple, dans le Gradient Conjugué, les directions de descente
ne sont plus conjuguées et les résidus ne sont plus orthogonaux. Cette perte d’orthogonalité
engendre une irrégularité et un ralentissement de la convergence. Dans les versions matrix-free
notamment, le produit par A engendre des erreurs d’arrondi assez grandes pour provoquer
une perte d’orthogonalité. Celle-ci peut étre corrigée par une réorthogonalisation totale ou
partielle.

e un résidu calculé qui n’est plus égal a b— Ax ; par exemple, dans le Gradient Bi-Conjugué, on
observe une dérive entre rj calculé et b — Ax. Par conséquent, le critere d’arrét basé sur 7y,
n’est plus valide et les itérations risquent de s’arréter avant réelle convergence. Ce probleme
peut étre corrigé en recalculant régulierement le résidu.

6.10.2 Breakdowns et near-breakdowns

Certaines méthodes de Krylov peuvent échouer, par exemple SYMMLQ ou BICG, lorsque la matrice
tridiagonale du procédé de Lanczos ou de Bi-Lanczos devient singuliere. De méme, le procédé de
Lanczos peut s’arréter si ’espace de Krylov devient invariant (échec “heureux”). Numériquement,
la situation se dégrade des que la matrice de Lanczos devient proche de la singularité ou des que
I’espace de Krylov devient presque invariant. On parle alors de “near-breakdown”.

Il faut en fait appliquer la méthode de Lanczos avec “look-ahead” des qu’un probléme numérique
est détecté [].

6.11 Préconditionnement

En général, les méthodes de Krylov convergent trop lentement et il faut préconditionner le systéme.
L’idée est de trouver une matrice C telle que C'A soit mieux conditionnée que A et telle que le
produit par C soit peu coiiteux. L’idéal serait de choisir C' = A~!, aussi cherche-t-on a ap-
procher l'inverse de A. Pour le Gradient Conjugué, un préconditionnement symétrique défini posi-
tif garantit de conserver les propriétés de la méthode. Il existe différentes facons de construire un
préconditionnement. Nous donnons ci-dessous un bref apercu, plus de détails peuvent se trouver
dans [35, 28].

6.11.1 Décomposition de A

Les préconditionnements les plus simples sont basés sur les méthodes linéaires, donc sur une
décomposition de A.

Le préconditionnement diagonal, dit aussi de Jacobi, consiste & choisir C = D~! ou D =
diag(A).
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Le préconditionnement SSOR consiste & choisir C = (D +wL)D Y (D+wU) ot A= D+ L+U,
avec D diagonale, L triangulaire inférieure et U triangulaire supérieure. En général, on choisit
w=1.

Ces deux préconditionnements sont symétriques définis positifs des que A 'est.

6.11.2 Factorisation incompléete

Les méthodes itératives sont souvent appliquées a des matrices creuses, dont une grande partie des
coefficients sont nuls. Un des inconvénients des méthodes directes appliquées aux matrices creuses
est le colit de stockage induit par le remplissage lors de la factorisation de Gauss ou de Cholesky;,
voir par exemple [33]. L’idée des factorisations incomplétes est de limiter le remplissage. On obtient
alors

A=LU+R

et le préconditionnement est défini par C = U~'L~1.

Il existe diverses stratégies pour limiter le remplissage, mais la factorisation incompléte peut ne
pas exister. Toutefois, elle existe pour toute stratégie si A est une M —matrice [27]. Le cas le plus
simple est la méthode ILU(0) ou aucun remplissage n’est autorisé.

Ces préconditionnements sont trés souvent utilisés pour leur efficacité, bien qu’ils requiérent un
stockage supplémentaire conséquent et un temps de calcul assez important.

6.11.3 Préconditionnement polynomial

Dans la mesure ou les méthodes de Krylov sont des méthodes polynomiales, il parait naturel de les
préconditionner par des polynémes. L’objectif est de choisir un polynéme qui approche I'inverse de
A. Plus précisément, on cherche q € P, tel que ||1 — X¢(X)|| soit minimal pour une norme définie
sur I’espace des polynomes. Il existe principalement deux choix, une norme uniforme et une norme
aux moindres carrés, toutes deux définies sur un compact contenant le spectre de A [34].
L’avantage est un cout mémoire négligeable, mais 'inconvénient est une efficacité parfois réduite.

6.11.4 Inverse approché

Ici, il s’agit de trouver une matrice C' qui minimise ||[I — C'A|| ou ||I — AC/|| pour une norme a
préciser. Ce type de préconditionnement peut s’avérer tres efficace, mais coliteux a calculer. En
outre, les conditions d’existence sont mal définies dans le cas non symétrique.

6.11.5 Multigrille et multiniveaux

Les méthodes multigrilles et multiniveaux sont des méthodes itératives qui peuvent étre utilisées
en soi. Mais, comme pour les méthodes linéaires de type Gauss-Seidel, il est possible de définir un
préconditionnement a partir de ces méthodes. Par exemple, un V —cycle d’une méthode multigrille
est un préconditionnement symétrique défini positif si A 'est.

L’intérét de ces méthodes est de réduire notablement le conditionnement de A, lorsque A est
issue d’une discrétisation d’EDP. Si h est le pas de discrétisation, le conditionnement passe souvent
de O(h™1) 2 O(1).
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6.11.6 Problemes approchés

Les préconditionnements décrits jusqu’ici sont basés sur des concepts algébriques. Lorsque la ma-
trice A est issue d’une discrétisation d’EDP, il peut étre tres efficace de construire un préconditionnement
a partir d’une décomposition de 'EDP ou d’une EDP plus simple.

6.11.7 Déflation et systemes augmentés

Le phénomene de convergence superlinéaire est a la base des méthodes de projection et de déflation
pour accélérer la convergence d’une séquence de systemes linéaires ou a chaque redémarrage de
GMRES(m). L’idée est de calculer les valeurs de Ritz et les vecteurs de Ritz associés aux plus
petites valeurs propres. Ces vecteurs engendrent un espace qui approche un espace invariant de
A. Les méthodes de déflation et de systémes augmentés définissent une projection associée a ce
sous-espace [11].
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Chapter 7

Cas des grands systemes

7.1 Stockage des matrices creuses

Dans de nombreuses simulations numériques, la discrétisation du probleme aboutit a manipuler une
matrice de trés grande taille (d’ordre pouvant aller jusqu’a 10%) mais dont la plupart des coefficients
sont nuls. Dans ce cas, on considére un stockage creux (par abus, on parle d'une matrice creuse)
qui permet de ne pas stocker une grande partie des coefficients nuls et de réduire considérablement
la complexité des résolutions de systemes.

Les stockages courants sont :

le stockage bande : on stocke toutes les diagonales situées entre les deux diagonales contenant les
éléments non nuls les plus éloignés de la diagonale principale comme colonnes d’une matrice
rectangulaire dont le nombre de lignes est égal a l'ordre de la matrice creuse tandis que le
nombre de colonnes de la matrice est égal a la largeur de la bande.

le stockage profil : Il peut arriver que les éléments non nuls extrémes de chaque ligne soient a
des distances de la diagonale tres différentes suivant les lignes. Un stockage bande oblige alors
a stocker un grand nombre d’éléments non nuls. Pour diminuer cet effet, on peut stocker les
portions de chaque ligne situées entre ces éléments extrémes.

le stockage par coordonnées (COO): dans un tableau a une dimension, on range tous les
éléments non nuls de la matrice. Les indices de ligne et de colonne de chacun de ces éléments
sont stockés dans le méme ordre dans deux tableaux d’entiers a une dimension. C’est le
stockage de référence dans MATLAB.

le stockage compact par lignes (CSR) : dans un tableau & une dimension on range tous les
éléments non nuls par ligne, une ligne apres ’autre. Les indices de colonnes et les limites de
lignes sont retenus dans deux tableaux d’entiers.

le stockage compact par colonnes (CSC) : ce format est le méme que le précédent, mais en
remplacant le role des lignes par celui des colonnes.

Il existe encore d’autres stockages compacts, par exemple par diagonales creuses ou en définissant
des blocs.

La bibliotheque LAPACK permet le stockage bande. Beaucoup de solveurs directs ou itératifs
utilisent un stockage compact, par lignes ou par colonnes.
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7.2 Produit matrice-vecteur

Dans les méthodes itératives de résolution, les deux opérations les plus cotiteuses sont le produit
matrice-vecteur et le préconditionnement. Les stockages creux permettent de réduire la complexité
du produit matrice-vecteur. Dans ce qui suit, on considere un stockage compact par lignes.

On suppose que la matrice A d’ordre n a nz(A) éléments non nuls que 'on a rangés dans le
tableau a(1:nz) en les énumérant par lignes. Dans le tableau ja(1:nz) on range les indices de
colonnes de ces éléments dans le méme ordre et dans le tableau ia(1:n+1) on indique la liste des
indices des démarrages de lignes de la matrice A stockée dans a avec par convention la valeur nz+1
dans ia(n+1). Etant donné deux vecteurs xz, y € R"™, 'opération

y=y+Azx

s’exprime par le code FORTRAN suivant :

doi=1,n
do k = ia(i),ia(i+1)-1
y(i) = y(1) + a(k) * x(ja(k))
end
end

La boucle interne est un produit scalaire creux; il met en jeu un gather (lecture indirecte). Si
on avait considéré le stockage compact par colonnes, on serait arrivé a une boucle comportant un
scatter (écriture indirecte). Ces opérations sont optimisées sur les calculateurs d’aujourd’hui.

La complexité passe de O(n?) pour l'opération BLAS2 standard & O(nz(A)) pour le produit en
mode creux.

7.3 Factorisation de Cholesky

Soit A une matrice symétrique définie positive d’ordre n, et A = LLT. Du fait que la factorisation
de Cholesky ne nécessite pas de pivot, donc pas de permutation des lignes ou colonnes en cours de
calcul, il est possible de prévoir a I'avance la structure creuse du facteur de Cholesy L.

7.3.1 Stockages bande et profil

Le facteur de Cholesky d’'une matrice bande est une matrice bande de méme largeur de bande.

La complexité passe de O(n®) pour I'opération LAPACK en mode plein & O(nl?) en mode
bande, ou [ est la demi-largeur de bande.

De méme, le facteur de Cholesky d’une matrice profil a le méme profil.

Il est donc intéressant de minimiser la largeur de bande d’une matrice ou de minimiser le profil.
Des techniques de renumérotation, avec permutation symétrique des lignes et des colonnes, sont
utilisées dans ce but. Soit P la matrice de permutation associée. On effectue alors la factorisation
de Cholesky sur la matrice PT AP, qui est toujours symétrique définie positive.

7.3.2 Remplissage dans le stockage compact

La structure creuse de L n’est pas celle de A : des éléments nuls dans A deviennent non nuls dans
L. Considérons par exemple la matrice de droite dans la figure 7.1. Le facteur L est dans ce cas
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X X X X
X X X X
x X X X
X X X X X X X

Figure 7.1: Deux types de matrices provoquant des remplissages différents.

une matrice pleine. Par contre, pour la matrice de gauche, la structure de L est la méme. Entre
ces deux cas extrémes, il peut y avoir plus ou moins de remplissage.

Pour prédire la structure creuse en général, on utilise le graphe de la matrice et la notion de
graphe d’élimination.

Definition 7.3.1 Soit A € R™™ une matrice symétrique creuse. On définit alors son graphe par

e un ensemble de sommets : X = {1,---,n},
e un ensemble d’arcs : G = {(i,j) € X? | i > j et a;; # 0}

Le degré d’un sommet x € X est égal au nombre de ses voisins dans le graphe, c’est-a-dire au
nombre de sommets y € X tels que (y,x) € G. Cela représente le nombre de coefficients non nuls
dans la colonne d’indice x sous la diagonale de la matrice A.

Chaque étape de I'algorithme de Cholesky correspond a un processus d’élimination des incon-
nues. La figure 7.2 montre l'influence de cette élimination sur les inconnues suivantes dont les
indices i1, 12, 3 correspondent aux indices de ligne des coefficients non nuls de la colonne j : cela
crée les trois éléments indiqués sur la matrice par un gros point noir.

j il i2 i3
r | | | 7]
o 1 1 1 1
o . X sommet diminé
1 1 1 1
0 - : arc rgjouté
o 1 |
1 1 1 1
i1 - oo L S 1 L
CIK 0. ! ! arc supprimé
O g----@- Q- |
1 1 1 1
1 1 1 (0] 1
EY R @ -y-
L 1 1 p-_

Figure 7.2: Remplissage apres élimination d’un noeud.
Sur le graphe, cela correspond a supprimer les arcs entre j et ses voisins et a créer tous les arcs
qui n’existent pas encore entre les voisins. On constate donc que des que les voisins d’un sommet

sont nombreux, son élimination entraine un grand remplissage de la partie restante de la matrice.
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7.3.3 Factorisation symbolique

Le processus complet conduit a la construction d’un arbre d’élimination. Avant d’effectuer les
calculs, une phase préliminaire, basée sur cet arbre d’élimination, définit la structure creuse de L
et prépare les tableaux pour le stockage compact.

7.3.4 Renumérotation

Les exemples précédents montrent que 'ordre d’élimination influe fortement le niveau de rem-
plissage. Des techniques de renumérotation, basées sur une matrice de permutation P, visent a
minimiser le remplissage.

Un algorithme efficace et beaucoup utilisé est I'algorithme du degré minimal. Le principe en
est de construire par récurrence une suite de graphes selon la procédure suivante :

1. (Xo,Go) = (X,G)

2. Construction de (X;11,G;41) a partir de (X;, G;) par :

(a) trouver z € X; de degré minimal dans G; (solution non nécessairement unique)
(b) permuter z et i+ 1 ;

(¢) construire G;11) & partir de G; en éliminant 7 4 1.

Il existe un autre algorithme qui a aussi de bons effets sur le remplissage : la dissection emboitée.
De plus, il a 'avantage d’introduire du parallélisme dans la factorisation et dans les résolutions des
systemes triangulaires qui en découlent.

L’algorithme est du type diviser pour régner. On suppose que la matrice A est irréductible,
c’est-a-dire qu’il n’existe pas de permutation des indices qui décompose la matrice en deux ou
plusieurs blocs diagonaux, ou encore dit autrement, que le graphe de la matrice A est connexe (il
existe toujours un chemin entre deux sommets différents). Si A n’est pas irréductible, on applique
I’algorithme & chacune des sous-matrices irréductibles qui la composent.

Le principe de l'algorithme est de partitionner récursivement le graphe. A chaque graphe
(X,G) que l'on considere (le graphe entier a la premiere étape, des sous-graphes ensuite), on
recherche une partie X; de X, appelée séparateur, telle que si on la supprime de (X, G) avec les
arcs correspondants, on aboutisse a un graphe a deux composantes connexes et donc a deux sous-
graphes indépendants. En numérotant les sommets des deux sous-graphes avant ceux du séparateur,
on obtient une matrice de type fleche (par blocs) du type

Ay Ci
Ay Oy
c,t 0y B

Les étapes suivantes consistent a donner la méme structure aux matrices A; et As qui sont aussi
des matrices symétriques définies positives si A ’est. Nous avons vu dans ’exemple de la figure 7.1
I'intérét de telles structures.
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7.4 Factorisation LU

Dans le cas non symétrique, il est nécessaire d’appliquer une permutation des colonnes ou des lignes
pour garantir la stabilité numérique de la factorisation LU. En général, la stratégie est appliquée
en cours de calcul. Le critere de choix du pivot est basé a la fois sur 'algorithme de degré minimal,
pour minimiser le remplissage, et sur le pivot partiel, pour la stabilité numérique. Dans le code
SuperLU, la stratégie est appliquée a priori, avant de lancer les calculs, ce qui permet d’effectuer
une factorisation symbolique comme pour Cholesky.
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