
Fiabilit�e des syst�emes

Note � Il est rappel�e que le jury n�exige pas une compr�ehension exhaustive du texte� Les
candidat�e�s sont laiss�e�e�s libres d�organiser leur discussion comme ils ou elles l�entendent�
Des suggestions de d�eveloppement� largement ind�ependantes les unes des autres� sont pro�
pos�ees 	a la 
n� Le candidat n�est pas tenu de les suivre� Le jury appr�eciera que la discussion
soit accompagn�ee d�exemples e�ectivement trait�es sur ordinateur�

R�esum�e

Ce texte d�ecrit quelques concepts permettant l��etude de la �abilit�e de syst�emes com�

pos�es de di��erentes unit�es� Apr�es le rappel de la d�e�nition d�une cha	
ne de Markov� on

montre comment d�eterminer num�eriquement l��etat transitoire� Cela revient �a int�egrer un

syst�eme di��erentiel lin�eaire homog�ene �a coe�cients constants� Un exemple de mod�ele de

�abilit�e de syst�eme est d�ecrit�

� D�e�nition de la �abilit�e d�un syst�eme

Le terme � 
abilit�e 
 est un n�eologisme introduit dans les ann�ees �� pour traduire le terme
anglo�saxon � reliability 
 et� si l�on accepte de la consid�erer comme une science� la 
abilit�e
est la science des d�efaillances� La Commission Electrotechnique Internationale donne de la

abilit�e la d�e
nition suivante �

Aptitude d�un dispositif �a accomplir une fonction requise� dans des conditions

donn�ees� pendant une dur�ee donn�ee� Le terme de �abilit�e est aussi utilis�e comme

caract�eristique de �abilit�e d�esignant une probabilit�e de succ�es ou un pourcentage

de succ�es�

Dans la suite nous appelerons syst�eme� un ensemble d��el�ements en interaction� Les �el�ements

constituant le syst	eme sont susceptibles d�avoir des d�efaillances �c�est�	a�dire de ne plus �etre en
mesure de remplir leur mission�� La d�efaillance d�un �el�ement peut �etre soudaine ou progressive�
partielle ou totale� Nous ne consid�erons que les d�efaillances soudaines et totales� Les �el�ements
peuvent �etre r�eparables ou non r�eparables� Un �el�ement sera dit r�eparable s�il est possible de
lui restituer ses qualit�es primitives apr	es une d�efaillance sans qu�il soit n�ecessaire d�arr�eter le
fonctionnement du syst	eme�

D�e�nition ��� La �abilit�e R�t� d�un syst�eme S est la probabilit�e que le syst�eme soit non

d�efaillant sur l�intervalle de temps �� �t�� C�est une fonction d�ecroissante variant de � �a 	 sur

�� � ����

�



D�e�nition ��� La disponibilit�e A�t� du syst�eme est la probabilit�e que le syst�eme S soit non
d�efaillant �a l�instant t� On remarquera que dans le cas de syst�emes non r�eparables� la dispo


nibilit�e est �egale �a la �abilit�e du syst�eme�

On peut montrer que dans certaines conditions tr	es g�en�erales la disponibilit�e d�un syst	eme
r�eparable en fonctionnement permanent tend vers une limite non nulle lorsque t tend vers
l�in
ni et que cette limite est �egale 	a la proportion du temps pendant lequel le syst	eme est en
�etat de fonctionner� Pratiquement� cette valeur est atteinte tr	es rapidement �de l�ordre d�une
	a dix fois le temps moyen de r�eparation du syst	eme��

Par contre la 
abilit�e de tous les syst	emes tend vers � lorsque t tend vers l�in
ni� Ce qui
caract�erise le syst	eme est la mani	ere dont la limite est atteinte�

� Cha��ne de Markov continue homog�ene �a espace d��etat �ni

On rappelle ici la d�e
nition d�une cha��ne continue de Markov qui permet de mod�eliser le
fonctionnement de nombreux syst	emes�

On consid	ere une famille de variables al�eatoires fX�t� � t � �� ����g qui prennent leurs
valeurs dans un espace 
ni d��etats �tous les �etats possibles du syst	eme� � E � f� � � � � � � � Ng�
On dit que la famille est une cha��ne de Markov si pour tout ensemble 
ni d�instants t� � t� �

� � � � tn � tn�� les probabilit�es de changement d��etat �probabilit�es conditionnelles � v�eri
ent �

p ��X�tn��� � in��� j �X�tn� � in � � � � � X�t�� � i��� � p ��X�tn��� � in��� j �X�tn� � in�� �

Si de plus cette probabilit�e ne d�epend que de l��ecart �tn�� � tn�� la cha��ne est dite homog�ene

et on peut alors d�e
nir les fonctions �

pij��� � p��X�t� �� � j� j �X�t� � i�� pour i �j � E ���

avec pii��� � � et pij��� � � pour i �� j� Ces fonctions v�eri
ent aussi le th�eor	eme de Bayes
que l�on peut exprimer par �

� �

NX
j��

pij��� pour i � E� ���

Pour tout �etat j� on note Pj�t� la probabilit�e pour la cha��ne d��etre dans cet �etat 	a l�instant
t� c�est�	a�dire Pj�t� � p��X�t� � j��� En admettant que les fonctions pij sont d�erivables en ��
le taux de transition de l��etat i �a l��etat j pour i �� j est la quantit�e positive ou nulle �

aij � lim
���

�

�
pij��� �

dpij

d�
���� ���

De la relation ���� on en d�eduit que si on d�e
nit � aii � lim���
�

�
�pii���� �� � dpii

d�
���� alors

aii � �
X
j ��i

aij � ���

�� La probabilit�e de l��ev�enement A sachant que B est r�ealis�e est not�ee � p�AjB� � p�A �B��p�B��

�



Apr	es un passage 	a la limite pour � tendant vers � de la relation suivante �

�

�
�Pj�t� ��� Pj�t�� �

X
i��j

�

�
pij���Pi�t� �

�

�
�pjj���� ��Pj�t� ���

on en d�eduit les �equations de Chapman�Kolmogorov

dPj

dt
�t� �

NX
i��

Pi�t�aij ���

Le syst	eme di��erentiel ��� peut s��ecrire matriciellement sous la forme �

dP

dt
�t� � P �t� A ���

o	u P �t� est un vecteur ligne de probabilit�es et o	u la matrice A � �aij� est la matrice des taux
de transition � �

On peut remarquer que la matrice A admet comme vecteur du noyau 	a droite le vecteur

colonne � �

�
B�

�
���
�

�
CA c�est�	a�dire A � � ��

On suppose maintenant que la cha��ne est irr�eductible� c�est�	a�dire qu�il est toujours possible
de passer d�un �etat i 	a un �etat j en plusieurs �etapes �eventuellement� cela se traduit sur la
matrice A par la propri�et�e suivante �A est aussi dite irr�eductible�

�i�j � E �si i �� j alors aij �� � ou �i�� � � � � ik tels que aii�ai�i� � � � aikj �� ��� ���

Cela revient 	a supposer que l�on ne peut trouver une renum�erotation des �etats telle que la
matrice des taux de transitions que l�on obtiendrait soit triangulaire sup�erieure �ou inf�erieure�
par bloc ��

Soit S la matrice S � I � �

�
A o	u � � maxi�� ���� �n jaiij� la matrice S est alors une

matrice 	a termes positifs ou nuls dont chaque ligne est un vecteur de probabilit�e� Elle est
dite stochastique et v�eri
e S � � �� Le rayon spectral de S� not�e ��S�� est �egal 	a � puisque �
� � kSk� � ��S� � �� La matrice S est aussi irr�eductible au sens de la propri�et�e ���

Proposition ��� La matrice A des taux de transitions d�une cha��ne continue de Markov

homog�ene irr�eductible �a espace �ni d��etat a les propri�et�es suivantes 


� les �el�ements non diagonaux de la matrice sont positifs ou nuls� et les �el�ements diagonaux

sont strictement n�egatifs et d�e�nis par la relation ����

� toutes les valeurs propres de A sont �a partie r�eelle n�egative ou nulle� La seule valeur

propre �a partie r�eelle nulle est 	�

	� On conserve ici la notation habituelle de la sp�ecialit�e qui consiste 
a multiplier la matrice des taux de
transition 
a gauche par le vecteur de probabilit�e ligne� On peut aussi transposer vecteurs et matrices pour
adopter une pr�esentation plus habituelle en alg
ebre lin�eaire�

�� Une matrice carr�ee A est triangulaire sup�erieure par bloc� si elle peut 
etre partitionn�ee sous la forme

A �

�
B C
O D

�
� o
u B et D sont des matrices carr�ees et O repr�esente une matrice rectangulaire de z�eros�

�



Preuve� Les �el�ements diagonaux ne peuvent �etre nuls car sinon� toute la ligne correspondante
serait nulle et la matrice ne serait pas irr�eductible� Il reste 	a montrer la deuxi	eme partie de
la proposition� On vient de voir que le spectre de S est inclus dans le disque unit�e du plan
complexe� Par application du th�eor	eme de Perron�Frobenius �voir l�annexe� 	a la matrice St�
matrice transpos�ee de S� on en d�eduit que � est valeur propre simple de S et que le vecteur
propre 	a gauche associ�e 	a � est 	a composantes de m�eme signe �on choisit l�orientation positive��
La propri�et�e cherch�ee est alors obtenue en traduisant ces propri�et�es sur la matrice A� �

D�e�nition ��� On appelle vecteur de probabilit�es du r�egime stationnaire� vecteur not�e P��

l�unique �car 	 est valeur propre simple� vecteur propre �a gauche norm�e en vecteur de proba

bilit�e� Il est �a composantes positives ou nulles et v�eri�e 
 P� � � �� P�S � P� et P�A � ��

Le syst	eme d��equations di��erentielles d�e
ni par les �equations de Chapman�Kolmogorov ���
est lin�eaire 	a coe�cients constants� Sa solution est

P �t� � P ��� exp �tA� � �

o	u P ��� est la distribution initiale des probabilit�es et exp �tA� repr�esente l�exponentielle matri�
cielle de la matrice �tA� �voir l�annexe�� Le vecteur P� est invariant 	a gauche par l�op�erateur
exp �tA� pour tout t�

Proposition ��� Soit A la matrice des taux de transition d�une cha��ne de Markov homog�ene
et irr�eductible� Le syst�eme ��� est stable� Plus pr�ecis�ement� pour tout vecteur initial de proba


bilit�es P ��� �P ��� � � et P ��� � � ��� le vecteur P �t� � P ��� exp �tA� converge vers le vecteur

de probabilit�es P� tel que P�A � ��

Preuve� On consid	ere le sous�espace W des vecteurs lignes orthogonaux au vecteur �� Ce
sous�espace est invariant �	a gauche� par A car wA � � � pour tout vecteur w et donc en
particulier pour w � W � On peut donc d�ecomposer l�espace des vecteurs lignes en deux
sous�espaces suppl�ementaires invariants 	a gauche par A � �P�� et W � La valeur propre de
A associ�ee au vecteur propre 	a gauche P� est nulle� Donc toutes les valeurs propres de la
restriction de l�op�erateur A 	a gauche� restreint 	aW � sont 	a parties r�eelles strictement n�egatives
�cons�equence du th�eor	eme de Perron�Frobenius�� On en d�eduit que pour tout vecteur ligne w
de W on a limt��w exp �tA� � �� Soit w � P ����P�� Alors w est un vecteur de W et donc
limt�� P ��� exp �tA� � limt�� P� exp �tA� � P�� �

En conclusion� deux informations peuvent �etre recherch�ees pour une cha��ne de Markov
homog	ene irr�eductible � le vecteur de probabilit�e P� du r�egime stationnaire �qui revient 	a
rechercher un vecteur propre� et l��evolution du vecteur de probabilit�e P �t� pour tout t �qui
correspond 	a l�int�egration d�un syst	eme d��equations di��erentielles�� Dans le paragraphe sui�
vant� on s�int�eresse 	a la r�esolution num�erique du second probl	eme�

	 Int�egration num�erique du syst�eme d��equations di
�erentielles

On d�ecrit ici une m�ethode de calcul du vecteur P �t� solution de � � qui est adapt�ee au cas
o	u la matrice A est de dimension telle que l�on puisse la manipuler sur l�ordinateur comme un

�



tableau carr�e� C�est une m�ethode qui calcule explicitement la matrice exp �tA�� La m�ethode
est fond�ee sur un d�eveloppement de Taylor combin�e 	a une technique dite de �scaling and
squaring
�

La s�erie de Taylor

exp �A� �
X
k��

Ak

k!
� ����

de l�exponentielle est toujours convergente mais sa vitesse de convergence d�epend de la norme
de la matrice� Soit � tel que �kAk � a� � � o	u la norme consid�er�ee peut �etre n�importe quelle
norme matricielle comme par exemple les normes k�k� ou k�k�� Soit B � �A� On approche
l�exponentielle par troncature de la s�erie �

exp �B� 	

NX
k��

Bk

k!

On peut donc pour une pr�ecision donn�ee � et un ordre donn�e N de la troncature de la s�erie
de Taylor� d�ecider d�un seuil 	a ne pas d�epasser pour la quantit�e a� � Par exemple pour N � ��
et a� 
 ����� on garantit une erreur de troncature inf�erieure 	a ������

Une fois l�approximation de exp �B� � exp ��A� calcul�ee� on peut calculer les approxima�
tions des matrices exp �tiA� pour ti � �i� et i � � �� � � � � par �elevations successives au carr�e
de la matrice exp �B�� On sait que la suite des matrices va tendre vers la matrice qui a toutes
ses lignes �egales 	a P� c�est�	a�dire la matrice �P��

� Calcul de la disponibilit�e et de la �abilit�e

On suppose maintenant que le syst	eme dont on veut �etudier le fonctionnement est d�ecrit
par une cha��ne de Markov continue homog	ene et irr�eductible 	a espace d��etat 
ni E� On
conserve les notations du paragraphe pr�ec�edent pour la matrice A des taux de transition et
le vecteur ligne de probabilit�e P �t��

Pour calculer la disponibilit�e �voir la d�e
nition ����� on d�e
nit par I l�ensemble des �etats
de pannes qui correspondent 	a une d�efaillance du syst	eme� Soit respectivement � I et � �I les
vecteurs colonnes caract�eristiques des �etats de d�efaillance ou de fonctionnement du syst	eme
�� � I�i � � si i � I ou � sinon � � �I � � � � I�� D�apr	es la d�e
nition donn�ee au paragraphe
�� la disponibilit�e est �egale 	a

A�t� �
X
i��I

Pi�t� � P �t� � �I � ��
X
i�I

Pi�t� � �� P �t� � I �

La 
abilit�e �etant la probabilit�e que le syst	eme se trouve dans un �etat de marche sans
jamais �etre pass�e par un �etat de panne� il su�ra de supprimer les transitions des �etats de
panne vers les �etats de marche dans la matrice A� Soit A� la nouvelle matrice ainsi obtenue�
Elle est construite 	a partir de A en annulant toutes les lignes correspondant 	a des �etats de
panne� Le syst	eme di��erentiel obtenu est ��

dP ��
dt

�
dP ��
dt

� � � � �
dP �n
dt

�
�

�
P �� �P

�
� � � � � � P

�
n

�
A� ����

�



On peut remarquer que la matrice A� n�est plus irr�eductible � mais on peut facilement raisonner
sur les matrices extraites correspondant aux �etats de fonctionnement et aux �etats de panne
pour g�en�eraliser les r�esultats pr�ec�edents� La 
abilit�e est calculable par �

R�t� � P ��t� � �I pour t � ��

� Etude d�un syst�eme �a redondance active

��� Cas �el�ementaire

Consid�erons un syst	eme constitu�e par deux �el�ements f� ��g en redondance active� de taux
de d�efaillance et de r�eparation constants� Les taux respectifs de d�efaillance sont not�es 	i et
les taux de r�eparation sont not�es 
i� pour i � � ���

En notant i un �el�ement en �etat de marche et "i le m�eme �el�ement en �etat de panne� on
obtiendra le graphe de Markov de la 
gure ��
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Fig� � # Syst�eme �a redondance active

On obtient alors la matrice A par interpr�etation de ce graphe �

A �

�
BB�

��	� � 	�� 	� 	� �

� ��
� � 	�� � 	�

� � ��
� � 	�� 	�
� 
� 
� ��
� � 
��

�
CCA ����

Par contre pour calculer la 
abilit�e� il faut rendre l��etat de panne absorbant� Le graphe de
Markov est d�ecrit dans la 
gure ��

On obtient alors la matrice A� par interpr�etation de ce graphe �

A� �

�
BB�

��	� � 	�� 	� 	� �

� ��
� � 	�� � 	�

� � ��
� � 	�� 	�
� � � �

�
CCA ����

La r�esolution des syst	emes ���� et ����� connaissant la distribution initiale P ���� peut
alors �etre e�ectu�ee par int�egration des syst	emes lin�eaires homog	enes de matrices A et A��
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Fig� � # Syst�eme �a redondance active avec �etat absorbant�

��� G�en�eralisation

On suppose maintenant un syst	eme compos�e de deux classes d��el�ements index�ees par i o	u
i � � � �� A tout instant t� le syst	eme ne fonctionne que si au moins un �el�ement dans chaque
classe fonctionne� La classe i est compos�ee de pi �el�ements qui peuvent tomber en panne 	a un
taux 	i et �etre r�epar�es 	a un taux 
i� Chaque �etat du syst	eme est d�ecrit par un couple d�entiers
qui indique le nombre d��el�ements en panne dans chaque classe� Il y a donc �p� � ���p� � ��
�etats possibles pour le syst	eme�

On note que si le syst	eme est dans l��etat �e� �e�� il peut passer dans les �etats suivants �avec
des cas particuliers �evidents au bord du domaine lorsque e� � � ou p� ou lorsque e� � � ou p��

# �e� � � �e�� au taux �p� � e��	� �

# �e� �e� � �� au taux �p� � e��	� �

# �e� � � �e�� au taux e�
� �

# �e� �e� � �� au taux e�
� �

En �enum�erant les �etats dans l�ordre lexicographique� on trouve alors une matrice pentadiago�
nale� Dans le cas p� � p� � �� la matrice des taux de transition est �

A �

�
BBBBBBBBBBBB�

� �	� �	�

� � 	� �	�

�
� � �	�

� � �	� 	�


� 
� � 	� 	�

� �
� � 	�

�
� � �	�
�
� 
� � 	�

�
� �
� �

�
CCCCCCCCCCCCA

����

dans laquelle les �etoiles indiquent l�oppos�e de la somme des �el�ements non diagonaux de la
ligne correspondante et o	u les composantes non indiqu�ees sont nulles�

En d�e
nissant la d�efaillance du syst	eme comme �etant le cas o	u tous les �el�ements d�une
classe sont en panne� on peut alors calculer la disponibilit�e du syst	eme en int�egrant l��equation

�



di��erentielle �

dP

dt
�t� � P �t� A

avec comme vecteur des conditions initiales le vecteur P� � �� �� � � � � ���� Pour calculer la

abilit�e� on proc	ede comme cela a �et�e d�ecrit pr�ec�edemment�

Exemple d�application On consid	ere une usine d�embouteillage d�eau min�erale qui fonc�
tionne avec deux machines et deux r�eservoirs suivant le sch�ema de la 
gure �� Chaque machine

Réservoir Réservoir

Machine Machine

Fig� � # Sch�ema du syst�eme d�embouteillage

est aliment�ee par une 
le de bouteilles qui est approvisionn�ee de temps en temps� On d�eclare
une machine en panne lorsqu�elle est en panne ou lorsque sa 
le d�approvisionnement est
vide� D�autre part� les deux r�eservoirs alimentent en commun les deux machines� mais non
simultan�ement � pour des raisons de maintenance ou de remplissage les op�erateurs peuvent 	a
tout moment faire basculer le branchement d�un r�eservoir sur l�autre� Un r�eservoir est dit en
panne� lorsqu�il est vide� La panne g�en�erale du syst	eme correspond aux cas dans lesquels les
deux machines sont en panne ou les deux r�eservoirs sont vides� On suppose que les hypoth	eses
de fonctionnement permettent de mod�eliser le fonctionnement de l�usine avec une cha��ne de
Markov dont la matrice est donn�ee en ���� avec les param	etres suivants �unit�e de temps � �
mn� �

	� � ���� � 	� � � � 
� � ���� � 
� � �� �

la classe � �etant la classe des machines et la classe � celle des r�eservoirs� La 
gure � d�ecrit
les courbes obtenues pour la 
abilit�e et la disponibilit�e sur l�intervalle de temps �� � ���� en
supposant qu�au d�emarrage toutes les unit�es du syst	eme fonctionnent�
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Fig� � # Fiabilit�e et disponibilit�e du syst�eme d�embouteillage�

D�eveloppements possibles sugg�er�es pour le commentaire

# Description des propri�et�es spectrales de la matrice A� d�e
nie dans la section � dans le
calcul de la 
abilit�e�

# Calcul des expressions analytiques de la disponibilit�e et de la 
abilit�e du syst	eme 	a deux
�el�ements qui est d�ecrit dans le paragraphe ���� On pourra utiliser un logiciel de calcul
formel pour les obtenir�

# Justi
er compl	etement la m�ethode �scaling and squaring
 d�ecrite dans le paragraphe ��

# Description du cas g�en�eral du syst	eme d�ecrit dans le paragraphe ���� Appliquer la
m�ethode �scaling and squaring
 	a un cas o	u le nombre d��etats est inf�erieur 	a la centaine�

# Description de l�exemple d�application et commentaires sur les hypoth	eses induites par
le mod	ele propos�e et sur la signi
cation du choix des param	etres� Interpr�etation des
r�esultats� Programmation de la r�esolution dans l�environnement MATLAB ou SCILAB�

 


