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1.5 La synthèse de réseaux de Petri, méthode des régions . . . . . . . . 27
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3.4.3 Un algorithme de synthèse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

3.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
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4.3.3 Preuve du Théorème 4.3.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
4.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126

Conclusion 127

Bibliographie 131

Annexe 135



iv Table des matières



Introduction

1



2 Introduction

La conception d’un système informatique fiable est une tâche difficile. La
réaliser impose la considération d’un grand nombre d’éventualités ; lorsque le
système à concevoir doit impérativement être sûr (parce que son utilisation le
requiert), et qu’il est de taille conséquente, la conception ou la validation du
système par un humain n’est généralement pas envisageable. Cet état de fait jus-
tifie le développement des méthodes formelles dont l’objectif est de garantir le bon
fonctionnement d’un système en s’appuyant sur des formalismes et des méthodes
de preuve formelles. La fiabilité est assurée par une validation mathématique du
système. Pour des systèmes de taille abordable cette validation peut s’effectuer
via un opérateur humain, en utilisant par exemple un assistant de preuve ; en re-
vanche, lorsque le système est complexe, il devient nécessaire de considérer des
méthodes pour valider le système de manière automatique.
Par opposition aux systèmes dit transformationnels, qui produisent un résultat
à partir de données initiales, nous considérons dans ce document des systèmes
réactifs. Ces derniers sont des systèmes maintenant une interaction permanente
avec les utilisateurs ou l’environnement ; ils sont généralement complexes et de
taille conséquente.

La taille et la complexité d’un système réel ne permettent pas sa validation di-
recte. Il est nécessaire de travailler sur une abstraction du système : il s’agit d’une
représentation réduite du système adaptée à la manipulation par des méthodes
formelles. L’abstraction d’un système doit se construire de telle manière que la
validation de cette abstraction entrâıne la validation du système lui-même. Les
propriétés attendues d’un système réactif sont relatives à sa structure de contrôle
(l’enchâınement de ses actions et leurs branchements dans le temps). L’abstrac-
tion d’un système réactif est généralement centrée sur cette structure de contrôle
présentée sous la forme d’événements alors que les données internes du programme
sont abstraites à travers des configurations.
Parmi les abstractions considérées dans la littérature, on distingue deux types
principaux :

– les systèmes séquentiels : l’abstraction du système est un graphe dont les
sommets sont les états représentant les configurations du système et les arcs
sont les événements. Les systèmes séquentiels sont des modèles opérationnels
faciles à manipuler et sont adaptés à la spécification de propriétés, puisque
leur nature les rend aisément descriptibles [Mil90]. Leurs inconvénients sont
que lorsqu’un système séquentiel est donné sous forme de composantes, la
recombinaison de ces composante entrâıne une explosion de la taille du
système ; et lorsqu’un système séquentiel est sous une forme monolithique,
il devient difficile de le décomposer en sous-systèmes afin d’étudier ces sous-
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systèmes indépendamment.

– les systèmes concurrents : ils décrivent la structure de contrôle de manière
plus générale puisque contrairement aux systèmes séquentiels, ils n’imposent
pas strictement l’enchâınement des événements, on parle de vrai parallélisme [Die95].
Ce sont des systèmes où les états ne sont pas donnés explicitement. Les
système concurrents sont plus compacts que les systèmes séquentiels et se
décomposent naturellement en sous-systèmes reliés par un mécanisme de
communication ; ils sont cependant moins intuitifs, et la spécification de
leurs propriétés est difficile.

Afin de spécifier les propriétés souhaitées du système, il est nécessaire d’utili-
ser un formalisme non ambigu. Ce formalisme de description doit être adapté au
type de propriétés à spécifier. Dans le cas des systèmes réactifs, la littérature met
en avant un certain nombre de propriétés (sûreté, vivacité...). De nombreux for-
malismes de spécification ont été proposés, parmi ceux-ci les logiques temporelles
sont largement admises par la communauté comme étant adaptées à la description
de propriétés des systèmes réactifs [Eme90, MP92a]. L’utilisation de ces logiques
peut se situer à deux niveaux de la conception d’un système :

– a posteriori : le système est donné et il est nécessaire de déterminer s’il vérifie
un ensemble de propriétés requises (le système et la spécification constituent
la donnée du problème). On utilise alors des techniques de Model-Checking
pour déterminer si le système vérifie ces propriétés ou non [BBF+99, CGP99].
Le Model-Checking consiste à automatiser la vérification. Le Model-Checking
des systèmes séquentiels est un domaine largement exploré, pour lequel le
défi actuel repose essentiellement sur la recherche de méthodes efficaces pour
traiter de gros systèmes ou l’extension de ces techniques à certains types de
systèmes infinis.

– a priori : il s’agit de construire un système qui vérifie un ensemble de pro-
priétés requises (la spécification constitue la donnée du problème). On parle
de synthèse de système [EC82, AM94] ; le problème de décider de l’existence
d’un système vérifiant les propriétés données dans une logique est nommé
problème de satisfiabilité d’une formule logique. La problématique est ici celle
de l’automatisation de la création d’un tel système ; c’est un sujet difficile
pour lequel beaucoup de problèmes sont indécidables, en particulier dans le
cas des modèles concurrents. L’existence d’une solution n’est pas toujours sa-
tisfaisante : les systèmes synthétisés sont souvent séquentiels et les méthodes
pour les synthétiser ont une complexité élevée. Le défi actuel de la synthèse
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de système repose sur le développement de techniques de synthèse efficaces
produisant des systèmes exploitables.

Le cadre de cette thèse est le problème de synthèse de systèmes concurrents.
En l’absence de spécifications adaptées à la concurrence, les spécifications que nous
considérons dans ce document sont les logiques temporelles qui sont couramment
utilisées pour décrire les propriétés de systèmes séquentiels.
Il existe une alternative qui consiste à utiliser des systèmes concurrents en tant
que spécifications. Dans cette alternative le Model-Checking consiste à vérifier
l’équivalence entre le système à étudier et le système servant de spécifiant ; or
nous savons que la plupart des équivalences intéressantes sont indécidable sur des
systèmes concurrents. Toujours dans cette alternative, le problème de synthèse
devient quant-à lui trivial, le système donné étant la solution.
Les systèmes que nous considérons sont les réseaux de Petri [Pet62, Mur89] : ces
systèmes sont admis comme étant les plus puissants pour représenter la concur-
rence [SNW96] ; de plus ils sont intrinsèquement distribuables. Les résultats concer-
nant la génération automatique de réseaux de Petri encouragent le choix de cette
classe de modèles : ces résultats permettent de construire des systèmes concur-
rents à partir de données séquentielles. Ce dernier point constitue un argument
supplémentaire justifiant le choix des logiques temporelles.

Sans intention de proposer un nouveau formalisme de spécification, nous inves-
tiguons la synthèse de réseaux de Petri à partir de spécifications en logique tem-
porelle, et plus généralement celui de la satisfiabilité d’une formule sur la classe
des réseaux de Petri. Nous prenons comme point de départ la plus expressive des
logiques du temps arborescent : le Mu-Calcul [Koz83, AN01]. Le fil conducteur
est la recherche de la frontière de décidabilité pour le problème de satifiabilité
d’une formule sur la classe des réseaux de Petri ; nous proposons des restrictions
successives de la logique pour approcher cette frontière. Cette étude s’accompagne
de celle de l’expressivité de la logique quand elle est considérée uniquement sur la
classe de système concurrent que sont les réseaux de Petri.

Nous montrons dans ce document qu’il est nécessaire de restreindre très for-
tement la logique pour rendre la synthèse décidable, et que des logiques pourtant
faibles permettent d’obtenir l’expressivité des machines à compteurs lorsque ces
logiques sont interprétées sur la classe des réseaux de Petri. Nous nous attachons
également à dissocier le rapport entre la logique et la structure d’un réseau, du
rapport entre la logique et l’initialisation du réseau.
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1.1 Contexte

1.1.1 Logique et systèmes séquentiels

Les logiques temporelles, qu’elles soient propositionnelles ou modales, sont
connues pour être un formalisme adéquat pour la spécification de propriétés com-
portementales des systèmes réactifs [Pnu77, MP92a, BBF+99]. Parmi les logiques
du temps arborescent, le Mu-Calcul constitue la logique la plus expressive, dans le
sens ou tout énoncé dans une logique du temps arborescent peut être traduit en un
énoncé du Mu-Calcul. Le Mu-Calcul est une logique reposant sur la composition de
fonctions monotones et l’utilisation de points fixes introduite par Kozen [Koz83].
Interprété sur des systèmes réactifs le Mu-Calcul permet la spécification de tout
type de propriétés de sûreté (safety en anglais) et de vivacité (liveness en an-
glais) [Eme90]. De plus, le Mu-Calcul est directement lié à la notion de bisimu-
lation : deux systèmes bisimilaires ne peuvent être distingués par une formule
du Mu-Calcul et pour toute paire de systèmes non-bisimilaires1 il existe une for-
mule qui les distingue ; la bisimulation constitue la notion adéquate pour capturer
le comportement d’un système en considérant uniquement ses exécutions et ses
branchements de choix [JW96].

Le Mu-Calcul possède son reconnaisseur : les automates alternants [AN01].
Les exécutions d’un système forment un arbre (infini dans le cas des systèmes
réactifs) appelé arbre des exécutions ; une formule du Mu-Calcul ne différencie
pas le système de son arbre d’exécutions (ils sont bisimilaires). Les automates al-
ternants acceptent des arbres infinis suivant certains critères de gain. Le critère
généralement associé au Mu-Calcul est appelé critère de parité. Pour chaque for-
mule φ du Mu-Calcul, il est possible de construire un automate alternant avec
critère de parité Aφ qui reconnâıt exactement les arbres d’exécution des modèles
de φ [SE89, EJ91], la réciproque est également vraie [Niw88].

Les automates alternants avec le critère de parité, et par conséquent le Mu-
Calcul, sont proches des jeux à deux joueurs avec information parfaite, en particu-
lier des jeux de parité [EJ91]. Cette proximité confère au Mu-Calcul sa principale
propriété : la propriété du modèle fini (Small Model Property en anglais). Elle
provient directement de l’existence d’une stratégie positionnelle dans tout jeu de
parité pour le joueur gagnant2 [EJ91]. La propriété du modèle fini est l’existence,
pour tout formule φ du Mu-Calcul qui possède au moins un modèle, d’un système

1Il est nécessaire que ces systèmes soient à branchement fini, ce qui est le cas des systèmes
considérés dans ce document.

2Les jeux de parité sont déterminés, c.à-d qu’un des deux joueurs a toujours une stratégie
gagnante [Dav64]
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P fini modèle de φ ( P possède un nombre fini d’états et de transitions). Le calcul
d’une stratégie gagnante dans le jeu de parité associé à une formule φ du Mu-
Calcul permet la synthèse effective d’un tel modèle fini de φ lorsqu’il existe.

La synthèse de système à partir du Mu-Calcul, du fait de la nature intrinsèquement
séquentielle des automates alternants, produit un modèle fini lui aussi séquentiel.
Les méthode actuelles pour obtenir un modèle distribué d’une formule φ re-
posent généralement sur la spécification a priori d’une architecture distribuée.
Une telle architecture peut être par exemple un ensemble de sites avec des tran-
sition propres et un ensemble de transitions de synchronisation ; une solution est
alors un ensemble de systèmes dotés chacun d’un alphabet partitionné en un al-
phabet propre et un ou des alphabets communs3. Le produit de tous ces systèmes,
synchronisés sur les actions communes, constitue le modèle de la formule φ. La
synthèse de modèles avec de telles contraintes d’architecture est généralement
indécidable [PR90] ; on notera toutefois l’existence de cas particuliers pour les-
quels la synthèse est décidable, comme par exemple les architectures en pipe-line.

Ne pas fixer l’architecture revient à considérer la synthèse de modèles concur-
rents. Ces modèles se “distribuent” en sous-modèles communicants selon un mécanisme
résultant du fruit de la synthèse. Le principal obstacle à la synthèse de modèles
concurrents est le manque de reconnaisseurs adaptés, ou plus généralement l’inadéquation
des méthodes connues avec les systèmes concurrents. Bien entendu, la synthèse de
modèles concurrents constitue une problématique difficile, pour laquelle on s’at-
tend à établir que de nombreuses situations n’ont pas de solution.

1.1.2 Réseaux de Petri et synthèse

Les réseaux de Petri (non étiquetés) forment une classe puissante de modèles
concurrents et distribuables. Le problème de synthèse de réseaux de Petri, tel que
présenté originellement, consiste à trouver, étant donné un modèle (un langage ou
un graphe), un réseau de Petri équivalent à ce modèle (la relation d’équivalence
étant l’égalité de langages dans le cas où le modèle est un langage, ou l’iso-
morphisme de graphes dans le cas où le modèle est un graphe). La synthèse
de réseaux constitue un problème important : synthétiser un réseau à partir
d’un système séquentiel constitue une méthode pour “extraire” la concurrence
du modèle séquentiel et apporte une solution algorithmique pour distribuer un tel
modèle.

3Il peut y avoir autant d’alphabets partagés que de couples de sites.
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Le problème de synthèse à été initialement étudié par Erhenfeucht et Ro-
zenberg pour les graphes finis et les réseaux élémentaires [ER90a, ER90b]. Le
nombre de réseaux élémentaires sur un ensemble d’actions données étant fini, ce
problème possède une solution triviale. Les auteurs cités avaient pour but pro-
poser une théorie axiomatique sur les graphes pour la synthèse de réseaux. Le
résultat est l’invention du concept de régions d’un graphe : une région est un
sous ensemble de sommets du graphe en bijection avec les marquages d’un réseau
atomique constitué d’une unique place. Un arc étiqueté par l’action a entre ou
sort d’une région suivant le signe du résultat de l’action a sur l’unique place du
réseau atomique ; lorsque cette action est nulle (le marquage de la place n’est pas
modifié par a), les sommets aux extrémités de l’arc sont tous deux à l’intérieur
ou tous deux à l’extérieur de la région. Le problème de synthèse pour les graphes
finis et les réseaux élémentaires a, par la suite, été démontré NP-complet [BBD97].

La concept de régions a été étendu pour permettre la synthèse de réseaux
plus généraux. Le problème de synthèse pour des réseaux purs bornés à partir
de graphes finis ou de langages rationnels est décidable [BBD95] (l’algorithme de
synthèse est polynomial pour le graphe et exponentiel en la taille de l’expression
régulière). L’ensemble des résultats concernant la synthèse de réseaux bornés est
décrit dans [BD99]. Concernant les réseaux non bornés, la synthèse est décidable
dans le cas des langages ou des graphes context-free réguliers ou déterministes et
elle est indécidable pour les langages context-free et les HMSC [Dar04].

En montrant la décidabilité du problème de synthèse pour des graphes automa-
tique ainsi que pour des spécifications automatiques [BD04] proposent la synthèse
à partir de spécifications : le réseau synthétisé ne l’est plus à partir d’un unique
modèle mais à partir d’une spécification (une famille de modèles). C’est dans cette
optique que s’inscrit ce document, la spécification étant ici une formule logique.

1.2 Problématique de cette thèse

Lorsqu’on se donne une classe de spécifications S et une classe de modèles C,
on distingue trois problématiques : le model-checking, la satisfiabilité et le contrôle,
qui s’énoncent comme suit :

Problème 1.2.1 (Model-checking : MC(S,C)). Étant donnés une spécification
Φ ∈ S, et un modèle Z ∈ C, a-t-on Z satisfait Φ ?

Problème 1.2.2 (Satisfiabilité : Sat(S,C)). Étant donnée une spécification
Φ ∈ S, existe-t-il un modèle Z ∈ C telle que Z satisfasse Φ ?
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le dernier problème requiert l’introduction d’une sous-classe C′ de C, il s’énonce
comme suit :

Problème 1.2.3 (Contrôle : Cont(S,C,C′)). Étant donnés une spécification
Φ ∈ S, un modèle Z ∈ C, et une relation de composition de modèles ’×’, existe-
t-il un contrôleur C ∈ C′ tel que C × Z satisfasse Φ ?

Les deux derniers problèmes sont proches. Le problème Sat(S,C) est un problème
de contrôle particulier (les classes C et C′ sont identiques et Z est le modèle uni-
versel). Sous certaines conditions, Cont(S,C,C′) est équivalent à un problème de
satisfiabilité ; en particulier, lorsque S est le Mu-calcul, le problème Cont(S,C,C)
(sous observation totale) peut se ramener au problème Sat(S,C) en utilisant le
principe du quotient d’une formule par un modèle fini, présenté dans [AVW03].

L’objet de cette thèse est l’étude du problème Sat(S,C) lorsque S est le Mu-
Calcul et C est la classe des réseaux de Petri non étiquetés.

1.2.1 Mu-Calcul et réseaux de Petri

Lorsque la classe S de spécifications est le Mu-calcul ou un fragment de celui-
ci, et que la classe C des modèles est une classe de réseaux de Petri, le problème
MC(S,C) à été largement étudié par J.Esparza [Esp98, Esp97] : pour les classes
de réseaux possédant un langage régulier (réseaux bornés, réseaux 1-saufs ...), le
problème se ramène à celui du model-checking de processus fini, qui est décidable [AN01] ;
en revanche, pour les réseaux de Petri généraux, étiquetés ou non étiquetés, le
model-checking est indécidable. Dans [Esp97], Esparza montre que ce problème
est indécidable même pour des classes S de logiques du temps arborescent parti-
culièrement faibles.
Toujours pour C une classe de réseaux de Petri, le problème Sat(S,C) est peu
abordé dans la littérature. Lorsque la classe S de modèles est la classe des réseaux
de Petri étiquetés, le problème est décidable. En effet, trois propriétés permettent
d’arriver à cette conclusion : 1) le Mu-calcul a la propriété du modèle fini ; 2) à
partir d’un modèle fini, il est possible de construire un réseau de Petri étiqueté qui
possède les même comportements ; 3) le problème de satisfiabilité d’une formule
du Mu-calcul sur la classe des modèles séquentiels est décidable.

En revanche, il n’existe pas, à notre connaissance, de résultats concernant la
synthèse de réseaux de Petri non étiquetés. Même dans les cas favorables où la
synthèse d’un modèle séquentiel, lorsqu’il existe, est effective, son utilisation pour
construire un réseau non étiqueté possédant les mêmes comportements ne fournit
qu’une méthode incomplète : un modèle séquentiel pris au hasard n’a en général
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aucune raison de se “distribuer” en un réseau de Petri non étiqueté. De plus, on
peut montrer que la propriété du modèle fini du Mu-Calcul n’est plus valable sur
la classe des réseaux de Petri non-étiquetés, au sens où il existe des formules dont
tout réseau solution possède un graphe de marquages non-régulier.

1.2.2 La synthèse de réseaux de Petri dans cette thèse

Dans cette thèse, nous étudions le problème Sat(S,C) lorsque S est le Mu-
Calcul ou un fragment du Mu-Calcul et C est la classe des réseaux de Petri non
étiquetés. Comme nous l’avons mentionné précédemment, le Mu-Calcul est lié à
la notion de bisimulation. En conséquence, les méthodes de synthèse de réseau
à partir de graphes ne sont pas appropriées : d’une part ces méthodes reposent
sur l’isomorphisme, qui est une équivalence fortement axée vers les états d’un
système contrairement à la bisimulation, et d’autre part les seules spécifications
de graphes pour lesquelles la synthèse est effective à ce jour sont les spécifications
automatiques, qui sont particulièrement éloignées des spécifications logiques. En
effet, une spécification automatique donne explicitement l’ensemble des états du
graphe, ce qui constitue un élément primordial pour le procédé de synthèse, alors
qu’une spécification logique n’impose pas en général une similitude structurelle
entre ses différents modèles.

Par opposition, les méthodes de synthèse à partir d’un langage rationnel offrent
un point de départ solide au développement de méthodes de synthèse à partir de
spécifications logiques pour deux raisons : premièrement, l’arbre des exécutions
d’un système déterministe peut être vu comme un langage ; dans ce cadre, deux
systèmes possédant le même langage sont bisimilaires. Par conséquent la notion de
langage “capte” la notion de bisimulation inhérente à la logique. Deuxièmement,
les méthodes de synthèse à partir d’un langage offrent des solutions pour la
synthèse à partir d’un intervalle de langage rationnels : la synthèse consiste à
produire un réseau de Petri dont le langage est compris, au sens de l’inclusion,
entre deux langages rationnels L et L′ donnés. La synthèse pour les intervalles de
langages est possible grâce au résultat suivant : étant donné un langage rationnel
L, il est possible de construire un réseau de Petri dont le langage LN est le plus
petit langage de réseau tel que L ⊆ LN [Dar04]. Il suffit alors de vérifier que
�LN ⊆ L′, ce qui est décidable [May84].

Les intervalles de langages rationnels seront vus dans ce document comme
une spécification logique simple : les modèles d’un intervalle de langages sont
les systèmes dont le langage appartient à l’intervalle. Nous nous attachons à
déterminer la frontière de décidabilité de la synthèse entre le Mu-Calcul et les
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intervalles de langages rationnels. Nous considérons également le problème du
marquage qui s’énonce comme suit :

Problème 1.2.4 (Marquage : Marq(S,C)). Étant donnés φ ∈ S une formule
logique, et N ∈ C un réseau de Petri non initialisé, existe-t-il un marquage initial
m0 deN tel que le graphe des marquages de N accessibles à partir de m0 satisfasse
φ.

1.2.3 Plan du document

Dans la suite de ce chapitre, nous introduisons les réseaux de Petri et leurs
différentes sous-classes, puis nous présentons la méthode de synthèse à partir de
langages rationnels et à partir d’intervalles de langages rationnels.

Dans le Chapitre 2, nous introduisons le Mu-Calcul, noté Lµ ; nous étudions
le problème Sat(Lµ,C) lorsque C est la classe PN des réseaux de Petri non
étiquetés. Nous montrons que le problème Sat(S,PN) est indécidable lorsque S
est un fragment de Lµ n’autorisant pas les imbrications de points fixes (on parle
du fragment alternation-free de Lµ). Nous montrons également que le problème
pour Marq(S,C) est indécidable lorsque S est le fragment alternation-free de
Lµ et C est une sous-classe particulièrement restreinte de PN ; en particulier, les
réseaux de cette classe ont tous un graphe des marquages fini. Nous proposons
enfin une sémantique de Lµ basée sur les langages pour laquelle nous établissons
l’équivalence avec la sémantique usuelle de Lµ ; cette sémantique basée sur les lan-
gages, plus adaptée aux réseaux dans notre cadre, sera utilisée dans les chapitres
suivants suite pour en simplifier les preuves.

Dans le Chapitre 3, nous proposons un fragment syntaxique particulièrement
restreint de Lµ : le Nu-Calcul Conjonctif, noté Lν , dans lequel seules les conjonc-
tions et les plus grands points fixes sont autorisés. Nous associons à Lν un ensemble
de reconnaisseurs de langages : les spécifications modales. Ces spécifications sont
adaptation aux langages de la sous-classe des automates alternants qui corres-
pond au sentences de Lν . Nous montrons l’équivalence d’expressivité entre Lν et
les spécifications modales et nous donnons les algorithmes de traduction entre les
spécifications des ces deux formalismes. Nous montrons la décidabilité du problème
Sat(S,PN) lorsque S est une famille de spécifications obtenue par une restriction
structurelle sur les spécifications modales.

Dans le Chapitre 4, nous proposons le concept de théorie d’un réseau : la
théorie d’un réseau N est une formule de Lν dont les modèles dans PN sont
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les réseaux qui contiennent au moins les places de N . Nous montrons que la
théorie d’un réseau N peut s’exprimer sous la forme d’un intervalle de langages
rationnels. Nous utilisons enfin la théorie d’un réseau pour montrer l’indécidabilité
du problème Sat(Lν ,PN).

1.3 Préliminaires

1.3.1 Langages et images commutatives

On se fixe un alphabet fini Σ = {a1, . . . an}. On considère les langages sur Σ,
d’éléments typiques L,R, ... avec les notations habituelles : L∗, L.a (pour a ∈ Σ),
etc. On note 1 ∈ Σ∗ pour le mot vide ; lorsque u et v sont deux éléments de Σ∗, u.v
désigne la concaténation de u et v, et u∗ = {uk | k ∈ N}, où uk est la concaténation
de k fois le mot u. Nous noterons également Σ∞ pour l’ensemble des mots infinis
sur Σ et Σω pour Σ∗ ∪ Σ∞.

Définition 1.3.1 (Clôture par préfixe). Soit L un langage, on dit que L est clos
par préfixe si et seulement si 1 ∈ L et tout mot a1 . . . an ∈ L vérifie a1 . . . an−1 ∈ L.
La clôture par préfixe d’un langage L est le plus petit langage clos par préfixe conte-
nant L, on la note L. On notera également Lw\ l’ensemble {v ∈ Σ∗ | w.v ∈ L} des
suffixes de w dans L.

Remarquons que le langage vide n’est par définition pas clos par préfixe, nous
le traiterons donc séparément lorsque c’est nécessaire ; en particulier, pour un
langage clos par préfixe L, pour tout mot w, le langage Lw\ est soit clos par
préfixe (si w ∈ L) soit vide. Par la suite L dénotera toujours un langage clos par
préfixe sur l’alphabet Σ.

Lorsque u est un mot sur Σ, on notera |u| la longueur de u. On notera également
|u|a pour le nombre d’occurrences de la lettre a ∈ Σ dans le mot u.

Définition 1.3.2 (Image commutative). L’application de Parikh [.] : Σ∗ → Nn

est l’application définie par

[u] = 〈|u|a1 , . . . , |u|an〉

On dit alors que [u] est l’image commutative (ou image de Parikh) de u.

Définition 1.3.3 (Semi-linéaire). Soit M = (M, ·, 1) un monöıde. Un sous
ensemble de M est linéaire s’il s’exprime sous la forme m · F∗ où m ∈ M, F est
un sous ensemble fini de M et F∗ est le plus petit sous-monöıde de M contenant
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F . Une union finie de sous-ensembles linéaires de M est un sous-ensemble semi-
linéaire de M.

On dira qu’un langage L est semi-linéaire lorsque son image commutative [L]
est un sous-ensemble semi-linéaire du monöıde commutatif Nn dont le produit ·
est l’addition de n-vecteurs et l’élément neutre 1 est le vecteur identiquement nul.

Définition 1.3.4 (Intervalles de langages). Soit L1 et L2 deux langages
clos par préfixe sur Σ. Nous définissons un système de spécifications simple sur
les éléments de Σ∗ : les intervalles de langages. Un intervalle de langages est
un élément [L1, L2] ; on dit qu’un langage L sur Σ appartient à [L1, L2], noté
L ∈ [L1, L2], si L1 ⊆ L ⊆ L2. L’ensemble des intervalles de langages sur Σ sera
noté INTΣ.

1.3.2 Processus

Nous définissons les systèmes de transition déterministes, appelés processus
dans [AVW03].

Définition 1.3.5. Un processus est un tuple P = 〈S, s0, t〉, où :
– S est l’ensemble des états,
– s0 ∈ S est l’état initial,
– t : S × Σ → S est une fonction de transition partielle.

Pour tout processus P = 〈S, s0, t〉, il y a une a-transition de s vers s′ dans P
lorsque t(s, a) = s′ ; on note alors s

a→ s′. L’état s′ est appelé successeur de s par
a.
Un chemin dans P est une séquence v ∈ Σ∗ telle que l’extension t : S×Σ∗ → S de
la fonction de transition aux mots soit définie à l’état s0. On dit que le chemin v
atteint l’état s = t(s0, v). Par extension, un chemin infini dans P est une séquence
v ∈ Σω telle que tous ses préfixes soient des chemins dans P.

Les processus peuvent être composés entre eux de manière synchrone en utili-
sant le produit synchrone.

Définition 1.3.6. Soient deux processus P1 = 〈S1, s
1
0, t1〉 et P2 = 〈S2, s

2
0, t2〉, le

produit synchrone de P1 et P2 est le processus P1 × P2 = 〈S1 × S2, (s1
0, s

2
0), t〉 où

la fonction de transition t est définie de la manière suivante :
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– t((s1, s2), a) = (t1(s1, a), t2(s2, a)) lorsque t1(s1, a) et t2(s2, a) sont définis,
– sinon t((s1, s2), a) n’est pas défini.

Définition 1.3.7 (Langage d’un processus). Le langage du processus P =
〈S, s0, t〉 est l’ensemble de ses chemins, et se note L(P).

Proposition 1.3.8. Si P = P1 × P2, alors L(P) = L(P1) ∩ L(P2).

Démonstration. La preuve est immédiate puisque le langage d’un processus est
l’ensemble de ses chemins et que la fonction de transition étendue t de P1 × P2

vérifie, si t1 et t2 sont les fonctions de transition étendues de P1 et P2, la propriété :
pour tout u ∈ Σ∗, t((s1

0, s
2
0), u) est défini si est seulement t1(s1

0, u) et t2(s2
0, u) sont

définis.

1.4 Les réseaux de Petri

Dans cette section, nous présentons les réseaux de Petri. Les réseaux de Petri
ont été introduits par Carl Adam Petri [Pet62]. Notre thèse concernant principa-
lement les réseau de Petri non étiquetés, nous axons la présentation sur ce type de
réseaux ; nous donnons toutefois les définitions relatives aux réseaux étiquetés. Les
concepts de graphe des marquages et de langage d’un réseau présentés dans cette
section sont centraux dans cette thèse car ils correspondent aux deux équivalences
principales considérées pour la synthèse de réseau : l’isomorphisme et l’égalité des
langages. Pour plus de détails sur les réseaux de Petri, le lecteur pourra se référer
à [Mur89].

Définition 1.4.1 (Réseau de Petri). Un réseau de Petri est un tuple N =
〈P, T, F,W 〉 où

– P = {p1, . . . , pn} est un ensemble fini de places,
– T = {t1, . . . , tm} est un ensemble fini de transitions,
– F ⊆ (P × T ) ∪ (T × P ) est un ensemble fini d’arcs définissant la relation de

flot,
– W : P → N est une pondération des arcs.

Un réseau de Petri est un graphe bipartite orienté. Ce graphe possède deux
sortes de sommets, les places et les transitions. Les arcs sont pondérés et relient une
places à une transition ou une transition à une place. On convient que W (p, t) = 0
lorsque (p, t) /∈ F et que W (t, p) = 0 lorsque (t, p) /∈ F .
On représente graphiquement un réseau de Petri comme sur la Figure 1.1, les
ronds représentent les places et les rectangles les transitions. On omettra le poids
des arcs lorsque celui-ci est égal à 1.
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p1

p2

p3

p4t2

t3

t1

2 2

Fig. 1.1 – Un exemple de réseau de Petri.

On dit d’une place p qu’elle est en entrée de la transition t lorsque (p, t) ∈ F ;
similairement, on dit d’une place p qu’elle en sortie de t lorsque (t, p) ∈ F . On
note

– •p pour les transitions dont p est en entrée, •p = {t ∈ T | (t, p) ∈ F},
– p• pour les transitions dont p est en sortie, p• = {t ∈ T | (p, t) ∈ F},
– •t pour les places en entrée de t, •t = {p ∈ P | (p, t) ∈ F},
– t• pour les places en sortie de t, t• = {p ∈ P | (t, p) ∈ F}.

On dit qu’un réseau de Petri est pur lorsqu’aucune de ses places n’est en entrée
et en sortie d’une même transition, c.à-d. que pour tout transition t, •t ∩ t• = ∅.

Les places d’un réseau contiennent des jetons. Un marquage m est une fonction
m : P → N qui décrit la répartition des jetons. Ainsi, lorsque m(p) = 2, on dit que
la place p contient 2 jetons. Un réseau initialisé est un réseau de Petri N assorti
d’un marquage m0 dit marquage initial ; on le note (N ,m0).

Exemple 1.4.2. La Figure 1.2 représente le réseau de la Figure 1.1 initialisé avec
1 jeton dans la place p1, 2 jetons dans la place p2 et aucun jeton dans les places
p3 et p4.

Définition 1.4.3 (Tir de transitions). Une transition t ∈ T est dite active
(resp. inactive) au marquage m si pour tout place p ∈ •t, W (p, t) ≥ m(p) (resp.
il existe une place p ∈ •t telle que W (t, p) < m(p)). Lorsque la transition t est
active au marquage m, on définit le tir de la transition t par l’action qui modifie
le marquage m en un marquage m′ défini pour toute place p ∈ P par m′(p) =
m(p) − W (p, t) + W (t, p). On note m[t〉 lorsque t est active au marquage m et
m[t〉m′ lorsque m′ est le résultat du tir de t depuis m, avec pour tout place
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p1

p2

p3

p4t2

t3

t1

2 2

Fig. 1.2 – Un de réseau de Petri initialisé.

p, m′(p) = m(p) − W (p, t) + W (t, p). On étend cette notation à une séquence
de tir u ∈ T ∗ avec u = t1.t2 . . . tn en posant m[u〉m′ lorsqu’il existe une suite
de marquages m1, . . . ,mn−1 telle que m[t1〉m1[t2〉 . . . mn−1[tn〉m′. La relation [.〉
entre les marquages de N est nommée relation de tir de N .

On dit d’un marquage m de N qu’il est accessible depuis le marquage initial
m0 lorsqu’il existe une séquence de tir u telle que m0[u〉m.

Exemple 1.4.4. Considérons le réseau initialisé (N ,m0) de la Figure 1.2, pour
lequel m0(p1) = 1, m0(p2) = 2, m0(p3) = 0 et m0(p4) = 0 ; nous avons les relations
de tir suivantes :

– m0[t2〉m′, avec m′(p1) = 0, m′(p2) = 0, m′(p3) = 1 et m′(p4) = 2,
– m′[t1〉m′′ (ou m0[t2.t1〉m′′), avec m′′(p1) = 1, m′′(p2) = 0, m′′(p3) = 1,

m′′(p4) = 2,
– t2 est inactive au marquage m′′.
– t3 est active au marquage m′′ (ou m0[t2.t1.t3〉).

1.4.1 Comportements d’un réseau de Petri

Les comportements d’un réseau de Petri sont définis par ses séquences de tir. Il
existe différentes structures pour représenter ces comportements, parmi lesquelles
le graphe des marquages où le langage du réseau que nous définissons ici.

Définition 1.4.5 (Graphe des marquages). Le graphe des marquages du réseau
N est le graphe orienté et étiqueté noté G(N ) dont les sommets sont les marquages
de N accessibles depuis m0 et dont les arcs sont définis par la relation de tir de
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(1,2,0,0) (0,0,1,2)

(1,0,1,2)

(0,2,1,0)

(2,0,1,2)

(1,2,1,0)

(3,0,1,2)

(2,2,1,0)

(0,0,2,2)
t2

t1

t2

t1

t1

t1

t1

t3

t3

t3

Fig. 1.3 – Graphe des marquages de (N ,m0).

p1

p2

p3

t1

t2

t3

Fig. 1.4 – Le réseau de Petri initialisé (N 1,m1
0).

N : il existe un arc de m à m′ étiqueté par t si et seulement si m[t〉m′.
Le graphe des marquages du réseau initialisé (N ,m0) est la restriction notée
G(N ,m0) de G(N ) aux marquage accessibles de N depuis m0.

Exemple 1.4.6. La Figure 1.3 représente une partie du graphe des marquages du
réseau initialisé (N ,m0) de la Figure 1.2. Ce graphe est infini ; en effet, il est pos-
sible de tirer indéfiniment la séquence de transitions t2, t1, t3 pour obtenir une suite
de marquages qui associe successivement à la place p3 un nombre arbitrairement
grand.

Définition 1.4.7 (Langage d’un réseau). Le langage d’un réseau initialisé
(N ,m0) est le langage L(N ,m0) ∈ T ∗ défini par L(N ,m0) = L(G(N ,m0)).
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Exemple 1.4.8. Le langage du réseau initialisé (N 1,m1
0) de la Figure 1.4 est le

langage L(N 1,m1
0) = {tn1 | n ∈ N} ∪ {tn1 .t2.t

m
3 | n ≥ m}.

Le graphe des marquages d’un réseau initialisé (N ,m0) peut être vu comme
le processus P = 〈S, s0, δ〉 avec S = {m | ∃u ∈ Σ∗,m0[u〉m}, s0 = m0 et
t(m,a) = m′ tel que m[a〉m′. Il est alors possible de redéfinir le langage du réseau
par L(N ,m0) = L(P).

1.4.2 Réseaux de Petri étiquetés

Tels que nous avons défini les comportements d’un réseau de Petri, les actions
(étiquettes des transitions pour le graphe, éléments de l’alphabet pour le langage)
sont les transitions du réseau. Cependant, une définition plus générale utilise une
fonction d’étiquetage sur un alphabet d’actions fini Σ. On parle alors de réseau de
Petri étiqueté.

Définition 1.4.9 (Réseau de Petri étiqueté). Un réseau de Petri étiqueté sur
un alphabet Σ est un couple (N , l) où N = (P, T, F,W ) est un réseau de Petri et
l : T → Σ est une fonction d’étiquetage des transitions de N .

La fonction l sera étendue à l : T ∗ → Σ∗ par l(a1. . . . .ak) = l(a1). . . . .l(ak).
Nous redéfinissons maintenant les notions de graphe des marquages et de langage
en prenant en compte l’étiquetage.

Définition 1.4.10 (Graphe des marquages d’un réseau étiqueté). Le graphe
des marquages du réseau étiqueté (N , l) est le graphe orienté et étiqueté noté
G(N , l) dont les sommets sont les marquages de N accessibles depuis m0 et dont
les arcs sont définis par la relation de tir de N : il existe un arc de m à m′ étiqueté
par l(t) si et seulement si m[t〉m′.
Le graphe des marquages du réseau étiqueté initialisé (N , l,m0) est la restriction
notée G(N , l,m0) de G(N , l) aux marquage accessibles de N depuis m0.

Remarque 1.4.11. Lorsque l’étiquetage n’est pas injectif, le graphe des mar-
quages d’un réseau étiqueté n’est pas nécessairement déterministe (il peut exister
deux arcs issus d’un même sommet et portant la même étiquette).

Définition 1.4.12 (Langage d’un réseau étiqueté). Le langage d’un réseau
étiqueté initialisé (N , l,m0) est le langage L(N , l,m0) ∈ Σ∗ défini par L(N , l,m0) =
L(G(N , l,m0)).

Les réseaux étiquetés sont plus expressifs (en terme de langage comme de
graphe des marquages) que les réseaux non étiquetés. En effet, même si l’on se
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p1 p2

t2

l(t2) = b

t1 t3

l(t1) = a l(t3) = b

2 2

Fig. 1.5 – Un réseau étiqueté initialisé dont le langage n’est pas réalisable par un
réseau non étiqueté.

restreint au réseaux étiquetés dont le graphe des marquages est déterministe, il
existe des graphes de marquages (resp. des langages) de réseau étiqueté qui ne sont
pas réalisables par un réseau non étiqueté, comme le montre l’exemple suivant.

Exemple 1.4.13. Dans le réseau étiqueté de la Figure 1.5 : la transition t1
étiquetée par a est active au marquage initial ; après le tir de la transition étiquetée
par b, aucune transition étiquetée par a n’est active ; après un deuxième tir de b,
la transition t3 étiquetée par a est tirable. Ce comportement est impossible dans
le cas d’un réseau non étiqueté ; en effet, si a est active au marquage initial et
qu’elle ne l’est plus après le tir de b, alors cela signifie que le tir de b supprime
des jetons utiles pour celui de a. Par conséquent, un second tir de la transition b
ne peut rendre a active de nouveau.

L’expressivité des réseaux étiquetés dépasse celle des processus comme en
témoigne la proposition suivante :

Proposition 1.4.14. Soit P un processus, il existe un réseau étiqueté dont le
graphe des marquages est isomorphe à P.

Démonstration. Il suffit de construire le réseau (N , l) où les places de N sont les
états de P. L’ensemble des transitions de N est défini comme suit : pour toute
transition s

a→ s′ de P il existe une transition de N étiquetée par a, en entrée de
s′ et en sortie de s. Les arcs de N sont tous de poids 1 et le marquage initial de
N est le marquage qui associe un unique jeton à la place correspondant à l’état
initial de P.

Exemple 1.4.15 (Illustration du théorème 1.4.14). Le processus de la Fi-
gure 1.6 est isomorphe au graphe des marquages du réseau de la Figure 1.7.
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b b

b

a

a a

a

Fig. 1.6 – Un processus.

b b

b

a

a

a a

Fig. 1.7 – Exemple de réseau de Petri étiqueté dont le graphe des marquages est
isomorphe à celui du processus de la Figure 1.6.
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La preuve de la Proposition 1.4.14 donne une méthode de synthèse possible
de réseau étiqueté à partir d’un processus. Cette synthèse présente peu d’intérêt ;
en effet, le résultat est un réseau aussi séquentiel que le processus d’origine : la
synthèse n’exploite pas la concurrence inhérente aux réseaux de Petri.

Les réseaux de Petri non étiquetés constituent le sous-ensemble des réseaux
étiquetés dont la fonction d’étiquetage est injective. Par souci de clarté, nous
considérerons désormais qu’un réseau non étiqueté est un réseau où Σ = T et où
l est l’identité. Nous utiliserons alors Σ pour désigner les transitions d’un réseau
non étiqueté. Nous considérerons désormais, sauf mention contraire, uniquement
des réseaux non étiquetés.

1.4.3 Représentation vectorielle de réseaux de Petri

L’objet de cette section est de proposer un présentation alternative des réseaux
de Petri où N est un ensemble de vecteurs, chaque vecteur représentant une place.
Cette présentation est adaptée à la synthèse de réseaux telle qu’elle est présentée
dans [Dar04] ainsi que dans la Section 1.5 de ce document.

Soit Σ = a1, . . . , an un alphabet fini. Soit N = (P,Σ, F,W ) un réseau de Petri4

et m0 un marquage initial de N . Une place p ∈ P peut être identifiée au vecteur
de dimension 2n + 1 suivant :

p = 〈m0(p),W (p, a1), . . . ,W (p, an),W (a1, p), . . . W (an, p)〉.
Sous cette représentation, tout vecteur de N2n+1 représente alors une place de

réseau. Nous adopterons les notations suivantes :
– <p, •a> pour W (p, a),
– <p, a•> pour W (a, p),
– <p, a> pour W (a, p)−W (p, a).

Nous étendons cette notation à toute séquence de transitions u = a1, . . . am avec
<p, u> = Σk∈[1,m]<p, ak>. Avec cette notation, une place p est identifiée au vecteur

p = 〈m0(p), <p, •a1>, . . . , <p, •an>, <p, a•1>, . . . , <p, a•n>〉
La relation de tir s’exprime alors en fonction de <p, .> :

m[a〉 ssi ∀p ∈ P,m(p)− <p, •a> ≥ 0 (1.1)
m[a〉m′ ssi m[a〉 et ∀p ∈ P,m′(p) = m(p) + <p, a> (1.2)

4Rappelons que les réseaux que nous considérons sont non-étiquetés.
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et dans le cas d’une séquence de tir u ∈ Σ∗, nous avons :

m[u〉m′ ssi m[u〉 et m′(p) = m(p) +
∑
a∈Σ

|u|a.<p, a> (1.3)

Lorsqu’on utilise la représentation des places sous forme de vecteur, les places
suffisent alors à définir le réseau. Nous donnons une nouvelle définition de réseau
de Petri utilisant cette représentation.

Définition 1.4.16 (Réseau de Petri sous forme vectorielle). Un réseau de
Petri initialisé sous forme vectorielle sur l’alphabet Σ est un ensemble de places
{p1, . . . , pk} où chaque place est un vecteur de dimension 2.n + 1.

En utilisant cette représentation, il nous est possible de définir facilement l’en-
semble d’opérations suivantes :

– la suppression d’une place p dans un réseau N est la construction du réseau
N \ {p},

– l’ajout d’une place p dans un réseau N est la construction du réseau N ∪{p},
– la substitution d’une place p par une place p′ dans un réseau N est la

construction du réseau N ∪ {p′} \ {p}.
Exemple 1.4.17. Les réseaux initialisés (N ,m0) et (N 1,m1

0) des Figures 1.2
et 1.4 sur l’alphabet {t1, t2, t3} se représentent de manière vectorielle comme suit :

(N ,m0) =



〈1, 0, 1, 0, 1, 0, 0〉,
〈2, 0, 2, 0, 0, 0, 2〉,
〈0, 1, 0, 0, 1, 1, 0〉,
〈0, 0, 0, 1, 0, 2, 0〉




(N 1,m1
0) =



〈1, 1, 1, 0, 1, 0, 0〉,
〈0, 0, 0, 1, 1, 0, 0〉,
〈1, 0, 0, 1, 0, 1, 1〉




Lorsque N = N1
⊎N2, et que m est un marquage de N , on note m|N1 la

restriction de m aux places de N1.

Proposition 1.4.18. Si (N ,m0) est un réseau initialisé tel que N = N1 ∪ N2,
alors G(N ,m0) est isomorphe au produit synchrone G(N1,m0|N1)×G(N2,m0|N2).

Démonstration. On montre que η tel que η(m) = (m|N1 ,m|N2) est un isomor-
phisme. Lorsque m

a→ m′, par définition m[a〉m′, nous avons alors pour tout
p ∈ N , m(p) − <p, •p> ≥ 0 et m′(p) = p + <p, a> ; ceci est vrai pour p ∈ N1
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comme pour p ∈ N2. Par conséquent m|N1 [a〉m′|N1 et m|N2 [a〉m′|N2, ce qui en-
trâıne η(m) a→ η(m′).
Réciproquement, lorsque (m|N1 ,m|N2)

a→ (m′|N1 ,m
′|N2), par définition du pro-

duit synchrone et du graphe des marquages (Définitions 1.3.6 et 1.4.5), nous avons
m|N1[a〉m′|N1 et m|N2[a〉m′|N2 . Puisque N = N1 ∪ N2, il en résulte m[a〉m′, donc

η−1(m|N1,m|N2)
a→ η−1(m′|N1 ,m

′|N2).

Puisque η(m0) = (m0|N1 ,m0|N1), les marquages accessibles de G(N ) depuis m0

sont exactement les sommets de G(N1) × G(N2) accessibles depuis η(m0), η est
alors un isomorphisme.

Proposition 1.4.19. Si (N ,m0) est un réseau initialisé tel que N = N1 ∪ N2,
alors L(N ,m0) = L(N1,m0|N1) ∩ L(N2,m0|N2).

Démonstration. La démonstration est immédiate par les Propositions 1.3.8 et 1.4.18.

Étant donné un réseau initialisé (N ,m0), la Proposition 1.4.19 nous permet
de décomposer le langage de (N ,m0) de la manière suivante :

L(N ,m0) =
⋂

p∈N
L({p},m0|{p}).

De même, la Proposition 1.4.18 nous permet de décomposer le graphe des
marquages de (N ,m0) où N = {p1, . . . , pk} de la manière suivante :

G(N ,m0) est isomorphe à G({p1},m0|{p1})× . . .× G({pk},m0|{pk}).

1.4.4 Quelques sous-classes des réseaux de Petri

De très nombreuses sous-classes de réseaux de Petri ont été étudiées, nous ne
présenterons ici que les sous classes utilisées dans cette thèse. Pour un inventaire
plus complet, le lecteur pourra se référer à [Mur89]. Nous noterons PN pour la
classe des réseaux de Petri (non-étiquetés) ainsi que LPN pour celle des réseaux
de Petri étiquetés.

1.4.4.1 Sous-classes dépendant du marquage initial

Il existe quantité de sous-classes de réseaux de Petri dépendant du marquage
initial. Nous ne présentons ici que celles qui concernent l’existence d’une borne
pour les marquages durant toute séquence de tir.
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Définition 1.4.20 (Sous-classes de réseaux initialisés). Soit (N ,m0) un
réseau de Petri initialisé. Nous définissons les sous-classes suivantes :

– PNB : la classe des réseaux bornés ; (N ,m0) est un réseau borné si et seule-
ment si il existe une borne b telle que pour tout marquage accessible m
depuis m0 et pour toute place p, m(p) ≤ b.

– PNkB : la classe des réseaux k-bornés (pour k ∈ N donné) ; (N ,m0) est un
réseau k-borné si et seulement si pour tout marquage accessible m depuis
m0 et pour toute place p, m(p) ≤ k.

– PNSF : la classe des réseaux saufs ; PNSF = PN1B.

Lorsqu’un réseau (N ,m0) est borné ((N ,m0) ∈ PNB), alors il existe k tel que
(N ,m0) ∈ PNkB. Plus généralement, nous pouvons définir PNB par :

PNB =
⋃
k∈N

PNkB

Remarque 1.4.21. La classe PNkB pour un k donné est finie : toute place
p vérifie nécessairement m0(p) ≤ k et pour toute transition a, <p, •a> ≤ k et
<p, a•> ≤ k. Par conséquent, il existe au plus (2.|Σ|+ 1)k+1 places de réseaux, ce
qui entrâıne :

|PNkB| ≤ 2(2.|Σ|+1)k+1
et en particulier |PNSF| ≤ 2(2.|Σ|+1)2 .

1.4.4.2 Sous-classes à caractérisation structurelle

Une restriction C de la classe PN est dite structurelle si elle ne concerne pas
le marquage initial du réseau. On dira alors indifféremment que N appartient à
la classe C ou que (N ,m0) appartient à C.

Définition 1.4.22 (Sous-classes structurelles de PN). Soit N un réseau de
Petri. Nous définissons quelques sous classes de réseaux de Petri indépendantes
du marquages initial.

– PNSB : la classe des réseaux de Petri structurellement bornés ; N est struc-
turellement borné si et seulement si pour tout marquage initial m0, il existe
une borne b telle que pour tout marquage accessible m depuis m0 et pour
toute place p, m(p) ≤ b.

– PNO : la classe des réseaux de Petri ordinaires ; N est ordinaire si et seule-
ment si tous ses arcs ont un poids égal à 1.

– PNGM : la classe des graphes d’événements (marked graphs en anglais) ; N
est un graphe marqué si et seulement si N est un réseau ordinaire et chaque
place a exactement une transition en entrée et une transition en sortie :
|•p| = |p•| = 1.
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(a)

2

2 2

(b)

(c) (d) (e)

(f) (g) (h)

Fig. 1.8 – Exemples de réseaux de Petri de différentes sous-classes.
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PNSF

PNkBPNSB

PNB

PN

LPN

PNGM

PNO

Fig. 1.9 – Hiérarchie d’expressivité des classes de réseaux de Petri.

1.4.4.3 Hiérarchie des sous-classes

Exemple 1.4.23. Parmi les réseaux présentés dans la Figure 1.8 :
– le réseau (a) est dans PNB et plus précisément dans PN2B, mais pas dans

PNSB,
– le réseau (b) est dans PNO, mais ni dans PNB, ni dans PNGM,
– le réseau (c) est dans PNO et PNSB mais pas dans PNGM ni PNSF,
– le réseau (d) est dans PNSF et PNSB mais pas dans PNGM,
– le réseau (e) est dans PNSF, PNSB et PNGM,
– le réseau (f) est dans PNGM et PNSB mais pas dans PNSF,
– le réseau (g) est dans PNGM mais pas dans PNSB

– le réseau (h) est dans PNSF mais pas dans PNSB

Nous avons déjà vu que PN � LPN. Par définition, nous avons également les
inclusions de classes suivantes :

PNSF ⊂ PNkB ⊂ PNB,PNSB ⊂ PNB,PNSF ⊂ PNO,PNGM ⊂ PNO.

Les réseaux de l’Exemple 1.4.23 nous permettent d’affirmer que ces inclusions sont
strictes. Nous obtenons alors la hiérarchie présentée sur la Figure 1.9.

Proposition 1.4.24 (Caractérisation de PNSB [Mur89]). Le réseau N =
{p1, . . . , pm} appartient à PNSB si et seulement si il existe λ1, . . . , λm tous stric-
tement positifs tels que Σi∈[1,m]λi.pi ≤ 0.
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1.5 La synthèse de réseaux de Petri, méthode des régions

Nous présentons ici de manière succincte la méthode de synthèse de réseaux
de Petri décrite dans [Dar04]. Nous détaillons les méthodes et les résultats concer-
nant la synthèse de réseaux à partir d’un langage. En effet, les logiques considérés
dans ce document ne font pas de distinction entre deux modèles qui possèdent le
même langage (voir la notion de bisimulation, Section 2.1.2, page 34) ; les méthodes
de synthèse à isomorphisme près sont alors inadaptées à la synthèse à partir de
spécifications logiques.

Le problème de synthèse est alors ici, pour une classe C de langages donnée,
de décider uniformément, à partir d’un langage L ∈ C clos par préfixe, s’il existe
un réseau initialisé (N ,m0) ∈ PN tel que L(N ,m0) = L et, dans l’affirmative, de
construire un tel réseau.

1.5.1 Procédure de synthèse

La méthode présentée ici utilise la représentation vectorielle des réseaux de Pe-
tri et la décomposition de la Proposition 1.4.19. Fixons l’alphabet Σ = {a1, . . . , an}.

Définition 1.5.1 (Réseau atomique). Un réseau est atomique lorsqu’il est com-
posé d’une unique place.

Définition 1.5.2 (Régions). Soit un mot u ∈ Σ∗, un réseau atomique (N ,m0) =
{p} est une région de u si u ∈ L(N ,m0). Soit L ⊆ Σ∗, un réseau atomique
(N ,m0) = {p} est une région de L si (N ,m0) est une région de chaque mot
u ∈ L.

Proposition 1.5.3 ([Dar04]). Le langage L est le langage d’un réseau de Pe-
tri si et seulement si l’ensemble des régions de L contient un sous-ensemble fini
{p1, . . . , pm} tel que pour tout a ∈ Σ et pour tout u ∈ L, si u.a /∈ L, alors il existe
i tel que {pi} n’est pas une région de u.a. Lorsque cette condition est satisfaite,
L = L(N ,m0) avec (N ,m0) = {p1, . . . , pm}.

À partir de la Proposition 1.5.3, il est possible de définir une la procédure de
synthèse suivante :

Procédure 1.5.4 (Procédure de synthèse). La procédure de synthèse pour
une classe C de langages se décompose en deux étapes :
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(i) calculer une représentation effective de l’ensemble des régions d’un langage
L, sachant que cet ensemble est toujours infini5.

(ii) décider si un sous-ensemble fini de ces régions suffit à rejeter tous les mots
minimaux (pour l’ordre préfixe) de Σ∗ \ L sachant que ces mots peuvent
former un ensemble infini.

Afin de répondre à l’étape (i), il est nécessaire de restreindre la classe C. La
restriction proposée dans [Dar04] consiste à imposer la semi-linéarité, pour tout
langage L ∈ C, de l’image commutative [L]. Une deuxième restriction plus forte est
ajoutée : les dérivations à droite L/ai

, avec ai ∈ Σ et L/ai
= {u ∈ Σ∗ | u.ai ∈ L},

sont telles que pour tout ai ∈ Σ, [L/ai
] est semi-linéraire.

Soit u.a un mot de L, avec u ∈ Σ∗ et a ∈ Σ. D’après les relations de tir (1.1)
et (1.2) page 21, pour un réseau atomique (N ,m0) = {p}, sous la condition
m0[u〉m, la relation m0[u.a〉 s’écrit :

m0(p) +
∑
b∈Σ

|u|b × <p, b> ≥ <p, •a> (1.4)

Rappelons qu’une place p est un vecteur :

p = 〈m0(p), <p, •a1>, . . . , <p, •an>, <p, a•1>, . . . , <p, a•n>〉
Toute place p peut être identifiée à un vecteur x de dimension 2.n + 1 sur N.

Notons
x = 〈x0, . . . , xn, xn+1, . . . x2n+1〉

Le vecteur x est une région de L si et seulement si pour tout mot u.aj ∈ L

x0 +
∑

i∈[1,n]

|u|ai × (xn+i − xi) ≥ xj (1.5)

Ce résultat provient de l’Inéquation (1.4) et du fait que L est clos par préfixe.
En effet, si l’Inégalité (1.5) est vérifiée pour tout u.aj ∈ L, alors pour tout v ∈ L,
nous avons m0[v′〉 pour tout préfixe v′ de v (puisque v′ ∈ L) et par conséquent
m0[v〉.

En utilisant l’hypothèse que toutes les dérivations à droite L/aj
ont une image

commutative semi-linéaire, nous pouvons exprimer :

[L/aj
] =

D⋃
d=1

(ed + (Fd)∗),

5Touts les vecteurs de places du type 〈n, 0, . . . , 0〉 pour n ∈ N sont des régions de tout langage.
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avec D ∈ N, ed un vecteur de Zn, Fd un sous ensemble fini de vecteurs de Zn et
(Fd)∗ est le plus petit sous monöıde de Nn contenant Fd (voir Définition 1.3.3).
Sous cette notation, l’ensemble fini d’inéquations∑

i∈[1,n]

ed[i]× (xn+i − xi) ≥ xj − x0 (1.6)

∑
i∈[1,n]

f [i]× (xn+i − xi) ≥ 0 (1.7)

avec f parcourant Fd, suffit à exprimer que x est une région de L/aj
. Les Inéquations (1.6)

et (1.7) sont en fait la reformulation de l’Inéquation (1.5) exprimée pour tout u.aj

avec u ∈ L/aj
.

Puisque l’ensemble des Inéquations (1.6) et (1.6) est fini, et que L =
⋃

j∈[1,n] L/aj
.aj ,

alors nous avons un système fini d’inéquations.

Soit H le système composé de l’ensemble des Inéquations (1.6) et (1.6) pour
tout [L/aj

], augmenté des contraintes xk ≥ 0 pour tout k ∈ [0, 2n]. En plongeant ce
système dans l’ensemble Q des rationnels, les solution deH dans Q2n+1 forment un
cône rationnel muni d’un ensemble fini de générateurs x1, . . . ,xm (voir [Sch86]).
Un vecteur x est alors solution de H si et seulement si x = Σi∈[1,m]qlxl où les
coefficients ql sont des rationnels positifs. De plus, il est possible de calculer un
ensemble minimal de générateurs x1, . . . ,xm en utilisant l’algorithme de Cherni-
kova [Che65] ; ces vecteurs forment un ensemble de rayons extrémaux du cône de so-
lutions de H. Nous supposerons pour la suite que les xl sont des vecteurs de N2n+1

(leurs composantes sont positives, et il est possible, sans perdre de généralité, de
les multiplier par un rationnel positif ql pour les ramener dans N2n+1). Nous avons
alors une représentation finie de l’ensemble des régions de L :

x ∈ N2n+1 est une région de L ssi x = Σi∈[1,m]qlxl

où les ql désignent des rationnels positifs.

Considérons le réseau {x1, . . . ,xm} composé des rayons extrémaux de H, nous
le nommerons (NL,mL

0 ) dans la suite.

Proposition 1.5.5 (Darondeau [Dar04]). Le langage L(NL,mL
0 ) est le plus

petit langage de réseau contenant L.

L’étape (ii) de la Procédure 1.5.4 consiste à décider de l’égalité L(NL,mL
0 ) = L.

La décision est donnée par la proposition suivante :
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Proposition 1.5.6 (Darondeau [Dar04]). Lorsque [L \ L/ai
] est semi-linéaire

pour tout i ∈ [1, n], l’égalité L(NL,mL
0 ) = L est décidable.

Les hypothèses qui sont la semi-linérité de [L/ai
] et de [L \ L/ai

] sont vérifiées
pour deux classes particulières de langages : les langages rationnels et les langages
context-free déterministes. D’où

Théorème 1.5.7 (Darondeau [Dar04]). La synthèse de réseaux de Petri est
décidable pour les langages rationnels et les langages context-free déterministes.

1.5.2 Intervalles de langages

Nous donnons enfin le résultat qui constitue le point de départ de cette thèse :
la satisfiabilité des intervalles de langages sur la classe des réseaux de Petri.

Théorème 1.5.8. Le problème Sat(INTΣ,PN) est décidable.

Ce dernier théorème est une conséquence de la partie consacrée au contrôle
dans [Dar04]. Il repose sur la Proposition 1.5.5 et sur le fait qu’il est possible
de décider L(N ,m0) ⊆ L′ pour un langage rationnel clos par préfixe L′ ; cette
décidabilité est une conséquence directe du problème d’atteignabilité dans les
réseaux de Petri, lui même décidable [May84].

Les intervalles de langages constituent un système de spécifications simple pour
lequel la satisfiabilité est décidable. La méthode de synthèse repose sur la donnée
d’un sous-langage L du réseau à synthétiser, sur la possibilité de construire le
réseau possédant le plus petit langage de réseau contenant L et sur la possibilité
de vérifier L(N ,m0) ⊆ L′ pour le réseau (N ,m0) ainsi construit.
Nous montrons dans le Chapitre 3 qu’il est possible d’étendre ce résultat à certaines
spécifications qui correspondent à la donnée d’un ensemble infini d’intervalles de
langages.
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L’objet de ce chapitre est l’étude des problèmes Sat(S,C) et Marq(S,C)
lorsque S est le Mu-Calcul (noté Lµ) et C = PN. Dans un premier temps, nous
introduisons le Mu-Calcul doté d’une sémantique sur les processus. Nous mon-
trons ensuite que le problème Sat(Lµ,PN) est indécidable en réduisant à celui-
ci un problème concernant les machines à compteurs. Nous montrons, avec une
méthode similaire, que le problème Marq(Lµ,C) est indécidable lorsque C est
l’une des classe suivante : LPN, PN, PNB, PNSB, PNO, ou PNGM. Nous propo-
sons enfin une sémantique pour Lµ orientée vers les langages.

2.1 Le Mu-Calcul

Les logiques temporelles ont été introduites pour la spécification, l’analyse et
la vérification de systèmes dits réactifs [MP92b]. Parmi les logiques dites du temps
arborescent (qui énoncent des propriétés sur l’ensemble des exécutions possibles
d’un système), et par opposition aux logiques du temps linéaire (qui énoncent des
propriétés sur une exécution possible d’un système), nous nous intéressons au Mu-
Calcul qui est la plus expressive ; en particulier, Lµ est strictement plus expressive
que CTL∗. L’origine du Mu-Calcul dans la littérature est multiple, une référence
principale étant l’introduction du Mu-Calcul modal par Kozen dans [Koz83].

Une logique temporelle peut être propositionnelle où modale ; dans le premier
cas, le système à étudier est “décoré” par des propositions sur ses états, sur les-
quelles s’appuient les énoncés logiques ; dans le second cas, les énoncés logiques
s’appuient sur les étiquettes des transitions du système1. L’introduction de pro-
positions sur les réseaux de Petri est malaisée ; en effet, il est difficile de poser
des propositions sur les états du processus associé à un réseau de Petri. Dans la
littérature, les propositions le plus souvent utilisée sont alors des propositions en
rapport avec les comportements possibles du réseau (telle action est active), ou
avec le contenu des places (telle place est vide). Ces propositions n’apportent en
général aucune expressivité : il est possible de les simuler par des énoncés en lo-
gique modale. Nous choisissons donc de ne présenter ici que le Mu-Calcul modal,
dépourvu de propositions.

2.1.1 Syntaxe et sémantique du Mu-Calcul

Dans cette partie, Σ = {a, b, . . .} est un alphabet fini et V ar = {X,X1,X2, . . .}
est un ensemble fini de variables.

1Une logique peut également être modale et propositionnelle, bien que cela n’apporte pas de
gain d’expressivité.



Sect. 2.1 – Le Mu-Calcul 33

2.1.1.1 Syntaxe du Mu-Calcul

Définition 2.1.1 (Syntaxe du Mu-Calcul). L’ensemble des formules du Mu-
Calcul est noté Lµ et est défini par la grammaire suivante :

(Lµ �) β1, β2 ::= true |X | 〈a〉β1 | ¬β1 |β1 ∨ β2 |µX.β1(X)

où a ∈ Σ et, pour assurer l’existence de points fixes, on requiert que la variable
X soit sous la portée d’un nombre pair de symboles de négations ¬ dans β1(X)
pour toute formule µX.β1(X). On requiert également que toute occurrence d’une
variable X soit gardée, c’est à dire sous la portée d’un opérateur 〈a〉.

Nous utilisons les notations usuelles suivantes :

false
def= ¬true →a def= 〈a〉true

[a]β1
def= ¬〈a〉(¬β1) �→a def= [a]false

β1 ∧ β2
def= ¬(¬β1 ∨ ¬β2) νX.β1(X) def= ¬µX.¬β1(¬X)

β1 ⇒ β2
def= ¬β1 ∨ β2

Dans une sentence µX.β(X) (resp. νX.β(X)), l’expression µ.X (resp. νX.) est
nommée opérateur liant (binding operator en anglais) de la variable X ; on le note
θX et on dit qu’il est de type µ (resp. ν).

Une sentence est une formule du Mu-Calcul sans variable libre : chaque variable
X est sous la portée d’un opérateur µ.X ou ν.X.

2.1.1.2 Sémantique sur les processus

L’interprétation d’une formule du Mu-Calcul sur un processus est le sous-
ensemble des états du processus qui satisfont la formule relativement à une valua-
tion donnée val des variables libres de la formule.

Définition 2.1.2 (Sémantique du Mu-Calcul). Une formule β ∈ Lµ est in-
terprétée sur un processus P =< S, s0, t > relativement à une valuation val :
V ar → 2S par l’ensemble [[[ α ]]]val

P ⊆ S défini inductivement par :

[[[ true ]]][val]
P = S

[[[ X ]]][val]
P = val(X)

[[[ ¬β ]]][val]
P = S \ [[[ β ]]][val]

P
[[[ β1 ∨ β2 ]]][val]

P = [[[ β1 ]]]val
P ∪ [[[ β2 ]]]val

P
[[[ 〈a〉β ]]]val

P = {s ∈ S | ∃s′ : t(s, a) = s′ et s′ ∈ [[[ β ]]]val
P }

[[[ µX.β(X) ]]]val
P =

⋂{V ⊆ S | [[[ β ]]]val(V/X)
P ⊆ V }
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où val(V/X) : V ar → 2S est la valuation val(V/X)(X ′) = V (X ′) pour tout va-
riable X ′ ∈ V ar telle que X ′ �= X et val(V/X)(X) = V .

L’interprétation [[[ µX.β(X) ]]]val
P (respectivement [[[ νX.β(X) ]]]val

P ) est alors le
plus petit (resp. plus grand) point fixe de la fonction de 2S dans 2S qui associe à
U l’ensemble [[[ β(X) ]]]val(U/X)

P .

Remarquons que la sémantique des sentences de Lµ est indépendante de la
valuation val. On note alors [[[β ]]]P pour l’interprétation d’une sentence β relative-
ment à n’importe quelle valuation. On dit que le processus P satisfait la sentence
β (notation P |= β) si l’état initial s0 de P appartient à [[[ β ]]]P .

2.1.2 Mu-Calcul et Bisimulation

Définition 2.1.3 (Bisimulation [Par81]). Soit P1 = 〈S1, s
1
0, t1〉 et P2 = 〈S2, s

2
0, t2〉

deux processus sur l’alphabet Σ, une bisimulation entre P1 et P2 est une relation
binaire ρ ⊆ S1 × S2 telle que (s1, s2) ∈ ρ et

– pour tout a ∈ Σ et pour toute transition s1
a→ s′1, il existe un état s′2 ∈ P2

tel que s2
a→ s′2 et (s′1, s

′
2) ∈ ρ,

– et vice-versa, pour tout a ∈ Σ et pour toute transition s2
a→ s′2, il existe un

état s′1 ∈ P1 tel que s1
a→ s′1 et (s′1, s

′
2) ∈ ρ.

On dit que les états s1 ∈ S1 et s2 ∈ S2 sont bisimilaires lorsqu’il existe une
bisimulation ρ entre P1 et P2 telle que (s1, s2) ∈ ρ. On dit que les processus P1 et
P2 sont bisimilaires lorsque s1

0 et s2
0 sont bisimilaires.

La bisimulation est une relation d’équivalence sur les processus.

Proposition 2.1.4 (Mu-Calcul et processus bisimilaires [JW96]). Soient
P1 et P2 deux processus bisimilaires. Pour toute sentence β de Lµ, P1 |= β si et
seulement si P2 |= β.

2.1.3 Expressivité du Mu-Calcul

Le Mu-Calcul est une logique temporelle particulièrement expressive ; il est par
exemple plus expressif que CTL ou CTL∗. En particulier [JW96] montre que les
propriétés que l’on peut décrire en Mu-Calcul sont exactement les propriétés qui
sont exprimables en logique Monadique du Second Ordre (logique MSO) et qui
ne distinguent pas deux modèles bisimilaires.
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Exemple 2.1.5. On montre quelques propriétés exprimables dans Lµ :

– un processus satisfait la sentence µX.
∨

a∈Σ〈a〉X∨ �→b si il existe un chemin
fini du processus atteignant un état ne possédant pas de transition sortante
étiquetée par b ;

– un processus satisfait la sentence µX.
∧

a∈Σ[a]X ∨ 〈b〉 si tout chemin du
processus passe par un état possédant une transition sortante étiquetée par b,
ou peut être prolongé pour atteindre un état possédant une transition sortante
étiquetée par b ;

– un processus satisfait la sentence νX.
∨

a∈Σ[a]X ∧〈b〉 si tout chemin du pro-
cessus ne passe que par des états possédant une transition sortante étiquetée
par b ;

– un processus satisfait la sentence νX.µY.
∨

a∈Σ(〈a〉(X∧(Y ∨〈b〉) s’il existe un
chemin infini du processus passant infiniment souvent par des états possédant
une transition sortante étiquetée par b ;

Nous définissons un fragment particulier de Lµ : le Mu-Calcul sans alternation
(alternation-free Mu-Calculus en anglais), noté afLµ : une sentence β est sans al-
ternation lorsque pour toute variable X de β, l’opérateur liant θX a le même type
que tout opérateur liant sur le chemin syntaxique de β entre X et θX.

Le fragment afLµ est strictement moins expressif que Lµ ; ce fragment reste ce-
pendant toujours strictement plus expressif que CTL∗. Le fragment afLµ présente
des avantages de complexité puisque son problème de Satisfiabilité est polynomial.

2.1.4 Systèmes d’équations du Mu-Calcul

Nous donnons une version restreinte du concept de systèmes d’équations de Lµ

qui nous permet d’exprimer de manière concise certaines sentences particulières
de Lµ. Pour plus de détails le lecteur pourra se référer à [AN01]. Soit n un entier et
φ1, . . . φn un ensemble de formules de Lµ avec X1, . . . Xn comme variables libres.
Les systèmes que l’on considère sont de la forme :

X1 = φ1(X1, . . . ,Xn)
...

...
Xn = φn(X1, . . . ,Xn)

Nous interprétons ici un tel système, pour un processus P =< S, s0, t > comme
un sous ensemble de (2S)n ; une solution est alors un vecteur < V1, . . . , Vn > de
(2S)n. Parmi l’ensemble des solutions, nous considérons uniquement la plus petite
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(au sens de l’inclusion) ou la plus grande ; le système peut alors être exprimé
comme un point fixe, avec θ ∈ {ν, µ}, de la manière suivante :

< V1, . . . , Vn >= [[[ θ < X1, . . . ,Xn > . < φ1, . . . , φn > (< X1, . . . ,Xn >) ]]]P

Ce système peut être résolu de manière symbolique, indépendemment d’une
quelconque interprétation, en utilisant le principe d’élimination de Gauss (qui est
une conséquence du principe généralisé de Bekic̆). La résolution symbolique du
système est la construction de n sentences de Lµ, Ψ1, . . . ,Ψn, telles que pour tout
processus P =< S, s0, t > et pour tout 1 ≤ i ≤ n, [[[ Ψi ]]]P est la ie composante de
la solution du système interprété sur P, c.-à-d. [[[ Ψi ]]]P = Vi. Nous notons :

< Ψ1, . . . ,Ψn >= θ < X1, . . . Xn > . < φ1, . . . , φn > (< X1, . . . ,Xn >)

Proposition 2.1.6 (Principe d’élimination de Gauss). Soit φ1 et φ2 deux for-
mules de Lµ, avec X1 et X2 comme variables libres ; soit ψ1(X2) = θX1.φ1(X1,X2),
avec θ ∈ {ν, µ} et soit

< Ψ1,Ψ2 >= θ < X1,X2 > . < φ1, φ2 > (< X1,X2 >).

Alors Ψ2 = θX2.φ2(ψ1(X2),X2) et Ψ1 = ψ1(Ψ2).

Cette proposition permet de calculer récursivement

< Ψ1, . . . ,Ψn >= θ < X1, . . . ,Xn > . < φ1, . . . , φn > (< X1, . . . ,Xn >)

en utilisant l’algorithme suivant :

Algorithme 2.1.7 (Calcul des solutions symboliques). ˜

1. calculer ψ1(X2, . . . Xn) = θX1.φ1(X1, . . . ,Xn),

2. calculer

< Ψ2, . . . ,Ψn >= θ < X2, . . . Xn > . < φ2, . . . φn > (< ψ1(X2, . . . Xn),X2 . . . ,Xn >)

suivant la même méthode,

3. calculer Ψ1 = ψ1(Ψ2, . . . ,Ψn).
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Tab. 2.1 – Résultats principaux du Mu-Calcul sur les réseaux de Petri

Model-Checking Satisfiabilité

LPN Indécidable [Esp97] Décidable [Rab72, Eme85]

PN Indécidable [Esp97] ?

2.2 Mu-Calcul et réseaux de Petri

2.2.1 Notations

Soit Σ un alphabet. Nous interprétons les formules de Lµ sur les graphes de
marquages de réseaux de Petri, qui sont considérés ici comme des processus. Soit
(N ,m0) un réseau de Petri initialisé, on dit que (N ,m0) satisfait une formule φ
de Lµ lorsque G(N ,m0) |= φ ; on adoptera pour la suite la notation (N ,m0) |= φ
pour G(N ,m0) |= φ.

On rappelle que lorsque (N , l,m0) est un réseau de Petri étiqueté initialisé de
LPN, les transitions de G(N , l,m0) sont étiquetés sur Σ par l. Lorsque (N ,m0)
est un réseau de Petri non étiqueté de PN, les transitions de G(N ,m0) sont les
transitions de N qui sont confondues avec les éléments de Σ.

2.2.2 Model-Checking et Satisfiabilité

Nous rappelons les principaux résultats connus concernant les problèmes MC(Lµ,C)
et Sat(Lµ,C) lorsque C ∈ {LPN,PN} ; le Tableau 2.1 résume ces résultats.

1. MC(Lµ,LPN) : ce problème a été montré indécidable par J. Esparza [Esp97].
Ce résultat repose sur une réduction du problème de l’arrêt d’une machine
de Minsky.

2. Sat(Lµ,LPN), la décidabilité de ce problème est immédiate au regard des
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a b

2 2

Fig. 2.1 – Une place du réseau N .

deux faits suivants : Fait1) Lµ a la propriété du modèle fini2. Fait2) La classe
des processus fini est strictement incluse dans la classe des graphes des mar-
quages de réseaux de Petri étiquetés (voir Proposition 1.4.14 page 19). Par
conséquent le problème de satisfiabilité sur la classe des réseaux de Petri
étiquetés n’est pas plus difficile que le problème de satisfiabilité sur la classe
des processus finis qui est décidable [Rab72, Eme85].

3. MC(Lµ,PN) : ce problème est très similaire à celui du model checking des
réseaux de Petri étiquetés. Il a été montré indécidable par J. Esparza [Esp97].

4. Sat(Lµ,PN) : à notre connaissance, ce sujet n’a pas encore été considéré.
Nous montrons dans ce chapitre que ce problème est indécidable. La preuve
complète est présentée dans la suite.

Le Mu-Calcul, lorsqu’il est interprété sur la classe des réseaux de Petri (non
étiquetés) ne vérifie pas la propriété du modèle fini dans le sens où il existe des
sentence de Lµ dont toutes les solutions sont des réseaux dont le graphe des mar-
quages est infini. L’exemple suivant illustre ce point.

Exemple 2.2.1. Soit φ la sentence de Lµ sur l’alphabet Σ = {a, b} définie comme
suit :

φ = νX.〈a〉X ∧ νX.〈a〉〈b〉X∧ �→b

Un processus P satisfait la sentence φ si et seulement si :
(1) il existe un chemin infini étiqueté par aω dans P,
(2) il existe un chemin infini étiqueté par (a.b)ω dans P,
(3) l’état initial de P ne possède pas de transition sortante étiquetée par b.

Cette sentence se “traduit” sur la classe des réseaux non-étiquetés par : un réseau
(N ,m0) satisfait φ si et seulement si

2On rappelle que cette propriété énonce l’existence d’un modèle fini (processus fini) de toute
formule satisfiable
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(i) le langage de N contient le langage a∗

(ii) le langage de N contient le langage (a.b)∗

(iii) il existe une place p de N qui inactive la transition b au marquage m0.

où les conditions (i), (ii) et (iii) se déduisent respectivement des conditions (1),
(2) et (3).
De (i) nous déduisons pour tout place p de N :

<p, a•>− <p, •a> ≥ 0 (2.1)
m0(p)− <p, a•> ≥ 0 (2.2)

De (ii) nous déduisons pour tout place p de N :

<p, a•>− <p, •a> + <p, b•>− <p, •b> ≥ 0 (2.3)
m0(p) + <p, a•>− <p, •a>− <p, b•> ≥ 0 (2.4)

De (iii) nous déduisons l’existence d’une place p′ telle que

m0(p′)− <p′, b•> < 0 (2.5)

cette place p′ vérifiant les Inéquations (2.4) et (2.5), nous en déduisons

<p′, a•>− <p′, •a> > 0

Par conséquent N possède une place p′ similaire à la place de la Figure 2.1 ;
puisque a∗ appartient au langage de N , et que la transition a incrémente stricte-
ment le marquage de la place p′, il en résulte que le graphe des marquages de N
est infini (les marquages de la place p′ peuvent être arbitrairement grands).
Le réseau composé de l’unique place qui est celle de la Figure 2.1 est un exemple
de modèle de φ.

2.3 Machines à compteurs

Nous présentons dans cette section les machines de Minsky [Min67] également
nommées machines à compteurs. Nous énonçons un problème indécidable concer-
nant les machines à compteurs que nous utiliserons par la suite pour démontrer
l’indédicabilité du problème Sat(Lµ,PN).

Définition 2.3.1. Une machine à compteurs est un tuple

({q0, . . . , qn+1}, {c0, . . . , cm}, {δ0, . . . , δn})
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où les ci sont les compteurs, les qk sont les états ; q0 est l’état initial et qn+1 est
l’unique état final. Pour tout 0 ≤ k < n+1, δk est la règle de transition associée à
l’état qk ; puisque qn+1 est final, il ne possède pas de règle de transition. Les états
sont typés : chaque état est soit de type I soit de type II.

Un état est de type I si sa règle de transition s’exprime comme suit (pour
i ∈ [0,m] et k ∈ [1, n]) :

ci := ci + 1; goto qk

ou il est de type II, auquel cas sa règle de transition s’exprime comme suit (pour
i ∈ [0,m] et k, k′ ∈ [1, n]) :

if ci = 0 then (ci := ci + 1; goto qk) else (ci := ci − 1; goto qk′)

Une configuration J de M est un tuple (qk, j0, . . . , jm) où qk est un état
et j0, . . . , jm sont des entiers positifs qui désignent les valeurs des compteurs.
Une configuration initiale est une configuration de la forme (q0, j0, . . . , jm). Une
exécution de M pour une configuration J est une séquence de configurations dont
le premier élément est J , et telle que tout couple de configurations consécutives
(qk, j0, . . . jm) et (q′k, j

′
0, . . . j

′
m) dans le séquence vérifie : les valeurs q′k, j

′
0, . . . j

′
m

sont le résultat de l’application de la règle de transition δk lorsque les valeurs des
compteurs c0, . . . , cm sont respectivement j0, . . . jm. Remarquons qu’une machine
M a une unique exécution pour une configuration donnée J puisqu’à chaque état
est associé une unique règle de transition déterministe.

On dit que M termine pour la configuration J si et seulement si son exécution
contient une configuration de la forme (qn+1, j0, . . . , jm) (rappelons que qn+1 est
final) ; de manière équivalente, puisque qn+1 est l’unique état ne possédant pas de
règle de transition, M termine si l’exécution de M pour J est finie.
Soit M une machine à compteurs, nous définissons le langage de M comme l’en-
semble des configurations J telles que l’exécution de M termine pour J .

Remarque 2.3.2. La Définition 2.3.1 diffère légèrement de celle de [Min67] où la
définition de la règle de transition d’un état ql de type II est :

if ci = 0 then goto qk else (ci := ci − 1; goto qk′) (2.6)

Toutefois, les machines que nous présentons ici contiennent les machines de Minsky
(celles de [Min67]) du point de vue du problème de terminaison : nous expliquons
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ci-dessous comment transformer une machine de Minsky en une machine à comp-
teurs au sens de la Définition 2.3.1 de telle manière que l’ensemble des configu-
rations pour lesquelles les deux machines s’arrêtent cöıncide. Nous transformons
une machine de Minsky M0 donnée en une machine à compteurs M1 comme suit :
M1 est identique à M0 à l’exception des transitions (2.6) de type II qui sont
remplacées par les deux transitions suivantes :

δl = if ci = 0 then ci := ci + 1; goto ql′ else (ci := ci − 1; goto qk′)

δl′ = if ci = 0 then ci := ci + 1; goto ql′ else (ci := ci − 1; goto qk)

où l’état ql′ est un nouvel état “intermédiaire” de type II.
Puisque l’état ql′ est uniquement accessible depuis l’état ql en incrémentant ci,

la première alternative du “if” de δl′ n’est jamais exécutée. Les exécutions de M1 et
M0 sont presque identiques : intuitivement, une exécution de M0 se transforme en
une exécution de M1 en exécutant consécutivement les règles δl et δl′ à la place de
la règle originale (2.6). Réciproquement, par construction lors de chaque exécution
de M1, toute application de δl est immédiatement suivie d’une application de δl′

avec ci �= 0 ; le remplacement de cette séquence de règles par la Règle (2.6) permet
de retrouver l’exécution correspondante dans M0. Finalement M0 termine pour J
si et seulement si M1 termine pour J .

On considère le problème de la vacuité du langage d’une machine à deux comp-
teurs qui s’énonce comme suit :

Problème 2.3.3 (Problème de la vacuité du langage d’une machine à
deux compteurs). Soit M une machine à deux compteurs, existe-t-il une confi-
guration initiale J0 de M telle que M termine pour J0 ?

Puisque les machines à deux compteurs permettent de simuler les machines
de Turing [Min67] et que le problème de la vacuité du langage d’une machine
de Turing est indécidable [HU90], le Problème 2.3.3 est indécidable. Par la Re-
marque 2.3.2, nous obtenons :

Théorème 2.3.4. La vacuité d’une machine à deux compteurs (au sens de la
Définition 2.3.1) est indécidable

2.4 Indécidabilité du problème Sat(Lµ,PN)

Dans un souci de clarté, nous présentons la preuve dans le cas de réseaux
de Petri purs. Nous donnons ensuite la méthode pour obtenir le cas des réseaux
impurs.
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2.4.1 Places de réseaux de Petri pour simuler des compteurs

Dans la suite nous utilisons des places de réseaux de Petri, en conjonction avec
un alphabet spécialisé, pour simuler le comportement de compteurs. Similaire-
ment à un compteur, une place de réseaux de Petri permet de stocker un entier :
la valeur m(p). Nous donnons les définitions qui permettent d’utiliser une place
de réseau de Petri comme un compteur et de tester si sa valeur est égale à zéro.

2.4.1.1 Des places en tant que compteurs

On suppose que l’alphabet Σ contient deux éléments particuliers c+ et c−.
Ces transitions sont choisies pour représenter les mise-à jour du compteur c : la
transition c+ correspond à l’instruction c := c+ 1 et la transition c− correspond à
l’instruction c := c− 1. L’opération qui permet de tester si la valeur du compteur
c est égale à zéro est considéré dans la sous-Section 2.4.1.3.

On note Σ0 pour l’ensemble Σ \ {c+, c−}, d’élément typique a.

Définition 2.4.1 (Place simulant un compteur). Une place p d’un réseau N
simule le compteur c si et seulement si :

<p, c+
> > 0, <p, c−> = −<p, c+

> et <p, a> = 0,∀a ∈ Σ0

D’après cette définition, lorsque la place p simule le compteur c, la valeur m(p)
du compteur c est incrémentée (resp. décrémentée) d’un entier λ = <p, c+> =
−<p, c−> fixé à chaque fois que la transition c+ (resp. c−) est tirée ; de plus la valeur
m(p) reste inchangée lors du tir de tout autre transition de Σ0. Afin de raffiner
la simulation du compteur c, nous donnons quelques techniques pour ramener ce
facteur λ à 1.

Remarque 2.4.2. La Définition 2.4.1 concerne uniquement la structure du réseau,
c.à-d. qu’aucun marquage particulier n’est imposé.

Définition 2.4.3 (Place normalisée simulant un compteur). Une place p
qui simule le compteur c est dite normalisée si et seulement si <p, c+> = 1.

Par définition, une place p normalisée qui simule c vérifie :

<p, c+
> = 1, <p, c−> = −1 et <p, a> = 0,∀a ∈ Σ0



Sect. 2.4 – Indécidabilité du problème Sat(Lµ,PN) 43

Remarque 2.4.4. Un réseau peut posséder plusieurs copies de la place normalisée
qui simule c, et ces places peuvent avoir des marquages différents le long des
séquences de tir. Lorsque l’on s’abstient de considérer les marquages, toutes ces
places sont structurellement identiques, nous notons pc toute place normalisée qui
simule c. Toutefois, comme nous le montrons plus loin, parmi toutes ces places,
seule celle possédant le plus petit marquage initial peut inactiver une transition
le long de n’importe quelle séquence de tir.

Le lemme suivant montre qu’il est toujours possible de remplacer une place qui
simule le compteur c par sa “version normalisée” pc sans modifier le comportement
du réseau.

Lemme 2.4.5. Soit (N ,m0) un réseau de Petri initialisé ; soit p une place de
N qui simule le compteur c, et soit N ′ le réseau obtenu en remplaçant p par
pc. Il existe un marquage initial m′

0 pour N ′ tel que m′
0 et m0 soient identiques

sur l’ensemble des places héritées de N et tel que G(N ′,m′
0) et G(N ,m0) soient

bisimilaires.

Démonstration. Soit P l’ensemble des places de N et soit P ′ = P \{p}. Définissons
m′

0 par :
m′

0|P ′ = m0|P ′

et m′
0(pc) = �m0(p)/<p, c+>�

Soit ρ la relation binaire

ρ = {(m,m′) | m|P ′ = m′|P ′ et m′(pc) = �m(p)/<p, c+
>�}

On montre que ρ est une bisimulation.
Puisque p simule c, pour toute séquence de tir u ∈ Σ∗, avec u = a1. . . . .ak, telle que
m0[u〉m dans N , nous avons m(p) = m0(p)+Σj∈[1,k]<p, aj>. Puisque <pc, a> = 0,
pour tout a ∈ Σ0, et puisque <p, c+> = −<p, c−> nous avons m(p) = m0(p) +
∆u.<p, c+> , avec la convention ∆u = |u|c+−|u|c− . Par conséquent m′

0(pc)+∆u =
�m(p)/<p, c+>�. Ce résultat est suffisant pour montrer que ρ est une bisimulation.

2.4.1.2 Réseaux de compteurs

Dans cette partie nous considérons deux compteurs c0 et c1, puisque seuls deux
compteurs sont nécessaires pour la preuve du résultat principal. Les définitions sui-
vantes peuvent toutefois se généraliser à un nombre arbitraire de compteurs.

En conséquence, nous supposons que l’alphabet Σ est {c+
0 , c−0 , c+

1 , c−1 }.
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Définition 2.4.6 (Réseau de compteurs). Un réseau de compteurs (sur Σ)
est un réseau de Petri pur étiqueté où chaque place simule c0 ou c1. Un réseau
de compteur normalisé est un réseau de compteurs où chaque place est normalisé
et possédant au plus une place qui simule chaque compteur. Nous utilisons N ′

comme élément typique de la classe des réseaux de compteurs.

Définition 2.4.7. Soit N ′ un réseau de compteurs de marquage initial m′
0 et

dont l’ensemble des places est P = {p1, . . . , pk}. La forme normale de (N ′,m′
0) (à

isomorphisme près) est le réseau initialisé (C, n0), où C est un réseau de compteurs
normalisé particulier et n0 est son marquage initial, obtenus par la construction
en deux étapes suivante :

Procédure de Normalisation

Étape 1 Pour tout j ∈ [1, k], remplacer la place pj par sa version normalisée
p′′j = pci (où i ∈ {0, 1} dépend du compteur que simule pj) ; nous obtenons un
réseau de compteurs N ′′ dont l’ensemble des places est P ′′ = {p′′j | j ∈ [1, k]}.
Pour tout p′′j ∈ P ′′, poser m′′

0(p
′′
j ) comme étant �m0(p)/<p, c+

i >�.
Étape 2 Partitionner P ′′ en deux ensembles, éventuellement vides, P0 et P1,

composés respectivement des places qui simulent c0 et des places qui si-
mulent c1 ; définir le réseau C et son marquage initial n0 par restriction de
(N ′′,m′′

0) à chaque place dont le marquage initial est minimal dans son en-
semble d’appartenance (qui est P0 ou P1). Si cette place n’existe pas, P0 = ∅
par exemple, alors C contient uniquement une place qui simule c1 ; si les deux
places n’existent pas alors C est le réseau vide.

Après normalisation, l’ensemble des places d’un réseau de compteurs en forme
normale est un sous-ensemble de {pc0, pc1}. C’est un sous-ensemble strict lorsque
l’une des places pci est manquante parce que le réseau de compteurs en entrée de
la Procédure de Normalisation ne possède pas de place simulant le compteur ci.

Lemme 2.4.8. Soit (N ′,m′
0) un réseau de compteurs initialisé ; soit (C, n0) sa

forme normale obtenue par la Procédure de Normalisation. Les graphes des mar-
quages G(N ′,m′

0) et G(C, n0) sont bisimilaires.

Démonstration. Soit(N ′′,m′′
0) le réseau initialisé obtenu par l’Étape 1 de la Procédure

de Normalisation appliquée à (N ′,m′
0). Par application du Lemme 2.4.5 pour cha-

cune des places de N ′, G(N ′′,m′′
0) et G(N ′,m′

0) sont bisimilaires.

On note P ′′ l’ensemble des places de N ′′ et P l’ensemble des places de C.
Nous montrons que la relation binaire ρ entre les marquages accessibles de N ′′



Sect. 2.4 – Indécidabilité du problème Sat(Lµ,PN) 45

et les marquages accessibles de C, définie par ρ = {(m′′,m) | n = m′′|P } est
une bisimulation : pour tout paire (m′′, n) ∈ ρ, on suppose que la transition c−i
(pour un certain i ∈ {0, 1}) est inactive au marquage m′′ de N ′′. Puisque, m′′ est
accessible, il existe u ∈ Σ∗ tel que m′′

0 [u〉m′′. Il existe alors une place p′′ dans P ′′

telle que m′′
0(p

′′) + |u|c+i − |u|c−i = 0. Par construction de C, il existe une place
p′ ∈ P ′ qui simule le compteur ci et telle que m′

0(p
′) ≤ m′′

0(p
′′) ; ceci implique que

la transition c−i est également inactive au marquage n de C. Par contraposée, si
n[c−i 〉n′ alors m′′[c−i 〉n′′, et de plus n′ = n′′|P , ce qui implique (n′′, n′) ∈ ρ. La
réciproque est triviale puisque C est une restriction de N ′′. Les transitions autres
que les c−i sont des cas triviaux. Finalement, ρ est une bisimulation.

Une conséquence immédiat du Lemme 2.4.8 est qu’un réseau de compteurs et
sa forme normale satisfont les même sentences de Lµ.

2.4.1.3 Test à zéro

Soit N un réseau de Petri et m un marquage de N , nous définissons ici une
sentence de Lµ qui énonce, pour un certain i ∈ {0, 1} : “il existe une place p
qui simule le compteur ci dans N et cette place indique, au marquage m, que la
valuation du compteur ci est égale à zéro”. Lorsque N possède une place p qui
simule ci, et telle que m(p)−<p, c−i > < 0 (la valuation de ci est zéro), alors c−i est
inactive au marquage m et la sentence ��→c−i est satisfaite. Toutefois, cette sentence
n’est pas suffisante puisque la transition c−i peut être inactivée par une autre place
de N qui ne simule pas ci.

Définition 2.4.9. La sentence de test à zéro du compteur ci est notée Θi et est
la sentence :

Θi
def= νX. �c

−
i−→ ∧(〈c+

i 〉〈c−i 〉X) ∧ (〈c+
1−i〉X) ∧ (〈c+

1−i〉〈c−1−i〉X)

Nous montrons que le test à zéro est réellement effectué lorsqu’une place simu-
lant le compteur ci ne permet pas la transition c−i . Dans la suite, avec i valant 0
ou 1, nous notons Ui pour l’ensemble de mots Ui = {c+

i .c−i , c+
1−i , c+

1−i.c
−
1−i}. Re-

marquons que, par définition, lorsqu’une place p simule le compteur ci, elle vérifie
pour tout u ∈ Ui, <p, u> = 0.

Lemme 2.4.10. Si (N ,m) |= Θi alors pour tout u ∈ U∗
i , il existe m′ tel que

m[u〉m′ et (N ,m′) |= Θi.
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Démonstration. Soit M l’ensemble des marquages accessibles de (N ,m) (les som-
mets de G(N ,m)) et soit

β
def= �c

−
i−→ ∧(〈c+

i 〉〈c−i 〉X) ∧ (〈c+
1−i〉X) ∧ (〈c+

1−i〉〈c−1−i〉X)

Nous avons Θi = νX.β. L’interprétation de β sur G(N ,m) relativement à la
valuation val est :

[[[ β ]]]val
N ,m = {m ∈M | c−i est inactive au marquage m}

∩⋂
u∈Ui

{m ∈M | m[u〉m′ et m′ ∈ val(X)}

L’ensemble de marquages V = [[[ Θi ]]]N ,m est un (plus grand) point-fixe, ce qui
implique V = [[[ β ]]]val(V/X)

(N ,m) . En particulier, si m1 ∈ V alors :

m1 ∈
⋂

u∈Ui

{m ∈M | m[u〉m′ et m′ ∈ V }

Par conséquent m1 ∈ V implique pour tout u ∈ Ui l’existence d’un marquage
mu

2 tel que m1[u〉mu
2 avec mu

2 ∈ V . Par induction sur les mots de U∗
i , pour tout

u ∈ U∗
i , il existe m′ tel que m[u〉m′ et (N ,m′) |= Θi.

Lemme 2.4.11. Si (N ,m) |= Θi alors pour toute place p de N et pour tout
u ∈ Ui, <p, u> ≥ 0

Démonstration. Supposons qu’il existe une place p dans N et un mot u ∈ U
tels que <p, u> < 0. Il existe alors un entier n tel que m(p) + <p, un> < 0 ; par
conséquent il n’existe pas de marquage m′ tel que m[un〉m′, ce qui contredit le
Lemme 2.4.10.

Lemme 2.4.12. Si (N ,m) |= Θi alors N possède une place p qui simule le
compteur ci et telle que :

m(p) + <p, c−i > < 0

Démonstration. Soit {p1, . . . pk} l’ensemble des place de N qui ne simulent pas le
compteur ci. Nous montrons dans un premier temps qu’il existe v ∈ U∗

i tel que
pour tout l ∈ [1, k], m(pl) + <pl, v> + <pl, c

−
i > ≥ 0.

Soit l ∈ [1, k]. Puisque pl ne simule pas le compteur ci alors soit <pl, c
+
i > > 0

et l’une des égalités de (<p, c−i > = −<p, c+
i > et <p, c+

1−i> = <p, c−1−i> = 0) est
fausse, soit <pl, c

+
i > ≤ 0. Lorsque <pl, c

+
i > ≤ 0, puisque le Lemme 2.4.11 implique

<pl, c
+
i .c−i > ≥ 0, nous obtenons <pl, c

−
i > ≥ 0.
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Soit {A,B} la partition de {p1, . . . pk} telle que A est composé des places pl

telle que <pl, c
−
i > ≥ 0 et B est composé des places pl telles que <pl, c

−
i > < 0. Pour

les places de A, quelque soit le mot v ∈ U∗
i choisi, par le Lemme 2.4.11, nous

avons déjà m(pl) + <pl, v> + <pl, c
−
i > ≥ 0. Nous nous préoccupons maintenant

uniquement des places pl ∈ B.
Pour toute place pl ∈ B, puisque pl ne simule pas ci, trois cas sont possibles :

– soit <pl, c
+
i > �= −<pl, c

−
i >, alors par le Lemme 2.4.11 nous avons nécessairement

<pl, c
+
i > > −<pl, c

−
i > ce qui implique

(i) <pl, c
+
i .c−i > > 0,

– soit <pl, c
+
i > = −<pl, c

−
i >, alors

(ii) soit <pl, c
+
1−i> > 0,

(iii) soit <pl, c
+
1−i> = 0 (puisque par le Lemme 2.4.11 <pl, c

+
1−i> ≥ 0) et

<pl, c
−
1−i> �= 0, alors <pl, c

+
1−i.c

−
1−i> > 0.

Par conséquent, pour toute place pl ∈ B, quelque soit le cas correspondant à
pl, il existe ul ∈ Ui tel que <pl, ul> > 0 (dans le cas (i), ul = c+

i .c−i , dans le cas
(ii), ul = c+

1−i, et dans le cas (iii), ul = c+
1−i.c

−
1−i). Il est alors possible de choisir

un entier nl pour imposer m(pl) + <pl, u
nl
l > + <pl, c

−
i > ≥ 0. Posons maintenant

v = un1
1 un2

2 . . . unk
k . Par le Lemme 2.4.11 nous avons <pl, v> ≥ <pl, u

nl
l > pour toute

place pl ∈ B. Nous en déduisons, m(pl) + <pl, v> + <pl, c
−
i > ≥ 0 pour toute place

pl ∈ B (et comme expliqué précédemment, c’est également vrai pour les places
pl ∈ A restantes).

L’hypothèse (N ,m) |= Θi et le Lemme 2.4.10 impliquent pour tout w ∈ U∗
i

l’existence d’un marquage m′′ vérifiant m[w〉m′′ et tel que c−i est inactive au mar-
quage m′′. Par conséquent, il doit nécessairement exister une place p qui inactive
le tir de la transition c−i , c.-à-d. tel que m(p) + <p, v> + <p, c−i > < 0. Puisque
les places {p1, . . . , pk} ne peuvent vérifier cette propriété, p fait partie des places
qui simulent ci, ce qui entrâıne par la Définition 2.4.1, <p, v> = 0. Finalement,
m(p) + <p, c−i > < 0.

Remarquons que si une place p qui simule le compteur ci dans le Lemme 2.4.12
est normalisée, alors m(p) + <p, c−i > = −1 et donc m(p) = 0. Ce résultat montre
que la sentence Θi exprime effectivement le test à zéro pour une place simulant le
compteur ci ; dans les réseaux de compteurs normalisés la réciproque est également
vraie, comme énoncé par le lemme suivant :
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Lemme 2.4.13. Soit C un réseau de compteurs normalisé tel que pci est une place
de C,

(C, n0) |= Θi si et seulement si m(pci) = 0

2.4.2 Sentence du Mu-Calcul associée à une machine à compteurs

Nous montrons maintenant le résultat principal de cette section qui est :

Théorème 2.4.14. Le problème Sat(afLµ,PN) est indécidable

Afin de prouver ce théorème, nous établissons une réduction du problème de
la vacuité du langage d’une machine à deux compteurs. La réduction consiste à
construire, pour une machine à deux compteurs M , une sentence ΦM de afLµ telle
qu’il existe un réseau de Petri satisfaisant ΦM si et seulement si le langage de M
est non vide.
Pour obtenir ce résultat, nous construisons la sentence ΦM de telle manière qu’il
existe un réseau de Petri satisfaisant ΦM si et seulement s’il existe un réseau de
compteurs normalisé satisfaisant ΦM . Nous montrons ensuite que si un réseau
de compteurs normalisé satisfait ΦM alors il simule une exécution finie de M ,
similairement à la preuve de [Esp97] pour l’indécidabilité du Model-Checking.

2.4.2.1 Spécification de machine à compteur en Mu-Calcul

Nous utilisons les résultats de la sous-Section 2.4.1 pour définir une sentence
associée à une machine à deux compteurs M donnée. Lorsqu’elle est interprétée sur
les réseaux de compteurs, cette sentence exprime l’existence d’une configuration
initiale J0 telle que l’exécution de M pour J0 termine.

Dans cette partie, nous considérons une machine à deux compteurs M =
({q0, . . . , qn+1}, {c0, c1}, {δ0, . . . , δn}) donnée.

Définition 2.4.15 (Sentence associée à une machine à deux compteurs
M).
Soit {X0, . . . ,Xn+1} un ensemble de variables et φ0, . . . , φn+1 les formules de Lµ

définies de la manière suivante, où 0 ≤ l < n + 1 et où Θi est la sentence de test
à zéro du compteur ci de la Définition 2.4.9 :
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si δl = ci := ci + 1; goto qk, alors

φl(X0, . . . ,Xn+1)
def= 〈c+

i 〉Xk

sinon (δl = if ci = 0 then (ci := ci + 1; goto qk) else (ci := ci − 1; goto qk′))

φl(X0, . . . ,Xn+1)
def= (〈c+

i 〉Xk ∧Θi) ∨ 〈c−i 〉Xk′

si l = n + 1

φn+1(X0, . . . ,Xn+1)
def= true

Soient Ψ0, . . . ,Ψn+1 les sentences définies par :

< Ψ0, . . . ,Ψn+1 >= µ < X0, . . . ,Xn+1 > . < φ0, . . . , φn+1 > (< X0, . . . Xn+1 >)

La sentence associée à la machine à compteurs M , notée ΦM , est la sentence Ψ0.

Remarque 2.4.16. Dans la formule (〈c+
i 〉Xk ∧ Θi) ∨ 〈c−i 〉Xk′ , les sous-formules

(〈c+
i 〉Xk ∧ Θi) et 〈c−i 〉Xk′ sont mutuellement exclusives. En effet, 〈c−i 〉Xk′ est

vérifiée pour une certaine valuation de Xk si et seulement si Θi ne l’est pas.

Nous prouvons maintenant que s’il existe un réseau de Petri initialisé (N ,m0)
tel que (N ,m0) |= ΦM alors il existe un réseau de compteurs normalisé (C, n0) tel
que (C, n0) |= ΦM .

Lemme 2.4.17. Soit (N ,m0) un réseau de Petri initialisé, et soit Pc l’ensemble
de ses places qui simulent soit le compteur c0 soit le compteur c1. Nous avons :

(N ,m0) |= ΦM implique (N|Pc ,m0|Pc) |= ΦM

Démonstration. Soit P l’ensemble des places de N ; soit Pc le sous-ensemble de P
composé des places qui simulent soit le compteur c0 soit le compteur c1. A priori,
Pc peut être vide ou composé de places simulant toutes un même compteur. La
preuve donnée ici reste valide dans ces cas particuliers. Dans la suite, nous notons
N ′ pour N|Pc .

Soit V l’ensemble des marquages accessibles de N depuis m0 et soit W l’en-
semble des marquages accessibles de N ′ depuis m0|Pc . Considérons le projecteur
de V dans W :

π : V → W
m �→ m|Pc

Pour toute valuation val de {X0, . . . Xn+1} vers 2V , et pour tout l ∈ [0, n + 1],
nous montrons le résultat suivant :

π([[[ φl(< X0, . . . Xn+1 >) ]]]val
N ,m0

) ⊆ [[[ φl(< X0, . . . Xn+1 >) ]]]π◦val
N ′,m0|Pc

(2.7)
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Remarquons que si val est une valuation sur V (val : V ar → V ) alors π ◦ val
est la projection de val dans W ; donc π ◦ val est une valuation sur W . Nous
considérons les différents cas pour φl :

– si l = n + 1, nous avons φn+1 = true ; puisque π(V ) ⊆ W , nous avons
immédiatement π([[[ true ]]]val

N ,m0
) ⊆ [[[ true ]]]π◦val

N ′,m0|Pc
.

– si φl(< X0, . . . Xn+1 >) = 〈c+
i 〉Xk, alors pour tout m ∈ [[[ 〈c+

i 〉Xk ]]]val
N ,m0

il existe m′ ∈ val(Xk) tel que m[c+
i 〉m′ ; puisque N ′ est une restriction de

N , nous avons π(m)[c+
i 〉π(m′) (la restriction est plus permissive) ; nous en

déduisons π(m′) ∈ π ◦ val(Xk) et donc π(m) ∈ [[[ 〈c+
i 〉Xk ]]]π◦val

N ′,m0|Pc
.

– si φl(< X0, . . . Xn+1 >) = (〈c+
i 〉Xk ∧ Θi) ∨ 〈c−i 〉Xk′ , alors pour tout m ∈

[[[φl(< X0, . . . Xn+1 >)]]]val
N ,m0

, deux cas peuvent subvenir suivant quelle sous-
formule est satisfaite par (N ,m) (voir la Remarque 2.4.16) ; dans le premier
cas, il existe m′ ∈ val(X ′

k) tel que m[c−i 〉m′, ce qui entrâıne π(m)[c−i 〉π(m′),
comme dans l’item précédent ; dans le second cas, (N ,m) |= Θi et il existe
m′ ∈ val(Xk) tel que m[c+

i 〉m′. Le Lemme 2.4.12 nous assure l’existence
d’une place p de N qui simule le compteur ci telle que m(p) + <p, c−i > < 0 ;
par définition de Pc, nous avons p ∈ Pc, ce qui assure (N ′, π(m)) |= Θi ; de
plus nous avons π(m)[c+

i 〉π(m′) comme dans l’item précédent. Dans les deux
cas, nous obtenons :

π([[[ φl(< X0, . . . Xn+1 >) ]]]val
N ,m0

) ⊆ [[[ φl(< X0, . . . Xn+1 >) ]]]π◦val
N ′,m0|Pc

Par monotonie de l’opérateur de point fixe, l’Inégalité (2.7) est préservée et
nous avons, en exprimant uniquement la première composante :

π([[[ Ψ0 ]]]N ,m0) ⊆ [[[ Ψ0 ]]]N ′,m0|Pc

Finalement (N ,m0) |= ΦM implique (N ′,m0|Pc) |= ΦM .

D’après le Lemme 2.4.17, pour tout réseau de Petri N , si (N ,m0) |= ΦM ,
alors (N|Pc ,m0|Pc) |= ΦM , où N|Pc est un réseau de compteurs par construction.
L’étape suivante est la Procédure de Normalisation ; nous obtenons ainsi un réseau
de compteur normalisé (C, n0) ; le Lemme 2.4.8, assure que les graphes G(N ′,m′

0)
et G(C, n0) sont bisimilaires. Par conséquent, (C, n0) |= ΦM .

L’existence d’un réseau de Petri initialisé (N ,m0) satisfaisant ΦM garantit
l’existence d’un réseau de compteur normalisé (C, n0) satisfaisant ΦM ; dans la
suite, nous utilisons ce dernier réseau pour exhiber une configuration initiale de M
pour laquelle M termine de la manière suivante : si la place pci existe dans C, alors
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la valeur initiale du compteur ci est la valeur n0(pci), dans le cas ou pci n’existe
pas dans C, il est nécessaire de rajouter une étape pour exhiber une valeur initiale
pour le compteur ci. Lors de cette étape, nous considérons temporairement des
machines à compteurs “étendues”, qui permettent aux compteurs de prendre des
valeurs infinies ; à partir d’un réseau de compteurs normalisé satisfaisant ΦM , nous
construisons une exécution finie pour une machine étendue M∞ ; cette machine
se comporte comme M mais peut avoir des valuation infinies pour certains de ses
compteurs. Formellement, les configurations de M∞ sont :

Définition 2.4.18 (Configuration avec valuation infinie). Une configuration
avec valuations infinies est une configuration J∞ = (ql, j

∞
0 , j∞1 ) avec j∞0 , j∞1 ∈

N∪ {∞}. L’exécution de M∞ est identique à l’exécution de M avec la convention
que : ∞ �= 0,∞+ 1 = ∞, et ∞− 1 =∞.

Le Lemme 2.4.19 présenté dans la suite montre qu’il est possible de relier une
exécution finie de la machine étendue M∞ à une exécution finie de M .

Lemme 2.4.19. Si M∞ termine pour J∞,0 alors il existe une configuration ini-
tiale J0 de M telle que M termine pour J0.

Démonstration. Soit J∞,0 . . . J∞,k . . . J∞,f l’exécution finie de M∞, de longueur
f où J∞,k = (q∞k , j∞,k

0 , j∞,k
1 ) et q∞f = qn+1.

Définissons J0 = (q0, j
0
0 , j0

1) en posant j0
i = ji si ji ∈ N et j0

i = f + 1 sinon
(ji = ∞). Soit J0 . . . Jh . . . la séquence de configuration produite par l’exécution
de M pour J0. Nous montrons par induction sur h ∈ [0, f ] que q∞h = qh, et que si
j∞,h
i = ∞ alors jh

i ≥ f −h > 0, sinon jh
i = j∞,h

i . Puisque la valeur d’un compteur
ne d’étroit jamais de plus d’une unité à chaque étape de l’exécution, le fait de
poser f + 1 comme valuation initiale j0

i du compteur ci de M lorsque j∞,0
i = ∞

dans M∞ assure qu’à chaque étape h, jh
i reste supérieur à f − h et n’atteint par

conséquent jamais zéro. À chaque fois qu’un compteur ci avec une valuation infinie
est testé à zéro le long de l’exécution de M∞ (il est donc “décrémenté”), ce test
à zéro produit la même mise-à-jour de l’état courant dans M . Par conséquent,
qh = q∞h pour tout h ∈ [0, f ] et en particulier pour qf = qn+1, ce qui montre que
l’exécution de M termine pour J0.

Nous montrons que lorsque (C, n0) |= ΦM , M∞ termine pour une certaine
configuration initiale.

Soit V l’ensemble des marquages de C, on définit la fonction F par :

F : (2V )n+2 → (2V )n+2

< X0, . . . Xn+1 > �→ [[[ < φ0, . . . , φn+1 > (< X0, . . . ,Xn+1 >) ]]]C,n0
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Soient π0, . . . , πn+1 les projecteurs canoniques de (2V )n+2 dans 2V ; nous no-
tons ⊥ pour le vecteur de (2V )n+2 tel que πl(⊥) = ∅ pour tout 0 ≤ l ≤ n + 1.
Dans la suite, on dit que le marquage n de C est associé à la configuration
J∞ = (q, j∞0 , j∞1 ) de M∞ lorsque pour tout i ∈ {0, 1}, soit j∞i = ∞ et pci n’est
pas une place de C, soit j∞i �= ∞ et m(pci) = j∞i .

Lemme 2.4.20. Si (C, n0) |= ΦM alors le langage de M∞ est non vide.

Démonstration. Soit la configuration J∞,0 = (q0, j
∞
0 , j∞1 ) définie par j∞i = n0(pci)

si pci existe dans C, et par j∞i = ∞ sinon.
Supposons que l’exécution de M∞ pour J∞,0 produise la séquence infinie de confi-
gurations J∞,0 . . . J∞,h . . .. Puisque (C, n0) |= ΦM , nous avons

m0 ∈ π0([[[ µ < X0, . . . ,Xn+1 > . < φ0, . . . , φn+1 > (< X0, . . . Xn+1 >) ]]]C,n0)

D’après [Koz83], il existe un ordinal γ0 �= 0 tel que m0 ∈ π0(F γ0(⊥)).

Nous prouvons maintenant que pour toute configuration J∞,h = (ql, j
∞,h
0 , j∞,h

1 )
de l’exécution de M∞, si mh est le marquage associé à J∞,h et si mh ∈ πl(F γh(⊥))
pour un certain ordinal γh, alors si Jh+1 = (ql′ , j

∞,h+1
0 , j∞,h+1

1 ), son marquage as-
socié, noté mh+1, vérifie mh+1 ∈ πl′(F γh+1(⊥)) avec γh+1 < γh. La preuve est par
induction sur h.

Soit mh le marquage associé à J∞,h. Si mh ∈ πl(F γh(⊥)), nous savons que

mh ∈ πl([[[ < φ0, . . . , φn+1 > (< X0, . . . Xn+1 >) ]]]val
C,n0

)

pour une certaine valuation val, ce qui correspond à

mh ∈ [[[ φl(< X0, . . . Xn+1 >) ]]]val
C,n0

Considérons la transition de J∞,h = (ql, j
∞,h
0 , j∞,h

1 ) vers J∞,h+1 = (ql′ , j
∞,h+1
0 , j∞,h+1

1 ) :

– soit ql est de type I, avec φl(< X0, . . . Xn+1 >) = 〈c+
i 〉Xk, où k = l′ ;

il existe m′ ∈ val(Xl′) tel que mh[c+
i 〉m′. Puisque j∞,h+1

i = j∞,h
i + 1 et

j∞,h+1
1−i = j∞,h

1−i , nous obtenons m′ = mh+1 ;

– soit ql est de type II, avec φl(< X0, . . . Xn+1 >) = (〈c+
i 〉Xk ∧Θi)∨ 〈c−i 〉Xk′ .

Deux cas sont possibles :
– si j∞,h

i = 0, alors puisque mh(pci) = 0, le Lemme 2.4.13 assure mh ∈
[[[ 〈c+

i 〉Xk ∧ Θi ]]]val
C,n0

, avec k = l′ ; il existe alors m′ ∈ val(Xl′) tel que

mh[c+
i 〉m′, de nouveau puisque j∞,h+1

i = 1 et j∞,h+1
1−i = j∞,h

1−i , nous obte-
nons m′ = mh+1.
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– sinon j∞,h
i �= 0, c.-à-d. soit pci existe dans C et mh(pci) �= 0, soit pci n’existe

pas dans C ; dans les deux cas, le Lemme 2.4.13 assure mh �∈ [[[ Θi ]]]val
C,n0

;
nous sommes dans le cas où mh[[[ 〈c−i 〉Xk′ ]]]val

C,n0
, avec k′ = l′. Il existe alors

m′ ∈ val(Xl′) tel que mh[c−i 〉m′, de nouveau puisque j∞,h+1
i = j∞,h

i − 1
et j∞,h+1

1−i = jh
1−i, nous obtenons m′ = mh+1.

Dans tous les cas, mh+1 ∈ val(Xl′).
Puisque mh ∈ πl(F γh(⊥)), nous avons nécessairement γh �= 0 ; donc γh est

soit un ordinal successeur γh = γh+1 + 1, soit un ordinal limite γh =
⋃

γ<γh
γ. Si

γh = γh+1 +1, alors mh+1 ∈ πl′(F γh+1(⊥)) avec γh+1 < γh. Si, γh =
⋃

γ<γh
γ, alors

mh+1 ∈ πl′(F γh+1(⊥)) pour un certain γh+1 < γh.

En partant de m0 ∈ π0(F γ0(⊥)), avec γ0 �= 0, nous construisons en utilisant le
résultat précédent, une séquence infinie décroissante d’ordinaux

γ0 > γ1 > . . . > γh > . . .

ce qui contredit l’ordre bien fondé des ordinaux.
Par conséquent, l’exécution de M∞ s’arrête nécessairement pour la configura-

tion initiale J∞,0, et le langage de M∞ n’est pas vide.

Nous considérons maintenant le réseau de compteurs normalisé “complet” K
qui possède les deux places pc0 et pc1, et nous montrons comment l’initialiser avec
un marquage n0 de telle manière que lorsque M termine pour une configuration
initiale donnée, nous ayons (C, n0) |= ΦM .

Nous montrons dans un premier temps un lemme intermédiaire qui permet
d’effectuer un pas en arrière dans la simulation de M par le réseau K :

Lemme 2.4.21. Soient J = (ql, j0, j1) et J ′ = (ql′ , j
′
0, j

′
1) deux configurations

consécutives le long d’une exécution de M , et soient m et m′ deux marquages de
(K, n0) respectivement associés à J et J ′. Si m′ ∈ [[[Ψl′ ]]]K,n0, alors m ∈ [[[Ψl ]]]K,n0 .

Démonstration. Supposons m′ ∈ [[[Ψl′ ]]]K,n0 ; considérons la règle de transition qui
permet de passer de J à J ′ :

– si ql est de type I, il est évident que m[c+
i 〉m′. Par définition de Ψl, nous

obtenons m ∈ [[[ Ψl ]]]K,n0.
– sinon ql est de II et concerne le compteur ci.

– si ji = 0, alors d’après le Lemme 2.4.13 nous avons m ∈ [[[ Θi ]]]K,m0 , et de
plus m[c+

i 〉m′. Par définition de Ψl, nous obtenons m ∈ [[[ Ψl ]]]K,n0 .
– sinon, ji �= 0, ce qui entrâıne m[c−i 〉m′. Par définition de Ψl, nous obtenons

m ∈ [[[ Ψl ]]]K,n0 .
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Lemme 2.4.22. Si M termine pour J0 = (q0, j0, j1), alors (K, n0) |= ΦM , où n0

est le marquage associé à J0.

Démonstration. Soit J0 . . . Jf l’exécution finie de M pour J0 et soit n le marquage
de K associé à Jf . Puisque Ψn+1 = true, nous avons trivialement n ∈ [[[Ψn+1 ]]]K,n0 .
Par application itérée du Lemme 2.4.21, nous obtenons n0 ∈ [[[ Ψ0 ]]]K,n0 , c.-à-d.
(K, n0) |= ΦM .

2.4.2.2 Preuve du théorème principal

Nous sommes maintenant à même de prouver le Théorème 2.4.14. Soit M une
machine à deux compteurs, soit ΦM sa sentence associée.

Nous montrons que le problème de la vacuité du langage de M est équivalent
au problème de satisfiabilité de ΦM sur la classe des réseaux de Petri.

S’il existe un réseau initialisé (N ,m0) tel que (N ,m0) |= ΦM alors, par les
Lemmes 2.4.17 et 2.4.8, nous obtenons un réseau de compteurs normalisé (C, n0)
tel que (C, n0) |= ΦM ; le Lemme 2.4.20 nous assure alors que le langage M∞ n’est
pas vide, et le Lemme 2.4.19 nous permet d’affirmer que celui de M n’est pas vide.

Réciproquement, supposons que le langage de M ne soit pas vide, alors l’exécution
de M termine pour une certaine configuration initiale J0 = (q0, j0, j1). D’après le
Lemme 2.4.22, le réseau de compteurs normalisé complet (K, n0) avec n0(pc0) = j0

et n0(pc1) = j1 vérifie (K, n0) |= ΦM .

Nous avons réduit le problème de la vacuité du langage d’une machine à deux
compteurs au problème de satisfiabilité de Lµ sur la classe des réseaux purs de
PN. Par le Théorème 2.3.4, le problème de Satisfiabilité est indécidable.

2.4.3 Le cas des réseaux impurs

Nous considérons maintenant le cas des réseaux impurs. Nous ne ferons pas
ici la preuve formelle du résultat mais nous donnons la méthode qui permet de
l’obtenir.

La Définition 2.4.1 d’une place simulant un compteur reste identique dans le
cas des réseaux impurs ; cependant, la Définition 2.4.3 devient plus restrictive :

Définition 2.4.23 (Place normalisée simulant un compteur). Une place
p qui simule le compteur c est dite normalisée si et seulement si <p, •c+> = 1,
<p, c+•> = 0, <p, •c−> = 0 et pour tout a ∈ Σ0, <p, •a> = 0.
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Le Lemme 2.4.5 n’est plus valide ; en effet, par exemple une place p qui simule
un compteur c peut vérifier <p, c+> ≥ 0 et rendre inactive la transition c+ à
un certain marquage accessible m lorsque m(p) − <p, c+•> < 0. En revanche, le
résultat du Lemme 2.4.17 peut être étendu, et s’énoncer de la manière suivante :

Lemme 2.4.24. Soit (N ,m0) un réseau de Petri initialisé, soit Pc l’ensemble de
ses places qui simulent soit le compteur c0 soit le compteur c1 et soit (N ′,m′

0)
le réseau composé des versions normalisées des places appartenant à Pc. Nous
avons :

(N ,m0) |= ΦM implique (N ′,m′
0) |= ΦM

Démonstration (Sketch). Le principe de la preuve reste inchangé par rapport à
celle du Lemme 2.4.17 ; en effet, les places qui simulent les compteurs et qui sont
impures (et peuvent par conséquent restreindre les comportements du réseau)
peuvent être traitées comme les places qui ne simulent pas un compteur (dont la
preuve montre qu’elle ne participent pas à la satisfaction de ΦM), à l’exception
des tests à zéro. Il est donc possible de remplacer les places simulant les compteurs
qui sont impures par leur version normalisée (qui est pure) sans remettre en cause
la satisfaction de ΦM .

Le reste de la preuve d’indécidabilité de Sat(afLµ,PN) n’est pas modifié puisque
le Lemme 2.4.24 nous muni d’un réseau de compteurs pur.

2.5 Le problème du marquage

Dans cette section nous abordons le problème Marq(S,C). Nous montrons
que ce problème est indécidable lorsque S est le fragment alternation-free de Lµ et
que C est une classe de l’ensemble {LPN,PN,PNB,PNSB,PNO,PNGM}. Nous
rappelons également les cas pour lesquels ce problème est décidable.

2.5.1 Indécidabilité de Marq(S,C) pour plusieurs classes C

Soit B le réseau de la Figure 2.2. Le réseau B est un réseau de compteurs
normalisé composé des places p0 et p1 simulant c0 et c1 auquel ont été ajouté les
places p0̄ et p1̄ “complémentaires” des deux places simulant chacune un compteur.
Le réseau B appartient aux classes LPN,PN,PNB,PNSB,PNO et PNGM.

Nous montrons le résultat suivant :

Théorème 2.5.1. Le problème Marq(afLµ,C) est indécidable pour toute classe
C contenant le réseau B.
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p0̄ p0 p1 p1̄

c−0

c+
0

c−1

c+
1

Fig. 2.2 – Le réseau B.

La preuve de ce théorème repose sur la réduction du Problème indécidable 2.3.3
de la vacuité du langage d’une machine à deux compteurs. Cette réduction est ana-
logue à celle que nous avons proposée pour la preuve du Théorème 2.4.14 : pour
toute machine à compteurs M , nous construisons une formule ΞM , analogue à
celle de la Définition 2.4.15 (au test à zéro près), et telle qu’il existe un marquage
m0 tel que (B,m0) |= ΞM si et seulement si le langage de M est non vide.

Soit Σ le langage {c+
0 , c−0 , c+

1 , c−1 }, nous donnons la définition de la sentence
associée à une machine à compteurs M :

Définition 2.5.2 (Sentence associée à une machine à deux compteurs).
Soit {X0, . . . ,Xn+1} un ensemble de variables et φ0, . . . , φn+1 les formules de Lµ

définies de la manière suivante, avec 0 ≤ l < n + 1 :

si δl = ci := ci + 1; goto qk, alors

φl(X0, . . . ,Xn+1)
def= 〈c+

i 〉Xk

sinon (δl = if ci = 0 then (ci := ci + 1; goto qk) else (ci := ci − 1; goto qk′))

φl(X0, . . . ,Xn+1)
def= (〈c+

i 〉Xk∧ �→c−i ) ∨ 〈c−i 〉Xk′

si l = n + 1

φn+1(X0, . . . ,Xn+1)
def= true

Soient Ψ0, . . . ,Ψn+1 les sentences définies par :

< Ψ0, . . . ,Ψn+1 >= µ < X0, . . . ,Xn+1 > . < φ0, . . . , φn+1 > (< X0, . . . Xn+1 >)
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La sentence associée à la machine à compteurs M , notée ΞM , est la sentence Ψ0.

Remarque 2.5.3. Les places complémentaires p0̄ et p1̄ de B n’interviennent pas
dans la satisfaction de la formule ΞM . En effet, lorsque la machine possède une
exécution finie, les compteurs de la machine restent bornés lors de cette exécution ;
le marquage initial des places complémentaires doit simplement être suffisamment
élevé pour permettre aux places simulant les compteurs d’atteindre cette borne.

Dans la suite on dit qu’un marquage m de B est associé à une configuration
(q, j0, j1) de M lorsque m(p0) = j0 et m(p1) = j1. Contrairement à la notion
de marquage associé à une configuration définie pour les réseaux de compteurs
page 52, la notion définie ici n’associe pas un unique marquage à une configura-
tion ; en effet, le nombre de jetons dans les places complémentaires peut varier.

Nous énonçons trois lemmes utiles à la preuve du théorème, leur preuve sera
donnée plus loin.

Lemme 2.5.4. Soit m0 un marquage de B, si (B,m0) |= ΞM alors le langage de
M n’est pas vide.

Lemme 2.5.5. Soient J = (ql, j0, j1) et J ′ = (ql′ , j
′
0, j

′
1) deux configurations

consécutives le long d’une exécution de M , et soient m et m′ deux marquages acces-
sibles de (B,m0) respectivement associés à J et J ′ avec m′(p0̄) ≥ 1 et m′(p1̄) ≥ 1.
Si m′ ∈ [[[ Ψl′ ]]](B,m0), alors m ∈ [[[ Ψl ]]](B,m0).

Lemme 2.5.6. Si l’exécution de M pour J0 = (q0, j0, j1) est finie, alors il existe
m0 associé à J0 tel que (B,m0) |= ΞM .

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le Théorème 2.5.1 d’indécidabilité
du problème du marquage :

Démonstration du théorème 2.5.1. Pour toute machine M à deux compteur, le
Lemme 2.5.4 montre que s’il existe un marquage initial m0 pour le réseaux B tel que
(B,m0) |= ΞM , alors le langage de M est non vide ; le Lemme 2.5.6 montre qui si le
langage de M est non vide, alors il existe un marquage initial m0 pour le réseaux
B tel que (B,m0) |= ΞM . Ces deux résultats démontrent l’équivalence entre le
problème de la vacuité du langage d’une machine à deux compteurs et le problème
de l’existence d’un marquage initial m0 pour le réseaux B tel que (B,m0) |= ΞM .
Ce dernier problème est une instance particulière du problème Marq(afLµ,C)
où C est un classe contenant le réseau B. Le problème de la vacuité du langage
d’une machine à deux compteurs étant indécidable, le problème Marq(afLµ,C)
est indécidable pour toute classe C contenant le réseau B.
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2.5.2 Annexe : preuves des lemmes

Nous donnons ici les preuves des Lemmes 2.5.4, 2.5.5, et 2.5.6. Ces preuves
sont très similaires à celles des Lemmes 2.4.20, 2.4.21, 2.4.22 et ne présentent par
conséquent qu’un intérêt limité.

Soit V l’ensemble des marquages de B. Soient π0, . . . , πn+1 les projecteurs ca-
noniques de (2V )n+2 dans 2V ; on note ⊥ pour le vecteur vérifiant πl(⊥) = ∅ pour
tout 0 ≤ l ≤ n + 1.

Démonstration du Lemme 2.5.4. Soit la configuration J0 = (q0, j0, j1) définie par
ji = m(pi).
Supposons que l’exécution de M pour J0 produise la séquence infinie de configu-
rations J0 . . . Jh . . .. Puisque (B,m0) |= ΞM , nous avons

m0 ∈ π0([[[ µ < X0, . . . ,Xn+1 > . < φ0, . . . , φn+1 > (< X0, . . . Xn+1 >) ]]](B,m0))

D’après [Koz83], il existe un ordinal γ0 �= 0 tel que m0 ∈ π0(F γ0(⊥)).

On montre pour chaque configuration Jh = (ql, j
h
0 , jh

1 ) de l’exécution de M ,
si mh est le marquage associé à Jh et si mh ∈ πl(F γh(⊥)) pour un ordinal
γh, alors si Jh+1 = (ql′ , j

h+1
0 , jh+1

1 ), son marquage associé, noté mh+1, vérifie
mh+1 ∈ πl′(F γh+1(⊥)) avec γh+1 < γh. La preuve est par induction sur h.

Soit mh le marquage associé à Jh. Si mh ∈ πl(F γh(⊥)), nous avons

mh ∈ πl([[[ < φ0, . . . , φn+1 > (< X0, . . . Xn+1 >) ]]]val
(B,m0))

pour une certaine valuation val, ce qui nous donne

mh ∈ [[[ φl(< X0, . . . Xn+1 >) ]]]val
(B,m0)

Considérons la transition de Jh = (ql, j
h
0 , jh

1 ) à Jh+1 = (ql′ , j
h+1
0 , jh+1

1 ) :
– soit ql est de type I, alors φl(< X0, . . . Xn+1 >) = 〈c+

i 〉Xk, avec k = l′ ; dans
ce cas il existe m′ ∈ val(Xl′) tel que mh[c+

i 〉m′. Puisque jh+1
i = jh

i + 1 et
jh+1
1−i = jh

1−i, nous avons nécessairement m′ = mh+1 ;
– soit ql est de type II, alors φl(< X0, . . . Xn+1 >) = (〈c+

i 〉Xk∧ �→c−i ) ∨
〈c−i 〉Xk′ . Nous considérons deux cas suivant la valeur de jh

i :
– si jh

i = 0, alors puisque mh(pi) = 0, nous avons mh ∈ [[[ 〈c+
i 〉Xk∧ �→c−i

]]]val
(B,m0) avec k = l′ ; il existe alors m′ ∈ val(Xl′) tel que mh[c+

i 〉m′. Puisque

jh+1
i = 1 et jh+1

1−i = jh
1−i, alors m′ = mh+1.
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– sinon jh
i �= 0, dans ce cas mh[c−i 〉, ce qui implique mh ∈ [[[ 〈c−i 〉Xk′ ]]]val

(B,m0),
avec k′ = l′ ; il existe alors m′ ∈ val(Xl′) tel que mh[c−i 〉m′. De nouveau,
puisque jh+1

i = jh
i − 1 et jh+1

1−i = jh
1−i, alors m′ = mh+1.

Dans tous les cas, mh+1 ∈ val(Xl′).

Puisque mh ∈ πl(F γh(⊥)), nous avons nécessairement γh �= 0 ; soit γh est un
ordinal successeur γh = γh+1 + 1, soit γh est un ordinal limite γh =

⋃
γ<γh

γ. Si
γh = γh+1 + 1, alors mh+1 ∈ πl′(F γh+1(⊥)) avec γh+1 < γh. Sinon, γh =

⋃
γ<γh

γ,
alors mh+1 ∈ πl′(F γh+1(⊥)) pour un certain γh+1 < γh.

En partant de m0 ∈ π0(F γ0(⊥)), avec γ0 �= 0, nous construisons une séquence
décroissante infinie d’ordinaux

γ0 > γ1 > . . . > γh > . . .

ce qui contredit la propriété d’ordre bien fondé des ordinaux.
Par conséquent, l’exécution de M pour la configuration initiale J0 est nécessairement

finie, et le langage de M est non vide.

Démonstration du Lemme 2.5.5. Supposons m′ ∈ [[[ Ψl′ ]]](B,m0) ; on considère la
règle de transition entre J et J ′ en rappelant que par hypothèse m′(p0̄) ≥ 1 et
m′(p1̄) ≥ 1, ce qui justifie que les places p0̄ et p1̄ n’interviennent pas dans la
considérations suivantes :

– Si ql est de type I, nous avons m[c+
i 〉m′. Par définition de Ψl, nous obtenons

m ∈ [[[ Ψl ]]](B,m0).
– Sinon ql est de type II et concerne ci.

– si ji = 0, alors c−i est inactive au marquage m, et m[c+
i 〉m′. Par définition

de Ψl, nous obtenons m ∈ [[[ Ψl ]]](B,m0).
– sinon ji �= 0, alors m[c−i 〉m′. Par définition de Ψl, nous obtenons m ∈

[[[ Ψl ]]](B,m0).

Démonstration du Lemme 2.5.6. Soit J0 . . . Jf l’exécution finie de M pour J0 ;
soit mf le marquage de B associé à Jf et tel que mf (p0̄) = f et mf (p1̄) = f .
Puisque Ψn+1 = true, nous avons trivialement mf ∈ [[[ Ψn+1 ]]](B,m0). Par appli-
cation inductive du Lemme 2.5.5 en tenant compte du fait qu’à chaque étape, le
marquage mh associée à une configuration Jh vérifie mh(p0̄) ≥ h et mh(p1̄) ≥ h,
nous obtenons m0 ∈ [[[ Ψ0 ]]](B,m0), ce qui implique (B,m0) |= ΞM .
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2.6 Mu-Calcul pour les langages

Cette section est dédiée à la présentation d’une sémantique sur les langages
pour Lµ. L’objet de cette nouvelle sémantique est de simplifier les preuves dans les
chapitres suivants. Nous avons présenté dans le Chapitre 1 deux représentations
pour les réseaux de Petri : le langage d’un réseau et son graphe des marquages ;
la notion de langage est plus adaptée à la notion de bisimulation (elle prend en
compte les séquences d’actions et leurs branchements et fait abstraction des états) ;
de plus, elle se déduit plus directement des relations de tir d’un réseau.
La sémantique proposée dans cette section associe à une formule de Lµ et à un
langage (de processus) un ensemble de mots ; ces mots représentent les états (du
processus) avec leur passé, ou encore les nœuds de l’arbre des exécutions.

Nous montrons que la sémantique classique présentée au début de ce chapitre
(Définition 2.1.2) est équivalente, dans le cas des systèmes déterministes à bran-
chements finis, à la sémantique sur les langages que nous présentons dans la suite.

2.6.1 Sémantique sur les langages clos par préfixe pour Lµ

Nous définissons une interprétation des formules du Mu-Calcul sur les langages
clos par préfixe sur l’alphabet Σ. L’interprétation d’une formule de Lµ sur un
langage clos par préfixe L est l’ensemble des mots de L satisfaisant la formule,
relativement à une interprétation val. Une valuation val est une fonction des
variables libres de la formule dans les parties de L. L’interprétation d’une formule
sur un langage pas nécessairement close par préfixe.

Définition 2.6.1 (Sémantique de Lµ sur les langages clos par préfixe).
L’interprétation sur un langage clos par préfixe L ⊆ Σ∗ d’une sentence β ∈ Lµ re-
lativement à une valuation val : V ar → L est l’ensemble [[β ]]val

L ⊆ L inductivement
défini par :

[[ true ]]val
L = L

[[ X ]]val
L = val(X)

[[ ¬β ]]val
L = L \ [[ β ]]val

L

[[ β1 ∨ β2 ]]val
L = [[ β1 ]]val

L ∪ [[ β2 ]]val
L

[[ 〈a〉β ]]val
L = {w ∈ L | w.a ∈ [[ β ]]val

L }
[[ µX.β(X) ]]val

L =
⋂{V ⊆ L | [[ β ]]val(V/X)

L ⊆ V }
où la valuation val(V/X) : V ar → P(L) est donnée par val(V/X)(X ′) = V (X ′)
pour toute variable X ′ ∈ V ar telle que X ′ �= X et val(V/X)(X) = V .

L’interprétation [[ µX.β(X) ]]val
L (resp. [[ νX.β(X) ]]val

L ) est le plus petit point-
fixe (resp. plus grand point-fixe) de la fonction de 2L dans 2L qui à V associe
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[[ β ]]val(V/X)
L . La sémantique des sentences de Lµ ne dépend pas de la valuation ;

on note [[ β ]]L l’interprétation d’une sentence β relativement à toute valuation.

2.6.2 Équivalence des deux sémantiques de Lµ

Proposition 2.6.2 (Équivalence des sémantiques). Soit P un processus de
langage L (L(P) = L) et d’état initial s0 ; soit φ une sentence de Lµ, s0 ∈ [[[ φ ]]]P
si et seulement si 1 ∈ [[ φ ]]L.

Démonstration. Pour les besoins de cette preuve nous manipulons deux valuation :
nous désignerons par valP la valuation sur les états du processus et par valL la
valuation sur les mots du langages du processus P.
Avec P = 〈S, s0, t〉, on supposera sans perdre de généralité que tous les états
de P sont accessibles. On montre pour toute formule β de Lµ pour tout couple
(valP , valL) de valuations tels que, pour tout X ∈ V ar(β),

valL = {w ∈ Σ∗ | t(s0, w) ∈ valP} (2.8)

que l’on a le résultat suivant :

[[ β ]]valL
L = {w ∈ Σ∗ | t(s0, w) ∈ [[[ β ]]]valP

P }
La preuve se fait par induction sur la formule β ; nous rappelons les deux

sémantiques lorsqu’elles sont utiles.
– true : ce cas est trivial
– X : le résultat est immédiat par l’Égalité (2.8).

– ¬β, Les sémantiques sont :

[[ ¬β ]]valL
L = L \ [[ β ]]valL

L

[[[ ¬β ]]]valP
P = S \ [[[ β ]]]valP

P
le processus P étant déterministe,

L =
⊎
s∈S

{w ∈ Σ∗ | t(s0, w) = s}

par conséquent, par hypothèse d’induction,

[[ ¬β ]]valL
L =

⋃
s∈T

{w ∈ Σ∗ | t(s0, w) = s}

avec T = S \ [[[ β ]]][valP ]
P , ce qui nous permet de conclure

[[ ¬β ]]valL
L = {w ∈ Σ∗ | t(s0, w) ∈ [[[ ¬β ]]]valP

P }
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– β1 ∨ β2, ce cas est immédiat par l’induction.

– 〈a〉β, les sémantiques sont :

[[ 〈a〉β ]]valL
L = {v ∈ L | v.a ∈ [[ β ]]valL

L }
[[[ 〈a〉β ]]]valP

P = {s ∈ S | ∃s′ : t(s, a) = s′ et s′ ∈ [[[ β ]]]valP
P }

par hypothèse d’induction, en posant w = v.a, nous obtenons

[[ 〈a〉β ]]valL
L = {v ∈ L | t(s0, v.a) ∈ [[[ β ]]]valP

P }

ce qui implique :

[[ 〈a〉β ]]valL
L = {v ∈ L | t(s0, v) ∈ [[[ 〈a〉β ]]]valP

P }

– µX.β(X), les sémantiques sont :

[[ µX.β(X) ]]valL
L =

⋂{V1 ⊆ L | [[ β ]]valL(V1/X)
L ⊆ V1}

[[[ µX.β(X) ]]]valP
P =

⋂{V2 ⊆ S | [[[ β ]]]valP (V2/X)
P ⊆ V2}

soit V2 ⊆ S tel que [[[ β ]]]valP (V2/X)
P ⊆ V2, on pose V1 = {w ∈ Σ∗ | t(s0, w) ∈

V2} ; les valuations valL(V1/X) et valP(V2/X) vérifient l’Égalité (2.8), nous
pouvons par conséquent appliquer l’hypothèse d’induction pour obtenir

[[ β ]]valL(V1/X)
L = {w ∈ Σ∗ | t(s0, w) ∈ [[[ β ]]]valP (V2/X)

P }

nous en déduisons [[ β ]]valL(V1/X)
L ⊆ V1. Ce résultat nous permet d’obtenir :

[[ µX.β(X) ]]valL
L ⊆ {w ∈ Σ∗ | t(s0, w) ∈ [[[ µX.β(X) ]]]valP

P }

L’autre inclusion s’obtient de la même manière, en posant V1 ⊆ L tel que
[[[ β ]]]valL(V1/X)

L ⊆ V1.

Finalement, puisque 1 ∈ {w ∈ Σ∗ | t(s0, w) = s0} et que t(s0, 1) = s0, nous
obtenons s0 ∈ [[[ φ ]]]P si et seulement si 1 ∈ [[ φ ]]L

D’après la Proposition 2.6.2, P |= β si et seulement si 1 ∈ [[ β ]]L. On dira dans
ce cas que le langage L satisfait la sentence β, noté L |= β.
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2.7 Conclusion

Nous avons montré dans ce chapitre que tous les problèmes reliant le Mu-Calcul
aux réseaux de Petri non étiquetés sont indécidables : le cas du Model-Checking
est un résultat antérieur [Esp97], mais ceux de Satisfiabilité et de Marquage sont
ici nouveaux. Pour ces deux derniers problèmes, nous avons proposé une réduction
du problème de la vacuité du langage d’une machine à compteurs. Cette réduction
repose en grande partie sur la simulation du test à zéro et aux branchements qui
en découlent. Considérant ce point, nous proposons, dans le chapitre suivant, un
fragment syntaxique du Mu-Calcul dépourvu de l’opérateur ∨ qui sera l’objet de
notre étude dans la suite de ce document.

Pour imposer l’existence d’une place qui simule un compteur ci, nous avons
proposé la formule Θi qui énonce l’existence de cette place. Dans le Chapitre 4,
nous proposons une méthode générale pour construire une formule qui exprime
l’existence d’une place quelconque donnée.
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Nous présentons dans ce chapitre un fragment syntaxique de Lµ, le Nu-Calcul
conjonctif, noté Lν . Nous introduisons un reconnaisseur de langages associé au
Nu-Calcul conjonctif : les spécifications modales. Nous montrons que les modèles
d’une spécification modale adoptent une structure particulière de treillis ; puis nous
établissons l’équivalence d’expressivité entre ces spécifications et Lν en donnant
des algorithmes constructifs de traduction.

La dernière section de ce chapitre est consacrée à une extension des résultats
de la synthèse de réseaux de Petri : nous définissons une restriction structurelle
sur les spécifications modales et nous identifions des classes de spécifications pour
lesquelles le problème de satisfiabilité est décidable. Ces classes de spécifications
modales sont strictement plus expressives que les intervalles langages (elles cor-
respondent à des unions infinitaires d’intervalles de langages). Les preuves de
décidabilité sont constructives et nous donnons les algorithmes de synthèse.

3.1 Nu-Calcul conjonctif

Le Nu-Calcul conjonctif est un fragment syntaxique du Mu-Calcul dont l’in-
troduction est motivée par les résultats d’indécidabilité du Chapitre 2 ; il est défini
de la manière suivante :

Définition 3.1.1 (Nu-Calcul conjonctif). L’ensemble des formules du Nu-
Calcul conjonctif, noté Lν , est le fragment syntaxique de Lµ obtenu par restriction
de la grammaire de Lµ à la grammaire suivante, avec a ∈ Σ :

(Lν �) β1, β2 ::= true |X | →a | [a]β1 | �→a |β1 ∧ β2 | νX.β1(X)

L’interprétation sur un langages clos par préfixe L ⊆ Σ∗ d’une formule β ∈ Lν ,
relativement à une valuation val : V ar → 2L est identique à la sémantique de la
même formule plongée dans Lµ ; nous rappelons sa définition inductive :

[[ true ]]val
L = L

[[ X ]]val
L = val(X)

[[→a β ]]val
L = {w ∈ L | w.a ∈ L}

[[ �→a ]]val
L = {w ∈ L | w.a /∈ L}

[[ [a]β ]]val
L = {w ∈ L | w.a ∈ [[ β ]]val

L } ∪ {w ∈ L | w.a /∈ L}
[[ β1 ∧ β2 ]]val

L = [[ β1 ]]val
L ∩ [[ β2 ]]val

L

[[ νX.β(X) ]]val
L =

⋃{V ⊆ L | [[ β ]]val(V/X)
L ⊇ V }

L’opérateur 〈a〉β de Lµ s’exprime [a]β∧ →a dans Lν . Toutefois, les opérateurs
suivants ne peuvent être exprimés dans Lν : β1∨β2, µX.β(X), ¬β, false. L’opérateur
disjonctif ∨ n’est présent qu’implicitement à travers l’opérateur [a]β qui s’exprime
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dans Lµ par 〈a〉β∨ �→a.

3.2 Les spécifications modales et leurs modèles

Nous proposons dans cette section un reconnaisseur de langages : les spécifications
modales. Nous montrons dans la section suivante que les spécifications modales
sont équivalentes aux sentences de Lν ; à ce titre, les spécifications modales forment
un adaptation des automates alternants associés aux sentences de Lν aux langages
clos par préfixe (alors que les automates alternant opèrent sur des arbres de calcul).

La motivation de l’introduction des spécifications modales est double : premièrement,
elle permet de simplifier les preuves, en particulier pour établir un lien avec les
intervalles de langages (voir Chapitre 4, page 87) et les résultats antérieurs de
synthèse de réseaux de Petri ; deuxièmement, elle permet l’extraction d’un frag-
ment structurel pour lequel la synthèse de réseaux de Petri est décidable.

3.2.1 Spécifications modales

3.2.1.1 Définitions

Définition 3.2.1 (Spécifications modales). Une spécification modale est un
tuple S = 〈{Ca}a∈Σ, I〉 où, pour tout a ∈ Σ, Ca est un langage rationnel des mots
qui doivent être prolongeable par une action a et I est le langage rationnel des
mots interdits. L’opérateur de complétion associé à S, noté CS est l’application
CS : 2Σ∗ → 2Σ∗

définie par : CS(L) =
⋃

a∈Σ(L ∩ Ca).a.

Une spécification modale définit un ensemble de modèles qui sont des lan-
gages clos par préfixe. La sémantique d’une spécificaton modale est définie par un
ensemble de modèles de la manière suivante :

mod(S) = {L ⊆ Σ∗ | CS(L) ⊆ L ∧ L ∩ I = ∅}

À partir de cette définition, nous disons que S est satisfiable si mod(S) �= ∅ et que
L satisfait S si L ∈ mod(S).

Les modèles de S sont les langages qui satisfont les deux conditions suivantes :
– pour tout mot w de L dans Ca, w.a doit être un mot de L,
– aucun mot de L ne doit appartenir à I.

Remarquons que les modèles d’une spécification modale ne sont pas nécessairement
des langages rationnels. Toutefois, les spécifications modales étant définies pour
être équivalentes (en terme de modèles) à un fragment du Mu-Calcul, elles héritent
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de la propriété du modèle fini comme nous le montrons dans la suite, ce qui en-
trâıne que lorsque mod(S) est non-vide, S possède un modèle rationnel.

3.2.1.2 Représentation graphique

Afin d’être en mesure de donner des exemple visuels, nous définissons une
représentation graphique des spécifications modales sous la forme d’automates
modaux. Un automate modal regroupe tous les composants d’une spécification
modale. Un automate modal est un automate sans état final où chaque arc est
représenté soit par un trait plein soit par un trait pointillé.

q1 q2

b

b a a

Fig. 3.1 – Un automate modal

Soit Σ = {a, b, c}. Nous notons L(q) le langage de l’automate lorsque l’état q est
l’état final et où toute transition est considérée comme une transition d’automate
usuel, c.-à-d. en remplaçant les transitions en pointillées par des transitions en
traits pleins. Dans la Figure 3.1 L(q1) = (a∗b+)∗ et L(q2) = (a∗b+)∗a.

Intuitivement, un automate modal se comprend relativement aux règles sui-
vantes

1. un arc plein sortant d’un état q, étiqueté par a et entrant dans un état
q′ signifie que toute séquence w de transition (w est un mot du langage à
reconnâıtre) qui mène à l’état q doit être prolongeable par a et que w.a mène
à l’état q′ ;

2. un arc pointillé sortant d’un état q, étiqueté par a et entrant dans un état q′

signifie que toute séquence w peut être prolongée par la transition a, auquel
cas w.a mène à l’état q′ ;

3. l’absence d’arc étiqueté par a sortant d’un état q signifie que la transition a
est interdite après toute séquence menant à l’état q.

Ces trois règles informelles peuvent se reformuler en terme de spécification
modale. Lorsque S = 〈{Ca}a∈Σ, I〉 est la spécification associée à l’automate, les
trois règles deviennent :
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1. un arc plein sortant d’un états q et étiqueté par a signifie L(q) ⊆ Ca

2. les arcs pointillés sont présents pour définir le langage L(q) de tout état q
de l’automate

3. l’absence d’arc étiqueté par a sortant d’un état q signifie L(q).a ⊆ I

Exemple 3.2.2. L’automate de la figure 3.1 représente la spécification modale
S = 〈{Ca}a∈Σ, I〉 avec Ca = ∅, Cb = (b∗a)∗, Cc = ∅ et I = (a + b)∗.

3.2.2 Cohérence et S-clôture

Nous disons qu’une spécification S = 〈{Ca}a∈Σ, I〉 est cohérente lorsque “S est
satisfiable” implique I ∩ CS(Σ∗) = ∅. Intuitivement, une spécification cohérente
est une spécification que ne donne pas de contrainte contradictoire, c.-à-d. que
pour tout mot w, aucune action a est simultanément imposée par S (w ∈ Ca) et
interdite par S (w.a ∈ I).

Lemme 3.2.3. Pour toute spécification modale satisfiable, il existe un spécification
modale cohérente possédant le même ensemble de modèles.

Démonstration. Soit S = 〈{Ca}a∈Σ, I〉 une spécification modale satisfiable, nous
construisons la spécification modale S′ = 〈{C ′

a}a∈Σ, I〉 telle que, pour tout a ∈ Σ,
C ′

a = Ca \ {w ∈ Σ∗ | w.a ∈ I}. Par construction I ∩ CS(Σ∗) = ∅, donc S′ est
cohérente. Il est évident que mod(S) = mod(S′).

À partir de ce point, nous considérons uniquement des spécifications modales
cohérentes. Supposons qu’un langage L vérifie L ∩ I = ∅ mais pas CS(L) ⊆ L, il
est généralement possible de “ compléter” L afin d’obtenir un modèle de S.

Définition 3.2.4 (S-clôture). La S-clôture d’un langage clos par préfixe L, notée
L↑S , est le plus petit langage L′ tel que L ⊆ L′ et L′ ∈ mod(S).

Lemme 3.2.5. La S-clôture d’un langage rationnel est rationnelle.

Démonstration. Nous montrons cette propriété en construisant un automate fini
qui reconnâıt la S-clôture d’un langage clos par préfixe L ; la construction s’effectue
en utilisant la méthode suivante ;

1. construire l’automate A qui reconnâıt L ∪⋃
a∈Σ Ca.a,

2. supprimer de A tous les états non terminaux. Cette étape produit un nouvel
automate A′ qui reconnâıt le plus grand langage clos par préfixe et inclus
dans L ∪⋃

a∈Σ Ca.a,

3. retourner L(A′).
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Puisque L est clos par préfixe, alors L ⊆ L(A′) et nous avons L↑S⊆ L(A′) ; en
effet, si L↑S �= L(A′) alors, puisque L↑S et L(A′) sont clos par préfixe, il existe
w ∈ L↑S et a ∈ Σ tels que w.a ∈ L(A′) et w.a /∈ L↑S , d’où w ∈ Ca, ce qui contredit
L↑S∈ mod(S) .

Le lemme suivant propose une nouvelle définition de à la S-clôture.

Lemme 3.2.6. La S-clôture d’un langage clos par préfixe L est la plus petite
solution de l’équation R = L ∪CS(R).

Démonstration. Par définition L↑S∈ mod(S), ce qui entrâıne CS(L↑S) ⊆ L↑S .
Puisque L ⊆ L↑S , nous avons L ∪ CS(L↑S) ⊆ L↑S . Le langage L↑S étant le plus
petit langage vérifiant l’inclusion, nous obtenons l’égalité L↑S= L ∪CS(L↑S).

Exemple 3.2.7. Soit S la spécification modale de la Figure 3.1, soit L = (a∗).
La S-clôture de L est L↑S= (a∗ ∪ a∗.b).

3.2.3 Ensemble des modèles d’une spécification modale

Les modèles d’une spécification ont une structure de treillis dont les extremums
sont des langages rationnels. Nous établissons cette propriété et nous donnons la
construction de ces deux modèles particuliers.

Soit S = 〈{Ca}a∈Σ, I〉 une spécification modale cohérente. Soit LS
⊥ le langage

{1}↑S et soit LS
� le langage Σ∗ \ I.Σ∗.

Lemme 3.2.8. Ces quatre propositions sont équivalentes :

1. S est satisfiable

2. LS
⊥ ∈ mod(S)

3. LS
⊥ ∩ I = ∅

4. LS
� ∈ mod(S)

Démonstration. Les implications 2 ⇒ 1, 4 ⇒ 1 et 2 ⇒ 3 sont triviales, nous
montrons 3 ⇒ 2, 1 ⇒ 4 et 4⇒ 3.

– 3 ⇒ 2 : le Lemme 3.2.6 nous donne LS
⊥ = {1} ∪ CS(LS

⊥), et par conséquent
CS(LS

⊥) ⊆ LS
⊥ ; par hypothèse, LS

⊥ ∩ I = ∅, donc LS
⊥ ∈ mod(S) ;

– 1 ⇒ 4 : S est cohérente, ce qui signifie CS(Σ∗) ∩ I = ∅, de plus CS(LS
�) ⊆

CS(Σ∗), alors CS(LS
�) ⊆ LS

� et LS
� ∩ I = ∅, finalement LS

� ∈ mod(S) ;
– 4 ⇒ 3 : LS

� ∪ CS(LS
�) = LS

� alors LS
⊥ ⊆ {1} ∪ CS(LS

�) ⊆ LS
� et LS

� ∩ I = ∅ ;
nous obtenons LS

⊥ ∩ I = ∅.
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Ce lemme confère propriété du modèle fini de Lµ aux spécifications modales :
si S est satisfiable, alors elle possède un modèle rationnel (LS

⊥ est rationnel par
le Lemme 3.2.5 et LS

� est rationnel par définition). Ces deux modèles sont, par
construction, les extremums des modèles de la spécification S ordonnée par l’in-
clusion : LS

� est le plus grand modèle et LS
⊥ est le plus petit.

Théorème 3.2.9. Si S est satisfiable alors (mod(S),⊆) est un treillis complet
distributif.

Démonstration. La preuve est immédiate par la définition de mod(S).

Exemple 3.2.10. Soit S la spécification modale de la Figure 3.2. Quelques modèles
de S sont représentés sur la Figure 3.3 ; les boites représentent les modèles (sous la
forme des automates les reconnaissant) et les flèches entre les boites représentent
l’inclusion des langages. Dans cette spécification, L� = L7 et L⊥ = L1. Il existe
un nombre infini de modèles entre L2 et L4, entre L3 et L5 ou entre L4 et L7. Le
modèle L6 montre que L4 ∪ L5 �= L7.

a

a

a

b

b

Fig. 3.2 – La spécification modale S

3.2.4 Une approche compositionnelle des spécifications modales

Nous donnons maintenant une approche compositionnelle des spécifications
modales. Nous montrons que chaque spécification peut s’exprimer comme une com-
position de spécifications simples combinées par un ensemble d’opérateurs. Dans la
section suivante, ce résultat sera utilisé pour construire une spécification associée
à une formule de Lν . Dans un premier temps, nous définissons les opérateurs.

3.2.4.1 Spécifications atomiques et leurs opérateurs

Définition 3.2.11. Soit S1 = 〈{C1
a}a∈Σ, I1〉 et S2 = 〈{C2

a}a∈Σ, I2〉 deux spécifications
modales.

– L’intersection des deux spécifications est la spécification S1 ∩ S2 = 〈{C1
a ∪

C2
a}a∈Σ, I1 ∪ I2}〉.



72 Chap. 3 – Spécifications modales

a

a
a

b

a

b

a

a

a

b

b

a

ba
a

b

a

a a

a a

a

L1

L2

L3

L4

L5

L6
L7b

b

b

Fig. 3.3 – Quelques éléments du treillis des modèles de S

– le préfixage de la spécification S1 par un langage R ⊆ Σ∗ est la spécification
R.S1 = 〈{R.Ca}a∈Σ, R.I〉.

L’intersection de deux spécifications correspond au “et” logique ; en effet, un
langage est modèle de l’intersection de si et seulement si il est modèle des deux
spécifications d’origine. Le lemme suivant établi ce résultat :

Lemme 3.2.12. Soient S1 et S2 deux spécifications modales, mod(S1 ∩ S2) =
mod(S1) ∩mod(S2).

Démonstration. Pour tout L ∈ mod(S1 ∩ S2), nous avons CS1∩S2(L) ⊆ L et
CS1∩S2(L) = CS1(L) ∪ CS2(L), donc CS1(L) ⊆ L et CS2(L) ⊆ L. De plus,
(I1∪I2)∩L = ∅, donc I1∩L = I2∩L = ∅, par conséquent L ∈ mod(S1)∩mod(S2).
Réciproquement, L ∈ mod(S1) ∩ mod(S2) implique CS1(L) ∪ CS2(L) ⊆ L et
I1 ∩ L = I2 ∩ L = ∅ ; finalement L ∈ mod(S1 ∩ S2).

Le préfixage d’une spécification S par un langage R est la spécification dont
les modèles sont exactement les langages L dont le suffixe Lw\ de chaque mot w
de R satisfait la spécification S.

Lemme 3.2.13. Pour tout L ⊆ Σ∗,

L ∈ mod(R.S) ⇔ ∀w ∈ R,Lw\ = ∅ ou Lw\ ∈ mod(S)

où Lw\ est l’ensemble des suffixes de w dans L.
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Démonstration. Pour cette preuve, les implications

L ∩ v.Σ∗ = v.Lv\ ⇒ L ∩ v.L′ = v.(Lv\ ∩ L′) (3.1)
w.L1 ⊆ L2 ⇒ L1 ⊆ L2w\ (3.2)

sont utilisés à plusieurs reprises sans le mentionner.

⇒) soit L ∈ mod(R.S), par construction de R.S :

CR.S(L) =
⋃
a∈Σ

(L ∩R.Ca).a =
⋃
a∈Σ

⋃
w∈R

(L ∩ w.Ca).a =
⋃
a∈Σ

⋃
w∈R

w.(Lw\ ∩ Ca).a

Puisque CR.S(L) ⊆ L, pour tout w ∈ R et pour tout a ∈ Σ∗, w.(Lw\ ∩Ca).a ⊆ L,
alors Cs(Lw\) ⊆ Lw\. Similairement, puisque L ∩ R.I = ∅, nous obtenons, pour
tout w ∈ R, L∩w.I = ∅ ce qui implique Lw\∩I = ∅. Finalement Lw\ = ∅ ou Lw\ ∈
mod(S).

⇐) On montre d’abord que pour tout a ∈ Σ, (L∩R.Ca).a ⊆ L. Soit v ∈ L∩R.Ca,
il existe w ∈ R et u ∈ Ca tels que v = wu. Nous avons alors u ∈ Lw\ ∩ Ca avec
Lw\ �= ∅. Par hypothèse, Lw\ ∈ mod(S), donc (Lw\∩Ca).a ⊆ Lw\ et en particulier
u.a ∈ Lw\. Nous en déduisons v.a = w.u.a ∈ L. Nous montrons maintenant
L∩R.I = ∅ : pour tout w ∈ R, si Lw\ = ∅ alors L∩w.I = ∅ ; sinon Lw\ ∈ mod(S)
alors L ∩ w.I = ∅ ; finalement L ∩R.I = ∅.
Définition 3.2.14 (Spécification atomique). Une spécification atomique est
une des spécifications suivante :
Strue = 〈{∅}a∈Σ, ∅〉,
S 	→b = 〈{∅}a∈Σ, {b}〉 et
S→b = 〈{Ca}a∈Σ, ∅〉, avec Ca = ∅ pour a �= b et Cb = {1}.

L’ensemble des modèles de chaque spécification atomique s’obtient immédiatement
par la définition de la spécification ; les ensembles des modèles de chaque spécification
atomique sont donnés ci-dessous :

mod(Strue) = {L ∈ Σ∗}
mod(S 	→b

) = {L ⊆ Σ∗ | b /∈ L}
mod(S→b

) = {L ⊆ Σ∗ | b ∈ L}

3.2.4.2 Approche compositionnelle

Théorème 3.2.15. Chaque spécification modale peut s’exprimer comme une com-
position de spécifications atomiques à l’aide des opérateurs d’intersection et de
préfixage.
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Démonstration. Soit S = 〈{Ca}a∈Σ, I〉 une spécification modale, pour tout a dans
Σ nous définissons l’ensemble Ia = {u ∈ Σ∗ | u.a ∈ I}. Soit S′ = 〈{C ′

a}a∈Σ, I ′〉
la spécification définie par

S′ =
⋃
a∈Σ

Ca.S→a ∪
⋃
a∈Σ

Ia.S 	→a

D’après les Définitions 3.2.11 et 3.2.14, il est évident que S = S′.

3.3 Équivalence entre le Nu-Calcul conjonctif et les

spécifications modales

Cette section est dédiée à la preuve du théorème suivant :

Théorème 3.3.1. Pour tout ensemble E de langages clos par préfixe, E est
l’ensemble des modèles d’une sentence β de Lν si et seulement si il existe une
spécification modale S telle que E = mod(S).

Afin de prouver ce théorème, nous introduisons la notion de chemin de va-
riable :

Définition 3.3.2 (Chemins de variables). Soit β une formule de Lν , nous
définissons l’application Pβ : var(β) → P(Σ∗) par induction sur la structure de
β :
pour tout X ∈ var(β), si

– β ∈ {true,→a, �→a}, alors Pβ(X) = ∅,
– β = Y et Y �= X, alors Pβ(X) = ∅,
– β = X, alors Pβ(X) = {1},
– β = [a]α, alors Pβ(X) = a.Pα(X),
– β = β1 ∧ β2, alors Pβ(X) = Pβ1(X) ∪ Pβ2(X),
– β = νY.α(Y ), alors Pβ(X) = Pα(Y )∗.Pα(X).

Le langage Pβ(X) est l’ensemble des chemins de la variable X dans β.

Exemple 3.3.3. Quelques exemples de chemins de variables :
– si β = [a]X, alors Pβ(X) = {a},
– si β = [a][b]X ∧ [c]X, alors Pβ(X) = (a.b + c),
– si β = νY.([a][b]Y ∧ [c]X), alors Pβ(X) = (a.b)∗.c

Les chemins de la variable X dans β sont les mots qui “mènent” à une occur-
rence de X dans la formule : lorsque w ∈ [[ β ]]val

L , Pβ(X) est l’ensemble des mots
v tels que w.v ∈ [[ X ]]val

L ou de manière équivalente w.v ∈ val(X) ⊆ L.
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3.3.1 D’une sentence vers une spécification

Nous donnons la construction d’une spécification modale Sβ à partir d’une sen-
tence β de Lν telle que mod(Sβ) soit l’ensemble des modèles de β. Cette construc-
tion constitue la preuve de la première implication du Théorème 3.3.1 : E est l’en-
semble des modèles d’une sentence de Lν implique l’existence d’une spécification
S telle que mod(S) = E.

Cette preuve s’effectue inductivement sur la structure de la sentence β ; par
conséquent, il nous est nécessaire de prouver ce résultat pour toute formule de Lν .
Puisque les modèles d’une spécifications modale ne dépendent d’aucune valuation
d’un ensemble de variables, nous introduisons l’hypothèse suivante, qui dépend
d’une valuation val, d’une formule β, d’un langage L et d’un mot w de L :

∀X ∈ var(β), w.Pβ(X) ∩ L ⊆ val(X) (3.3)

L’hypothèse (3.3) énonce que les mots de L qui cöıncident avec les mots d’un
chemin de variable, pour une variable X, doivent être dans val(X).

Définition 3.3.4 (Spécification modale associée à une formule de Lν).
Nous définissons la spécification modale Sβ associée à la formule β ∈ Lν inducti-
vement sur la structure de β :

– β ∈ {true,→a, �→a}, Sβ est donné par la définition 3.2.14,
– β = X, Sβ = Strue,
– β = [a]α, Sβ = a.Sα,
– β = β1 ∧ β2, Sβ = Sβ1 ∩ Sβ2,
– β = νY.α(Y ), Sβ = Pα(Y )∗.Sα.

Exemple 3.3.5. Soit β = [a]νX.([b]X∧ →a ∧ �→c), la spécification modale as-
sociée à β est (a.b∗).(S→a ∩S 	→c), c.-à-d. la spécification Sβ = 〈{Ca}a∈Σ, I〉 avec :

Ca = (a.b∗), Cb = ∅, Cc = ∅, I = (a.b∗.c)

La spécification associée à une formule est construite de telle manière que,
lorsque β est une sentence, Sβ et β ont le même ensemble de modèles. Comme
nous l’avons mentionné, nous montrons un résultat plus large, valable pour toute
formule de Lν . Ce résultat est celui de la proposition suivante :

Proposition 3.3.6. Soit β ∈ Lν, val une valuation, L un langage clos par préfixe
et w un mot de L.

w ∈ [[ β ]]val
L ⇔ Lw\ ∈ mod(Sβ) et l’hypothèse (3.3) est vérifiée
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La première implication du Théorème 3.3.1 est un corollaire de la Proposition
3.3.6 (il s’agit du cas particulier où β est une sentence et w = 1) :

Corollaire 3.3.7 (de la Proposition 3.3.6). Pour tout sentence β de Lν, Sβ

et β ont le même ensemble de modèles.

Soit β ∈ Lν , val une valuation, L un langage clos par préfixe et w un mot de
L. La preuve de la Proposition 3.3.6 repose sur les trois lemmes suivants :

Lemme 3.3.8.
w ∈ [[ β ]]val

L ⇒ hypothèse (3.3)

Lemme 3.3.9.
w ∈ [[ β ]]val

L ⇒ Lw\ ∈ mod(Sβ)

Lemme 3.3.10.

Lw\ ∈ mod(S) et l’hypothèse (3.3) ⇒ w ∈ [[ β ]]var
L

Démonstration du Lemme 3.3.8. Soit w ∈ [[β ]]val
L . La preuve est par induction sur

la structure de β :
– β ∈ {true,→a, �→a}, var(β) = ∅,
– β = X, var(β) = {X}, alors PX(X) = {1} et w ∈ [[ X ]]val

L , donc w ∈
val(X) ⇒ w.{1} ⊆ valX

– β = [a]α, var(β) = var(α) et Pβ(X) = a.Pα(X), donc w.Pβ(X) ∩ L =
w.a.Pα(X)∩L. Puisque w.a ∈ [[α ]]val

L , par hypothèse d’induction, w.Pβ(X)∩
L ⊆ val(X),

– β = β1 ∧ β2, alors w.Pβ(X) ∩ L = (w.Pβ1(X) ∩ L) ∪ (w.Pβ1(X) ∩ L) et par
hypothèse d’induction, (w.Pβ1(X) ∩ L) ∪ (w.Pβ1(X) ∩ L) ∈ val(X),

– β = νY.α(Y ), nous montrons par induction sur n que :

w.Pα(Y )n.Pα(X) ∩ L ⊆ val(X)

Dans la suite, nous précisons, lorsqu’une hypothèse d’induction est utilisée,
s’il s’agit de l’hypothèse de l’induction sur n ou de celle sur β.
Posons V = [[ β ]]val

L ; nous avons que w ∈ [[ β ]]val
L est équivalent à w ∈

[[ α(Y ) ]]val(V/Y )
L .

– Pour n = 0, par hypothèse d’induction sur β, w.Pα(X) ∩ L ⊆ val(X)
– Pour n + 1, nous avons

w.Pα(Y )n+1.Pα(X) ∩ L = w.Pα(Y ).Pα(Y )n.Pα(X) ∩ L

Par hypothèse d’induction sur β, w ∈ [[ α(Y ) ]]val(V/Y )
L , ce qui implique

w.Pα(Y ) ∩ L ⊆ V et donc pour tout v ∈ w.Pα(Y ) ∩ L, v ∈ V ; par
hypothèse d’induction sur n, nous obtenons v.Pα(Y )n.Pα(X)∩L ⊆ val(X)
et finalement w.Pα(Y ).Pα(Y )n.Pα(X) ∩ L ⊆ val(X)
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Démonstration du Lemme 3.3.9. La preuve est par induction sur la structure de
β :

– β ∈ {true,→a, �→a,X}, par la Définition 3.2.14, Lw\ ∈ mod(Sβ),
– β = [a]α, Sβ = a.Sα, si a ∈ Lw\ alors w.a ∈ [[ α ]]val

L ; par hypothèse d’induc-
tion, Lw.a\ ∈ mod(Sα). Par le Lemme 3.2.13, nous obtenons Lw\ ∈ mod(Sβ).

– β = β1 ∧ β2, par le Lemme 3.2.12 nous obtenons mod(Sβ) = mod(Sβ1) ∩
mod(Sβ2) ; par hypothèse d’induction, Lw\ ∈ mod(Sβ).

– β = νX.α(X). Soit V = [[ β ]]val
L , nous avons V = [[ α(X) ]]val(V/X)

L . Nous
montrons pour tout n et pour tout v ∈ (Pα(X)(X))n, w.v ∈ L ⇒ Lw.v\ ∈
mod(Sα) par induction sur n.
– Pour n = 0, w ∈ [[ α(X) ]]val(V/X)

L et par hypothèse d’induction sur β,
Lw\ ∈ mod(Sα).

– Pour n + 1, w ∈ V , puisque v = u.u′ avec u ∈ Pα(X)(X), par le Lemme
3.3.8 nous avons (u′ ∈ Lw.u\) ⇒ Lw.u.u′\ ∈ val(X) = V . Par hypothèse
d’induction sur n, puisque u′ ∈ (Pα(X)(X))n, nous obtenons Lw.u.u′\ ∈
mod(Sα).

Finalement, pour tout v ∈ (Pα(X)(X))∗, w.v ∈ L⇒ Lw.v\ ∈ mod(Sα). Nous
appliquons le Lemme 3.2.13 pour obtenir Lw\ ∈ mod(Sβ).

Démonstration du Lemme 3.3.10. La preuve est par induction sur β :
– β ∈ {true,→a, �→a X}, par la Définition 3.2.14, w ∈ [[ β ]]var

L ,
– β = [a]α, Sβ = a.Sα, si a ∈ Lw\ le Lemme 3.2.13 nous assure Lw.a\ ∈

mod(Sα) puis par hypothèse d’induction, w.a ∈ [[ α ]]val
L . Dans les deux cas,

w ∈ [[ β ]]val
L ,

– β = β1 ∧ β2, Sβ = Sβ1 ∪ Sβ2 , par le Lemme 3.2.12 nous obtenons Lw\ ∈
mod(Sβ1) ∩mod(Sβ2), et par la Définition 3.3.2 ainsi que l’hypothèse (3.3),
pour tout v ∈ Pβ(X), v ∈ Pβ1(X) ∪ Pβ2(X). Nous pouvons appliquer l’hy-
pothèse d’induction, pour β1 et β2 afin d’obtenir w ∈ [[ β ]]val

L ,
– β = νX.α(X), nous montrons que (L ∩ w.Pα(X)∗) est un post-point-fixe,

c.-à-d. :
(L ∩ w.Pα(X)∗) ⊆ [[ α ]]var(X/(L∩w.Pα(X)∗)

L

Pour tout v ∈ (Lw\ ∩ Pα(X)∗) :
1) w ∈ mod(Sβ) ⇒ w.v ∈ mod(Sα) (par le Lemme 3.2.13),
2) pour tout Y ∈ var(β) (Y �= X), w.Pβ(Y ) ∩ L ⊆ val(Y ) et Pβ(Y ) =

(Pα(X))∗Pα(Y ) implique

w.v.Pα(Y ) ∩ L ⊆ val(Y )
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3) Pour X, v ∈ (Lw\ ∩ Pα(X)∗) implique

w.v.Pα(X) ∩ L ⊆ val(X/(L ∩ w.Pα(X)∗))

Les items 2) et 3) nous donnent l’hypothèse (3.3) qui, combinée avec 1)
nous permettent d’appliquer l’hypothèse d’induction afin d’obtenir w.v ∈
[[ α ]]var(X/(L∩w.Pα(X)∗)

L . Nous avons prouvé que (L ∩w.Pα(X)∗) est un post-
point-fixe et w ∈ (L ∩w.Pα(X)∗) ; nous obtenons finalement w ∈ [[ β ]]val

L .

Avec ces trois derniers Lemmes, la preuve de la Proposition 3.3.6 est immédiate :

Démonstration de la Proposition 3.3.6. ⇒) est donné par le Lemme 3.3.10
⇐) est donné par les Lemmes 3.3.8 et 3.3.9.

3.3.2 D’une spécification vers une sentence

Nous donnons la construction de la sentence βS de Lν à partir d’une spécification
modale S telle que l’ensemble des modèles de βS soit l’ensemble mod(S). Il s’agit
d’une preuve constructive de la deuxième implication du Théorème 3.3.1. L’idée
repose sur l’expression de S comme composition de spécifications atomiques en
utilisant le Théorème 3.2.15 puis sur la construction de βS étape par étape de
telle manière que SβS

et S soient structurées de manière identique, et possèdent
par conséquent le même ensemble de modèles.

Lemme 3.3.11. Pour tout langage rationnel R ⊆ Σ∗ il est possible de construire
une formule αR(X) ∈ Lν telle que pour toute sentence β de Lν, SαR(β/X) = R.Sβ.

Démonstration. Puisque R est un langage rationnel, il peut s’exprimer par une
expression régulière sur Σ. Afin de prouver la propriété inductivement sur R, nous
donnons une grammaire pour les expressions régulières adaptée à cette preuve

{1} | a.R1 | R1 ∪R2 | R∗
1

où a ∈ Σ. Nous construisons inductivement αR(X) et nous montrons à chaque
étape que pour tout β ∈ Lν , SαR(β/X) = R.Sβ et PαR(X)(X) = R :

– R = {1} : soit αR(X) = X, nous avons trivialement SαR(β/X) = R.Sβ et
PαR(X)(X) = R,

– R = a.R1 : soit αR(X) = [a]αR1(X), par la Définition 3.3.4 et l’hypothèse
d’induction, nous avons SαR(β/X) = R.Sβ, et par la Définition 3.3.2 et l’hy-
pothèse d’induction, nous avons PαR(X)(X) = R,
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– R = R1 ∪ R2 : soit αR(X) = αR1(X) ∧ αR2(X), par la Définition 3.3.4 et
l’hypothèse d’induction, nous avons SαR(β/X) = R.Sβ, et par la Définition
3.3.2 et l’hypothèse d’induction, nous avons PαR(X)(X) = R,

– R = R∗
1 : soit αR(X) = νY.αR1(Y/X) ∧ X. Puisque par hypothèse d’in-

duction PSαR1
(Y/X)

= R1.Sβ, par la Définition 3.3.4 nous avons Sα(β/X) =
R∗

1.Sβ = R.Sβ. La Définition 3.3.2 entrâıne immédiatement PαR(X)(X) = R.

Lemme 3.3.12. Pour toute spécification modale S, il est possible de construire
une sentence βS de Lν telle que S et βS aient le même ensemble de modèles.

Démonstration. Par le Théorème 3.2.15, nous avons une décomposition de S à
partir de laquelle nous construisons inductivement une formule βS telle que SβS

=
S, le seul opérateur non trivial est celui de préfixage, pour lequel la preuve est
donnée par le Lemme 3.3.11.

Exemple 3.3.13. Soit S la spécification modale de la Figure 3.2, une décomposition
de S est :

S = S 	→b ∪ S→a ∪ a.(a.(b.a)∗.S→b ∩ b.(a.b)∗.S→a)

la sentence équivalente est alors :

βS = �→b ∧ →a ∧[a]( [a]νX.( [b][a]X∧ →b ) ∧ [b]νY.( [a][b]X∧ →a ) )

3.3.3 Preuve du Théorème 3.3.1

Nous avons établi une traduction d’une sentence de Lν vers une spécification
modale, ainsi qu’une traduction inverse, ce qui suffit pour prouver le théorème
principal de cette section :

Démonstration du théorème 3.3.1. Soit E l’ensemble des modèles d’une sentence
β, par le Corollaire 3.3.7, E ∈ mod(Sβ). Réciproquement, si E = mod(S) alors par
le Lemme 3.3.12, il existe βS telle que E soit l’ensemble des modèles de βS .

Une conséquence de cette preuve est que lorsque nous établissons des propriétés
uniformes sur les spécifications modales, les sentences de Lν héritent immédiatement
de ces propriétés ; c’est le cas de la structure de treillis des modèles, établie avec
le Théorème 3.2.9.

@@@
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3.4 Synthèse à partir de spécifications modales

Nous présentons ici une extension inédite à la synthèse de réseaux. Nous
définissons une restriction sur les spécifications modales et nous proposons un
algorithme de synthèse.

3.4.1 Réseaux de Petri et spécifications modales

On dit qu’un réseau de Petri (N ,m0) satisfait une spécification modale S
lorsque L(N ,m0) ∈ mod(S) ; on dira alors que (N ,m0) est modèle de S.

Nous avons montré qu’une spécification modale peut représenter un ensemble
infini d’intervalles de langages (voir l’Exemple 3.2.10) ; toute technique existante de
synthèse de réseau ne peut donc en général pas s’appliquer au cas des spécifications
modales.
De plus, l’approche usuelle de la synthèse consistant à produire le réseau possédant
le plus petit langage satisfaisant certaines conditions, puis à vérifier si ce réseau est
modèle de la spécification n’est pas adaptée aux spécifications modales. En effet,
cette approche repose sur le fait que les résultats de synthèse actuels sont valables
pour des spécifications (intervalles de langages, graphes automatiques) où un sous-
ensemble des comportements de tout réseau solution est connu a priori et où le
plus petit réseau possédant ce sous-ensemble de comportements est un modèle de
la spécification si et seulement s’il existe un réseau modèle de cette spécification.
Dans le cas d’une spécification modale S, le langage LS

� représente un ensemble de
comportement que tout réseau modèle de S possède nécessairement. Cependant,
l’existence d’un réseau modèle de S ne garantit pas que le plus petit langage de
réseau L contenant LS

� soit modèle de S. Cela vient du fait que le langage L ne
vérifie pas nécessairement CS(L) ⊆ L.

3.4.2 Une famille de spécifications

Définition 3.4.1. Les langages S0 et S1 On définit deux sous-ensembles de
Σ∗ : S0 désigne les langages finis de mot de Σ∗, et par conséquent les langages qui
peuvent être définis par une expression régulière sans employer l’étoile ; S1 désigne
les langages de mots de Σ∗ qui sont définis par une union finie de langages du type
(u.v∗.w) où u, v,w sont des mots de Σ∗ avec w �= 1. On dit d’une spécification
S = 〈{Ca}a∈Σ, I〉 qu’elle est S0 (resp. S1, (S1 ∪S0)) si ses composantes Ca pour
tout a ∈ Σ et I sont dans S0 (resp. S1, (S1 ∪S0)). Lorsque L ∈ S1, on nomme
taille de L le nombre de langages du type (u.v∗.w) qu’il contient. On nomme
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également taille d’une spécification S = 〈{Ca}a∈Σ, I〉 qui est S1 la somme des
tailles des Ca pour a ∈ Σ et de la taille de I.

On se donne S = 〈{Ca}a∈Σ, I〉, avec l’hypothèse que S est satisfiable.

Définition 3.4.2. S1-triplet modal Un S1-triplet modal est un triplet (T,L, J)
où T est une spécification modale S1, L est un langage rationnel et J est un
langage fini tel que J ∩ L = ∅. On dit qu’un langage L′ clos par préfixe satisfait
le triplet (T,L, J) si et seulement si L′ ∈ mod(T ), L ⊆ L′ et L′ ∩ J = ∅. On note
mod(T,L, J) l’ensemble des langages satisfaisant (T,L, J).

Nous utilisons maintenant la notion de S1-triplet modal pour nous abstraire
des composantes S0 de S. Le lemme suivant permet de passer d’une spécification
S0 ∪S1 à une union finie de S1-triplets modaux.

Lemme 3.4.3. Pour toute spécification modale S dans (S0 ∪ S1) il existe un
ensemble fini {(Tk, Lk, Jk)}k∈K de S1-triplets modaux tel que pour tout k ∈ K, Jk

est un langage fini et tel que mod(S) =
⋃

k∈K mod(Tk, Lk, Jk).

Démonstration. L’ensemble des triplets modaux se construit de la manière sui-
vante :

1. on exprime la spécification S comme l’intersection de deux spécifications S0

et S1 respectivement S0 et S1,

2. On construit un ensemble fini de couples de langages {(Lk, Jk)}k∈K où les Jk

sont des langages S0 et tels que mod(S0) = {L ⊆ Σ∗ tel que ∃k ∈ K,Lk ⊆
L et L ∩ Jk = ∅},

3. on construit les S1-triplet (Tk, Lk, Jk) en posant pour tout k ∈ K, Tk = S1.

Nous prouvons uniquement le résultat de l’étape 2 c.-à-d qu’une spécification S0

est équivalente à la donnée d’un ensemble fini de couples de langages {(Lk, Jk)}k∈K

où les Jk sont des langages S0.
Soit S0 = 〈{Ca}a∈Σ, I〉 une spécification S0, puisque pour tout a, Ca est un

langage fini, le langage CS0(Σ
∗) est également fini ; pour tout langage R clos par

préfixe, nous avons par définition CS0(R) ⊆ CS0(Σ
∗). Lorsque R est modèle de

S0, nous avons CS0(R) ⊆ R et donc CS0(R) ⊆ R. Soit {Lk}k∈K le sous-ensemble
fini des langages L où L ∈ 2CS0

(Σ∗), les Lk représentent l’ensemble des valeurs
possibles de CS0(R) pour tout langage R. Soit {Ik}k∈K l’ensemble fini où Ik est
l’ensemble

⋃
a∈Σ Ca \Lk ; on pose alors Jk = Ik ∩ I, remarquons que par définition

Ik est S0 (puisqu’il s’agit d’un sous-langage de
⋃

a∈Σ Ca) et donc que Jk est S0.
Par construction, un langage R est modèle de S0, si et seulement s’il existe k tel
que CS(R) = Lk et R ∩ Jk = ∅.
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Exemple 3.4.4. Soit S la spécification sur l’alphabet Σ = {a, b} définie par
Ca = {b.b + a.(b.a)∗}, Cb = {1}, I = {b.b.b + b.(a + b).a.(a + b) + a.(b.a)∗.a},
la décomposition s’effectue la manière suivante :

1. S1 est définie par C1
a = {a.(b.a)∗}, C1

b = ∅, I1 = {a.(b.a)∗.a} et S0 est
définie par C0

a = {b.b}, C0
b = {1}, I0 = {b.b.b + b.(a + b).a},

2. nous obtenons deux couples de langages (L1, J1) et (L2, J2) avec :

L1 = {1 + b} J1 = {b.b + b.b.b + b.a + b.(a + b).a}
L2 = {1 + b + b.b + b.b.a} J2 = {b.b.b + b.(a + b).a}

3. au final, nous obtenons deux S1-triplets modaux : (S1, L1, J1) et (S1, L2, J2).

De fait, d’après le Lemme 3.4.3, il existe un réseau N tel que son langage est
modèle d’une spécification modale S si et seulement si il existe un S1-triplet mo-
dal dont L(N ) est modèle.

3.4.3 Un algorithme de synthèse

Dans un premier temps, nous définissons un ensemble de modèles particuliers
d’un S1-triplet modal.

Définition 3.4.5 (Modèles permissifs). Soit (T,L, J) un S1-triplet modal avec
T = 〈{Ca}a∈Σ, I〉, un modèle permissif de (T,L, J) est un réseau (N ,m0) dont
toute place p vérifie les deux conditions suivantes :

(i) L ⊆ L({p}),
(ii) pour toute composante1, u.w∗.v de T ,<p,w> ≥ 0,

(iii) pour tout a ∈ Σ et pour tout u.w∗.v dans Ca, u.v.a ∈ L({p}).
et tel que

(iv) pour tout u.w∗.v ∈ I, il existe p dans N tel que u.v /∈ L({p}) et <p,w> = 0.

(v) pour tout u ∈ J , il existe p dans N tel que u /∈ L({p})
On se donne un S1-triplet modal (T,L, J) avec T = 〈{Ca}a∈Σ, I〉.

Lemme 3.4.6. Un modèle permissif de (T,L, J) est un modèle de (T,L, J).

1Cette composante peut être dans n’importe lequel des langages constituant T , c.-à-d. dans
Ca pour un certain a ∈ Σ où dans I .
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Démonstration. Soit (N ,m0) un modèle permissif de (T,L, J). Pour toute place
p de N , la condition (i) nous assure L ⊆ L(N ,m0) ; la condition (v) nous assure
L(N ,m0) ∩ J = ∅ ; la condition (iii) combinée à la condition (ii) nous assure
CT (Σ∗) ⊆ L(N ,m0) et donc CT (L(N ,m0)) ⊆ L(N ,m0) ; la condition (iv) nous
assure enfin L(N ,m0) ∩ I = ∅. Nous en déduisons que (N ,m0) est un modèle de
(T,L, J).

Lemme 3.4.7. L’existence d’un modèle permissif de (T,L, J) est décidable.

Démonstration. L’ensemble des places de réseau satisfaisant (i), (ii) et (iii) forme
un cône convexe polyédral, pour vérifier (v), il suffit de synthétiser le réseau
(N ,m0) composé des rayons extrémaux de ce cône et de vérifier L(N ,m0)∩J = ∅.
Pour vérifier (iv), pour chaque composante u.w∗.v de I, on synthétise le réseau
(N u,w,v,mu,w,v

0 ) composé des rayons extrémaux du cône des places satisfaisant (i),
(ii), (iii) et <p,w> = 0 et on vérifie L(N u,w,v,mu,w,v

0 ) ∩ {u.v} = ∅.
Lorsque ces propriétés sont vérifiées, l’union des réseaux synthétisés dans le

processus est un modèle permissif de S.

Le lemme suivant est le lemme qui permet à la synthèse d’être effective ; sa
preuve est présentée dans l’Annexe de ce document. Ce lemme permet de traiter
le cas où (T,L, J) ne possède pas de modèle permissif.

Lemme 3.4.8. Si (T,L, J) ne possède aucun modèle permissif alors il existe un
ensemble fini {(Tk, Lk, Jk)}k∈K de S1-triplets modaux, tous de taille strictement
inférieure à la taille de (T,L, J) et tels que tout réseau modèle de (T,L, J) soit
également modèle de (Tk, Lk, Jk) pour un certain k ∈ K.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le résultat principal de cette
section.

Théorème 3.4.9. Soit S une (S0 ∪ S1) spécification modale, l’existence d’un
réseau de Petri N tel que L(N ) ∈ mod(S) est décidable.

Démonstration. L’algorithme de synthèse est le suivant :

Étape 1 : calculer l’ensemble Triplets = {(Tk, Lk, Jk)}k∈K de S1-triplets mo-
daux en utilisant le résultat du Lemme 3.4.3 ;

Étape 2 : pour chaque (T,L, J) ∈ Triplets, soit il existe un modèle permissif,
auquel cas la synthèse est effective d’après les Lemmes 3.4.7 et 3.4.6, et
l’algorithme s’achève. Soit un tel modèle n’existe pas, et nous utilisons le
résultat du Lemme 3.4.8 pour construire un ensemble fini {(Th, Lh, Jh)}h∈H

de S1-triplets modaux que l’on ajoute à Triplets ;
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Étape 3 : si l’ensemble Triplets est vide, la synthèse n’a pas de solutions ; sinon
reprendre à l’Étape 2.

Cet algorithme termine car la taille des T de chaque triplet (T,L, J) dans
Triplets décrôıt strictement à chaque itération de l’algorithme.

Ce résultat peut enfin être étendu à :

Théorème 3.4.10. Soit S une (S0∪S1) spécification modale et R un langage de
S0, l’existence d’un réseau de Petri N tel que L(N ) ∈ mod(R∗.S) est décidable
et effective.

Démonstration. Soit w ∈ R, supposons qu’il n’existe pas de réseau (N ′,m′
0)

modèle de R∗.S avec w /∈ L(N ′,m′
0) ; soit (N ,m0) un modèle de R∗.S, nous avons

par hypothèse w ∈ L(N ,m0), ce qui entrâıne, par le Lemme 3.2.13, que (N ,m)
est modèle de R∗.S avec m0[w〉m et l’hypothèse s’applique de nouveau ; par in-
duction, nous obtenons w∗ ∈ L(N ,m0). Par conséquent, pour tout mot w ∈ R,
soit il existe un réseau (N ′,m′

0) modèle de R∗.S avec w /∈ L(N ′,m′
0), soit tout

réseau (N ′,m′
0) modèle de R∗.S vérifie w∗ ∈ L(N ′,m′

0). Nous en déduisons que
l’existence d’un réseau modèle de R∗.S implique l’existence d’un réseau (N ,m0)
modèle de R∗.S et d’un sous-ensemble R′ de R tels que pour tout mot w de R\R′,
w∗ ∈ L(N ,m0) et u /∈ L(N ,m0) pour tout mot u de R′.

Posons S = 〈{Ca}a∈Σ, I〉, la procédure de synthèse consiste à rechercher, pour
tout sous ensemble R′ de R, un réseau modèle de 〈{Ca}a∈Σ, I ∩ R′〉 qui vérifie,
pour tout w ∈ R′ et pour toute place p, <p,w> = 0 ; pour chaque R′, la procédure
de synthèse reste la procédure présentée précédement, mais la contrainte (i) des
modèles permissifs devient :

(i) L ⊆ L({p}) et pour tout w ∈ R′, <p,w> = 0.

Cette dernière contrainte est nécessaire puisque toutes les places p qui per-
mettent de vérifier les conditions (iv) et (v) doivent le faire uniformément suivant
w.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons défini un fragment syntaxique du Mu-Calcul
pour la synthèse de réseau, sur la base des résultats d’indécidabilité du cha-
pitre précédent. Ce fragment, le Nu-Calcul conjonctif entre dans le cadre des
travaux de [Esp94] : le model checking de réseau de Petri pour des formules
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du Nu-Calcul conjonctif est décidable. Nous avons également introduit un recon-
naisseur, les spécification modales, pour une approche basée sur les langages des
formules du Nu-Cacul. Nous avons établi l’équivalence entre le Nu-Calcul et les
spécifications modales. Nous avons également montré que les spécifications modale
sont adaptées à l’extraction d’un sous-ensemble, les spécifications R∗.(S0 ∪ S1),
pour lequel la synthèse de réseau est décidable puisque nous avons établi un nou-
veau résultat de synthèse. Ce résultat étend strictement les travaux de [BD99] dès
qu’une spécification modale possède une composante S1. En effet, dans ce cas la
spécification possède une infinité de modèles, et la synthèse au cas par cas n’est pas
envisageable ; ceci n’est pas vrai dans le cas des spécifications S0 qui définissent
une union finie d’intervalles de langages pour lesquels il est possible de décider de
la synthèse en les considérant un par un. Ce résultat diffère également de celui
de [BD02] (concernant les spécifications automatiques) dès qu’une spécification est
S1, puisque dans ce cas, d’une part l’ensemble des états du système à synthétiser
n’est pas initialement connu, d’autre part il n’est pas nécessairement régulier.
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4.3 Indécidabilité de Sat(Lν ,PN) . . . . . . . . . . . . . . . . 107
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4.3.3 Preuve du Théorème 4.3.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . 125

4.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126

87
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L’objet de ce chapitre est, dans un premier temps, de caractériser un réseau
(non initialisé) N en utilisant les sentences de Lν interprétées sur la classe PN.
Nous construisons, pour tout réseau N , une sentence ϕN qui caractérise la struc-
ture de N . Il n’est pas possible de construire une sentence φ telle que N soit
l’unique modèle de φ sur la classe PN. Par conséquent, pour caractériser la struc-
ture d’un réseau, nous donnons une relation de préordre �, purement structurelle
(indépendante des marquages initiaux), sur les éléments de PN ; la sentence ϕN ,
nommée théorie de N , ainsi construite (sur un alphabet plus grand que celui sur
lequel opère N ) est telle que les modèles de cette sentence sur la classe PN soient
(après projection sur l’alphabet de N ) les réseaux N ′ qui vérifient N � N ′. Nous
montrons ensuite que la sentence ϕN peut s’exprimer sous la forme, plus simple,
d’un intervalle de langage.

Ce résultat nous permet, dans un second temps, d’établir la preuve de l’indéci-
dabilité du problème Sat(Lν ,PN). Par opposition au réseau de compteur C du
Chapitre 2 qui simulait le test à zéro par l’inactivation d’une transition, le raison-
nement de ce chapitre utilise un réseau de compteurs particulier Nk0,k1 qui permet
de simuler le test à zéro par le tir d’une transition. La preuve utilise la théorie de
Nk0,k1 conjointement à l’énoncé, sous forme d’une sentence de Lν , d’un problème
indécidable sur les machines à deux compteurs.

4.1 Préliminaires

4.1.1 La logique Lν

Dans ce chapitre, nous considérons la grammaire suivante pour Lν :

(Lν �) β1, β2 ::= true |X | 〈a〉β1 | [a]β1 | �→a |β1 ∧ β2 | νX.β1(X)

La sémantique associée à Lν est la sémantique sur les langages, elle est présentée
dans la le Chapitre 2, Définition 2.6.1 page 60.

Remarque 4.1.1. La syntaxe diffère de celle présentée dans le Chapitre 3 (voir
Définition 3.1.1 page 66) par le fait qu’elle intègre, par commodité, l’opérateur
〈a〉 et non plus l’opérateur →a. Remarquons que les deux définitions de Lν sont
équivalentes puisque pour toute formule β ∈ Lν , pour toute valuation val et pour
tout langage L, nous avons :

[[ 〈a〉β ]][val]
L = [[ [a]β∧ →a ]][val]

L et [[→a ]][val]
L = [[ 〈a〉true ]][val]

L
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4.1.2 Les réseaux de Petri considérés

Dans ce chapitre, nous considérons uniquement la représentation vectorielle
des réseaux de Petri.

Note 4.1.2. Nous ne ferons pas la différence entre une place p de réseau et la
place λ.p obtenue par multiplication du vecteur p par un facteur λ ∈ Q strictement
positif1. On dira que p et λ.p sont colinéaires.

Le lemme suivant montre qu’il est possible de remplacer p par λ.p dans un
réseau de Petri sans en changer le langage. On rappelle que le langage d’un réseau
est l’intersection du langage de ses places (voir Proposition 1.4.19, page 23)

Lemme 4.1.3. Soient p et p′ deux places colinéaires, pour tout entier n0, il existe
un entier n′

0 tel que L({p},m0) = L({p′},m′
0) avec m0(p) = n0 et m0(λ.p) = n′

0.

Démonstration. Posons p′ = λ.p et n′
0 = �λ.n0�. On montre que pour toute

séquence de tir u tirable dans ({p},m0) et ({p′},m′
0) et pour tout a ∈ Σ, a

est tirable dans ({p},m0) si et seulement si a est tirable dans ({p′},m′
0). Dans

({p},m0), la relation m0[u.a〉 s’écrit2 :

m0(p) +
∑
b∈Σ

|u|b × <p, b> ≥ <p, •a>

soit
n0 +

∑
b∈Σ

|u|b × <p, b>− <p, •a> ≥ 0

Dans ({p′},m′
0) la relation m0[u.a〉 s’écrit :

m0(p′) +
∑
b∈Σ

|u|b × <p′, b> ≥ <p′, •a>

soit
�λ.n0�+

∑
b∈Σ

|u|b × λ.<p, b>− λ.<p, •a> ≥ 0

Puisque λ.<p, b> et λ.<p, •a> sont des entiers, m0[u.a〉 s’écrit :

n0 +
∑
b∈Σ

|u|b × <p, b>− <p, •a> ≥ 0

Donc les relations de tir de ({p},m0) et ({p′},m′
0) sont identiques.

1Le vecteur λ.p n’est une place de réseau que si toutes ses composantes sont dans N.
2Voir l’Équation 1.4 page 28.
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On notera alors N ⊆ N ′ lorsque pour tout p ∈ N , il existe λ strictement
positif dans Q tel que λ.p est dans N ′.

À partir de ce point et pour la suite de ce chapitre, nous considérons unique-
ment des réseaux de Petri purs. Autrement dit, la classe PN fera référence aux
réseaux de Petri purs.

Définition 4.1.4 (Réseaux réduits). On dit d’une place p qu’elle est réduite si
elle vérifie

PGCD(<p, a1>, . . . , <p, an>) = 1

Un réseau de Petri est réduit lorsque toutes ses places sont réduites.

Remarque 4.1.5. Soit p une place de réseau réduite. Toute place p′ colinéaire à
p vérifie nécessairement p′ = λ.p avec λ entier.

On nommera forme réduite d’un réseau {p1, . . . , pl} le réseau {p′1, . . . , p′l} tel
que les places p′1, . . . p

′
l sont réduites et telles que pour tout i ∈ [1, l], p′i et pi soient

colinéaires.

4.2 La théorie d’un réseau est un intervalle de langages

Dans cette section nous nous intéressons uniquement aux structures des réseaux
de Petri, c.-à-d. que nous ne considérons pas le marquage initial. Nous montrons
que pour un marquage initial bien choisi, il est possible de spécifier précisément
un grand nombre de propriétés structurelles d’un réseau avec une spécification
qui porte uniquement sur le “régime permanent” du réseau. Les spécifications que
nous donnons ici sont des sentences de Lν , dont nous montrerons ensuite qu’elles
peuvent se ramener à des spécifications de INTΣ.

La procédure consiste à utiliser un alphabet Σ′ qui est un sur-ensemble strict de
l’alphabet Σ sur lequel opèrent les réseaux considérés. Nous donnons les définitions
utiles pour passer d’un alphabet à l’autre et nous montrons comment il est pos-
sible de s’abstraire du marquage initial dans des sentences de Lν .

Soit N = {p1, . . . , pk} un réseau sur Σ′, on note N|Σ la projection de N sur
l’alphabet Σ ⊆ Σ′ définie par N ′ = {p1|Σ, . . . , pk|Σ} où p|Σ désigne la projection
du vecteur p sur les composantes correspondant à Σ.

Définition 4.2.1. Soit N un réseau de Petri sur un alphabet Σ. On dit que N
est prolongé sur un alphabet Σ′ en un réseau N ′ lorsque Σ � Σ′ et que N ′|Σ = N .

On confondra alors les marquages de N et N ′|Σ.
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a

b

2 3
a

b

c

d
2

2 3

Fig. 4.1 – Un réseau et un de ses prolongements.

Exemple 4.2.2. La Figure 4.1 représente un réseau sur {a, b} et un prolongement
possible de ce réseau sur {a, b, c, d}.

Dans la suite, on notera N |= φ lorsqu’il existe m0 tel que (N ,m0) |= φ ou de
manière équivalente [[ φ ]]N �= ∅. Nous considérerons également un alphabet dont
les éléments sont de la forme :

a, b, c, a1, . . . , an,�,⊕, ,�,�

Lemme 4.2.3. Soit ψ = 〈�〉φ une sentence de Lν avec φ une sentence sur l’al-
phabet Σ = Σ′ \ {�}. Pour tout réseau N sur Σ, N |= φ si et seulement si
pour tout marquage m′

0 de N , il existe un prolongement N ′ de N sur Σ′ tel que
(N ′,m′

0) |= ψ.

Démonstration. Nous montrons les deux implications.

⇒) Puisque N |= φ, alors il existe m′
0 tel que (N ,m′

0) |= φ. On prolonge N en
N ′ en posant, pour tout place p de N

<p,�> = m′
0(p)−m0(p)

Pour tout p, m0(p)+<p,�> = m′
0(p) ≥ 0 ce qui implique m0[�〉m′

0. Puisque
φ est une sentence sur Σ, (N ,m′

0) |= φ implique (N ′,m′
0) |= φ. Nous obte-

nons alors (N ′,m0) |= ψ.

⇐) Puisque (N ′,m0) |= 〈�〉φ, nous avons m0[�〉m, ce qui implique (N ,m′
0) |= φ

et finalement N |= φ.
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Le principe du Lemme 4.2.3 est d’encoder le marquage initial d’une place p
dans la valeur <p,�>. Tout modèle N de φ peut alors se prolonger en un modèle
(N ′,m0) de ψ indépendamment du marquage initial de N . La conséquence est
que la satisfaction de φ par N va dépendre uniquement des comportement infinis
(du régime permanent) de N puisque le choix du marquage initial est libre. Nous
n’aurons alors pas à nous préoccuper de savoir si une transition est tirable au
marquage initial.

4.2.1 Équations de places en Nu-calcul Conjonctif

Nous construisons une famille de sentences de Lν qui expriment des équations
ou des inéquations sur les vecteurs de places d’un réseau. Cette famille est com-
posée de sentences de deux types :

– les inéquations universelles sont les sentences qui expriment des inéquations
qui sont vérifiées par tous les vecteurs de places,

– les équations existentielles sont les sentences qui expriment l’existence d’une
place qui vérifie un ensemble d’équations.

Le principe utilisé (l’expression de comportements à l’infini) est une extension de
celui de la spécification des places simulant des compteurs dans la sentence de test
à zéro, vu au chapitre 2 (Définition 2.4.9, page 45).

On étend l’opérateur 〈.〉 de Lν à un mot u ∈ Σ∗, avec u = a1. . . . .ak, en posant :

〈u〉 def= 〈a1〉 . . . 〈ak〉

Définition 4.2.4 (Inéquation universelle). Soit u ∈ Σ∗, on définit la sentence
d’inéquation universelle associée à u

Υ∀[u][≥0] def= νX.〈u〉X

Lemme 4.2.5. Soit u ∈ Σ∗, N |= Υ∀[u][≥0] si et seulement si pour toute place p
de N , <p, u> ≥ 0.

Démonstration. Puisque N |= Υ∀[u][≥0], il existe m0 tel que (N ,m0) |= Υ∀[u][≥0],
ce qui est équivalent à m0[u〉m et (N ,m) |= Υ∀[u][≥0]. Par induction nous obtenons

(N ,m0) |= Υ∀[u][≥0] ssi pour tout k ∈ N,m0[uk〉

S’il existe une place p dans N tel que <p, u> < 0, alors il existe k tel que
m0(p) + k.<p, u> < 0, ce qui contredit m0[uk〉.
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Réciproquement, si pour tout p ∈ N <p, u> ≥ 0, alors il existe m0 tel que
m0[u〉m avec pour toute place p, m(p) ≥ m0(p). Nous en déduisons pour tout
k ∈ N m0[uk〉, ce qui suffit à prouver N |= Υ∀[u][≥0].

Définition 4.2.6. Soient k mots sur Σ, u1, . . . , uk, et soit a ∈ Σ, on définit la
sentence

γ∃[a][u1, . . . , uk][=0] def= νX. �→a ∧〈u1〉X ∧ . . . ∧ 〈uk〉X
Exemple 4.2.7. Une sentence typique de celle que nous considèrerons dans la
suite est la suivante :

γ∃[ ][ .⊕,⊕.a, b. ][=0] = νX. �→� ∧〈 .⊕〉X ∧ 〈⊕.a〉 ∧ 〈b. 〉
Lemme 4.2.8. Soient u1, . . . , uk ∈ Σ∗, N |= γ∃[a][u1, . . . , uk][=0] si et seulement
si

(i) il existe une place p de N telle que

<p, a> < 0
<p, u1> = 0

...
...

...
<p, uk> = 0

et pour tout i ∈ [1, k], pour tout préfixe w de ui,

<p,w> > <p, a>

(ii) pour toute place p de N , pour tout i ∈ [1, k],

<p, ui> ≥ 0

Démonstration. Soit Lu le langage défini par l’expression régulière Lu = (u1 +
. . . + uk)∗. De N |= γ∃[a][u1, . . . , uk][=0] nous déduisons qu’il existe m0 tel que
(N ,m0) |= γ∃[a][u1, . . . , uk][=0], ce qui nous permet d’écrire :

(N ,m0) |= γ∃[a][u1, . . . , uk][=0] ssi




pour tout i ∈ [1, k],m0[uk〉m
avec (N ,m) |= γ∃[a][u1, . . . , uk][=0]

et a est inactive au marquage m0

Par induction sur les mots de Lu, nous obtenons :

(N ,m0) |= γ∃[a][u1, . . . , uk][=0] ssi

{
pour tout w ∈ Lu,m0[w〉m
et a est inactive au marquage m

(4.1)

Nous montrons maintenant les deux implications du lemme.
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⇒) On montre (ii) puis (i).

(ii) En supposant qu’il existe une place p dans N et i ∈ [1, k] telle que
<p, ui> < 0, on montre suivant le même principe que pour la preuve du
Lemme 4.2.5 que cela contredit m0[w〉 pour tout w ∈ Lu.

(i) Posons N = {p1, . . . , pl}, supposons que pour toute place ph de N il
existe vh ∈ {u1, . . . , uk} tel que <ph, vh> �= 0 ; d’après le résultat (ii)
cela implique <ph, vh> > 0. Par conséquent, il existe nh ∈ N tel que
m0(ph) + <ph, vnh

h > + <ph, a> > 0 (c.-à-d. que ph n’inactive pas a au
marquage m défini par m0[v

hl
l 〉m).

Nous construisons alors le mot w = vn1
1 .vn2

2 . . . .vnl
l . Par (ii), nous ob-

tenons <ph, w> ≥ <p, vnh
h > pour toute place ph de N . Par conséquent

m0(ph) + <ph, w> + <ph, a> > 0 pour tout place ph de N , ce qui im-
plique m0[w.a〉. Puisque w ∈ Lu, d’après l’Équivalence 4.1, ce résultat
contredit (N ,m0) |= γ∃[a][u1, . . . , uk][=0]. Nous déduisons alors l’exis-
tence d’une place p dans N telle que

<p, a> < 0
<p, u1> = 0

...
...

...
<p, uk> = 0

cette place vérifie nécessairement m0(p) + <p, a> < 0. Il nous reste à
montrer pour tout i ∈ [1, k], pour tout préfixe w de ui,

<p,w> > <p, a>

Remarquons que pour tout i ∈ [1, k], m0[ui〉m implique, pour tout
préfixe w de ui, m0(p) + <p,w> ≥ 0 ; or m0(p) + <p, a> < 0, ce qui
implique <p,w> > <p, a>.

⇐) Soit p la place vérifiant (i). Soit N ′ le réseau tel que N = N ′ ∪ {p}. Soit
m le marquage qui affecte à chaque place p′ de N ′ un nombre suffisant de
jetons tel que m[ui〉 pour tout i ∈ [1, k] dans N ′. Puisque toute place de
N ′ vérifie (ii), pour tout i ∈ [1, k], le marquage m′ tel que m[ui〉m′ vérifie
m′(p′) ≥ m(p′) pour toute place p′ de N ′. Nous en déduisons m[w〉 pour
tout w ∈ Lu dans N ′.
Soit mp le marquage qui associe −(<p, a> +1) jetons à la place p (rappelons
que <p, a> < 0 d’après (i)). On montre que mp[ui〉 dans le réseau {p} pour
tout i ∈ [1, k]. D’après (i), nous avons <p,w> > <p, a> pour tout préfixe w
de ui. Nous en déduisons mp(p) + <p,w> > −1 et par conséquent mp(p) +
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<p,w> ≥ 0. Nous avons alors prouvé mp[ui〉 pour tout i ∈ [1, k]. De (i),
nous déduisons, pour tout i ∈ [1, k], mp[ui〉mp. Par induction nous obtenons
mp[w〉mp pour tout w ∈ Lu. De plus puisque a est inactive au marquage
mp (par définition de mp), alors a est inactive après toute séquence de tir
w ∈ Lu.
Soit m0 le marquage de N vérifiant pour toute place p′′ :

m0(p′′) =

{
mp(p′′) si p”= p
m(p′′) sinon

Le marquage m0 ainsi construit vérifie : pour tout w ∈ Lu, m0[w〉m et
a est inactive au marquage m. Par l’Équivalence 4.1 nous obtenons N |=
γ∃[a][u1, . . . , uk][=0].

Le Lemme 4.2.8 montre que la sentence γ∃[u1, . . . , uk][a][=0] exprime à la fois
un ensemble d’équations de la forme <p, ui> = 0 et un ensemble d’inéquations
universelles. Nous montrons maintenant comment éliminer les inéquations univer-
selles et obtenir une sentence qui exprime exactement l’existence d’une place p
dans N telle que :

∀i ∈ [1, k], <p, ui> = 0 (4.2)

Pour cela, nous avons à nouveau recours à une extension de Σe de l’alphabet
Σ : Σe = Σ∪Σ◦ avec Σ◦ = {⊕, }. Les nouveaux événements ⊕ et  introduisent
pour chaque place p deux nouvelles quantités, <p,⊕> et <p, >, qui disparaissent
par projection sur Σ. Ces quantités sont utilisées pour différencier la place p, qui
vérifie le système d’équations (4.2), des autres places de N . Pour p, les valeurs
<p,⊕> et <p, > sont imposées : elles sont utilisées de manière à ce que p vérifie
<p, > < 0 et <p,⊕> = 0. Pour tout autre place p′ du réseau il sera possible
d’affecter librement une valeur à <p′,⊕> et <p′, > afin de vérifier les inéquations
universelles, en particulier nous imposons <p′,⊕> ≥ 0.

Définition 4.2.9 (Équations existentielles). Soient k mots sur Σ, u1, . . . , uk,
on définit la sentence

Υ∃[⊕, ][u1, . . . , uk][=0] def= νX. �→� ∧〈⊕〉X ∧ 〈u1.⊕〉X ∧ . . . ∧ 〈uk.⊕〉X
Remarque 4.2.10. Par construction, nous avons

Υ∃[⊕, ][u1, . . . , uk][=0] def= γ∃[ ][v, v1, . . . , vk][=0]

avec v = ⊕ et pour tout i ∈ [1, k], vi = ui.⊕.
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Lemme 4.2.11. Soient k mots sur Σ∗, u1, . . . , uk. Soit N un réseau sur Σ, il
existe un prolongement N ′ de N sur Σe tel que N ′ |= Υ∃[⊕, ][u1, . . . , uk][=0] si
et seulement s’il existe une place p de N telle que

<p, u1> = 0
...

...
...

<p, uk> = 0

Démonstration. Soit v = ⊕ et pour tout i ∈ [1, k], vi = ui.⊕.

⇒) D’après la Remarque 4.2.10, N ′ |= γ∃[ ][v, v1, . . . , vk][=0] ; le Lemme 4.2.8
item (i) nous assure de l’existence d’une place p vérifiant <p,⊕> = 0 et pour
tout i ∈ [1, k],

<p, ui.⊕ > = 0

Nous en déduisons pour tout i ∈ [1, k],

<p, ui> = 0

⇐) Nous exhibons un prolongement N ′ de N en donnant les valeurs <p′′,⊕> et
<p′′, > pour toute place p′′ de N .
– Pour p : soit Ai = {<p,w> | w préfixe de ui.⊕}, on pose

<p, > = min(−1,min(A1)− 1, . . . ,min(Ak)− 1) (4.3)

et
<p,⊕> = 0

remarquons que par construction, <p, > < 0.
– Pour tout p′ �= p, on pose

<p′,⊕> = max(−<p′, u1>, . . . ,−<p′, uk>) (4.4)

et
<p′, > = 0

On montre queN ′ |= γ∃[ ][v, v1, . . . , vk][=0]. De l’Égalité (4.3), nous déduisons,
pour tout i ∈ [1, k] et pour tout préfixe w de ui.⊕ :

<p,w> > <p, > (4.5)

Pour tout i ∈ [1, k], puisque <p,⊕> = 0 et <p, ui> = 0, nous déduisons

<p, ui.⊕ > = 0 (4.6)
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Pour tout i ∈ [1, k], pour toute place p′ �= p, de l’Égalité (4.4), nous déduisons

<p′, ui.⊕ > ≥ 0 (4.7)

Nous pouvons maintenant appliquer le Lemme 4.2.8 : les Équations (4.5) et
(4.6) nous permettent d’obtenir (i) et les Inéquations (4.7) nous permettent
d’obtenir (ii). Nous avons prouvé N ′ |= γ∃[ ][v, v1, . . . , vk][=0], ce qui d’après
la remarque 4.2.10 implique N ′ |= Υ∃[⊕, ][u1, . . . , uk][=0]

4.2.2 Théorie d’un réseau exprimée dans Lν

On désigne ici par théorie d’un réseau N une sentence de Lν (ou, comme nous
le verrons par la suite un intervalle de INTΣ) dont les modèles dans la classe PN

sont les réseaux qui sont liés à N par une certaine relation structurelle � (voir
Définition 4.2.14 plus loin).
La théorie d’un réseau N = {p1, . . . , pl} sur l’alphabet Σ = {a1, . . . , an} s’exprime
par une sentence ϕN sur l’alphabet étendu Σe = Σ∪Σ◦ où Σ◦ =

⋃
i∈[1,l]{�i,⊕i, i}

Définition 4.2.12 (Théorie d’un réseau). Soit N un réseau réduit dont les
places sont {p1, . . . , pl}. La théorie du réseau réduit N est la sentence

ϕN = ϕ1 ∧ . . . ∧ ϕl

avec pour tout i ∈ [1, l] :

ϕi = 〈�i〉γ∃[ i][vi, ui,1, . . . , ui,n][=0]

où vi = ⊕i. i et pour tout j ∈ [1, n], si <pi, aj> > 0, alors

ui,j = aj .  i. . . . . i︸ ︷︷ ︸
<pi,aj> fois

si <pi, aj> < 0, alors
ui,j = ⊕i. . . . .⊕i︸ ︷︷ ︸

−<pi,aj> fois

.aj

et si <pi, aj> = 0, alors
ui,j = aj

La théorie du réseau non réduit N ′ est la sentence ϕN ′ = ϕN où N est la forme
réduite de N ′.
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p1 p2

a

b

2 3

Fig. 4.2 – Le réseau N .

Exemple 4.2.13. La théorie du réseau (N ,m0) sur Σ = {a, b} de la Figure 4.2
est la sentence ϕN définie sur le langage Σe = {a, b, 1,⊕1, 2,⊕2} par :

ϕN = 〈�1〉νX. �→�1 〈⊕1. 1〉X ∧ 〈⊕1.⊕1 .a〉X ∧ 〈b. 1〉X
∧ 〈�2〉νX. �→�2 〈⊕2. 2〉X ∧ 〈a. 2 . 2 . 2〉X ∧ 〈⊕1.b〉X

Suivant le principe des équations existentielles, la sentence ϕN induit :

p1 p2

a

b

 1

 2

�2

⊕1

�1

⊕2

2 7

32

3

3

2

4 9

3

Fig. 4.3 – Un modèle de ϕN .
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– l’existence d’une place p′1 qui vérifie

<p′1, 1> < 0 <p′1, a> = −2.<p′1,⊕1>

<p′1, 1> = −<p′1,⊕1> <p′1, b> = −<p′1, 1>

En posant <p′1, 1> = λ1, nous obtenons <p′1, a> = −2.λ1 et <p′1, b> = λ1,
ce qui nous donne p′1|Σ = λ1. < −2, 1 > soit p′1|Σ = λ1.p1.

– l’existence d’une place p′1 qui vérifie

<p′2, 2> < 0 <p′2, a> = −3.<p′2, 2>

<p′2, 2> = −<p′2,⊕2> <p′2, b> = −<p′2,⊕2>

En posant <p′2, 2> = λ2 nous obtenons p′2|Σ = λ2. < 3,−1 > soit p′2|Σ =
λ2.p1.

La Figure 4.3 représente un exemple de réseau initialisé solution de ϕN sur Σe.
Nous montrons plus loin que tout réseau vérifiant p′2|Σ = λ2.p1 et p′1|Σ = λ1.p1

pour certains λ1 et λ2 entiers strictement positifs, accepte un prolongement qui
satisfait ϕN .

On se munit d’une relation de préordre structurel :

Définition 4.2.14. On définit la relation de préordre � par N � N ′ si et seule-
ment si N = {p1, . . . , pl} et N ′ = {p′1, . . . , p′l′} avec l ≤ l′ et pour tout i ∈ [1, l],
pi = λi.p

′
i.

Deux réseaux N et N ′ vérifient N � N ′ lorsque N ′ contient toutes les places
de N (à colinéarité près).

Théorème 4.2.15. Soit N ′ un réseau sur Σ, N � N ′ si et seulement si N ′ peut
être prolongé sur Σe en un réseau N ′′ vérifiant N ′′ |= ϕN .

Démonstration. On rappelle que N = {p1, . . . , pl} et Σ = {a1, . . . , an}. On sup-
pose, sans perdre de généralité que N est réduit.
⇒) De N � N ′, nous déduisons N ′ = {p′1, . . . , p′l} ∪ {p′l+1, . . . , p

′
l′} avec p′i =

λi.pi pour tout i ∈ [1, l]3. On exhibe le prolongement N ′′ de N ′ en posant,
pour tout place p′i′ de N ′, pour tout i ∈ [1, l′], avec i �= i′,

<p′i′ , i> = max(−<p′i′ , a1>, . . . ,−<p′i′ , an>) (4.8)
<p′i′ ,⊕i> = max(−<p′i′ , a1>, . . . ,−<p′i′ , an>) (4.9)

3rappelons que puisque N est réduit, alors λi ∈ N et λi �= 0, voir la Remarque 4.1.5
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ainsi que pour tout i ∈ [1, l],

<p′i, i> = −λi (4.10)
<p′i,⊕i> = +λi (4.11)

On montre que N ′′ ainsi construit vérifie pour tout i ∈ [1, l] les conditions
(i) et (ii) du Lemme 4.2.8 pour la sentence ϕi. D’après (4.10) et (4.11), la
place p′i, avec i ∈ [1, l], vérifie <p′i, i> < 0. De plus, pour tout j ∈ [1, n],
soit <pi, aj> > 0, dans ce cas, par définition de ui,j ,

<p′i, ui,j> = <p′i, aj> − <pi, aj>× <p′i, i>

= λi × <pi, aj> − λi × <pi, aj>

= 0

soit <pi, aj> < 0, dans ce cas, par définition de ui,j ,

<p′i, ui,j> = −<pi, aj>× <p′i,⊕i> + <p′i, aj>

= −λi × <pi, aj> + λi × <pi, aj>

= 0

soit <pi, aj> = 0,dans ce cas, par définition de ui,j,

<p′i, ui,j> = 0

Tous les mots ui,j sont construits de manière à ce que les quantités négatives
se trouvent à la fin du mot : lorsque <p′i, aj> ≥ 0, ui,j commence par aj puis
suivent les occurrences de  i qui vérifie <p′i, i> < 0, ce qui assure <p′i, w>

pour tout préfixe w de ui,j ; et symétriquement, lorsque <p′i, aj> < 0, ui,j

commence par les occurrences de ⊕i qui vérifie <p′i,⊕i> > 0, puis suit aj ce
qui assure <p′i, w> pour tout préfixe w de ui,j . Nous obtenons <p′i, w> ≥ 0
pour tout j ∈ [1, n], pour tout w préfixe de ui,j et par conséquent <p′i, w> >
<p′i, i>. Nous avons prouvé l’item (i) du Lemme 4.2.8.
Concernant les autres places, pour tout i′ ∈ [1, l′] avec i′ �= i, les Égalités (4.8)
et (4.9) nous assurent pour tout j ∈ [1, n],

<p′i′ , u
i
j> ≥ 0

Ce dernier résultat nous assure de l’item (ii) du Lemme 4.2.8. Nous obte-
nons enfin N ′′ |= ϕi pour tout i ∈ [1, l]. Soit m0 un marquage initial de
N ′′, le Lemme 4.2.3 nous assure l’existence de valuations <pi′ ,�i> telles que
(N ′,m0) |= 〈�1〉φi pour tout i, i′ ∈ [1, l]. Nous en déduisons N ′′ |= ϕN .
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⇐) Pour tout i ∈ [1, l] on montre qu’il existe λi ∈ N, tel que λi.pi ∈ N ′. Puisque
N ′′ |= ϕi, le Lemme 4.2.8 assure l’existence d’une place p′i telle que

<p′i, i> < 0 et <p′i,⊕i> + <p′i, i> = 0

ainsi que pour tout j ∈ [1, n],

<p′i, ui,j> = 0

En posant <p′i,⊕i> = λi, nous obtenons <p′i, i> = −λi ainsi que les
résultats suivants : <p′i, ui,j> = 0 implique
si <pi, aj> > 0, alors

<p′i, aj>− λi × <pi, aj> = 0
<p′i, aj> = λi × <pi, aj>

si <pi, aj> < 0 alors

λi × (−<pi, aj>) + <p′i, aj> = 0
<p′i, aj> = λi × <pi, aj>

si <pi, aj> = 0 alors
<p′i, aj> = 0

Nous avons prouvé p′i = λi.pi. Nous obtenons finalement N ′ � N .

Nous montrons maintenant, à travers deux remarques, comment établir la
théorie ϕC d’une classe C de réseaux, lorsque cette classe se présente d’une manière
particulière.

Remarque 4.2.16. La sentence de la Définition 4.2.12 est construite de manière
à imposer des valeurs relatives à tous les couples (pi, aj). Il est possible d’exprimer
partiellement la théorie d’un réseau N = {p1, . . . , pl} en laissant certaines relations
de flot indéterminées ; par exemple, pour que les valeurs de tir <pi, aj> et <pi, aj′>

soient égales, sans en imposer la valeur (relativement aux autres couples (pi, ak)).
Nous définissons alors ici la théorie d’un classe C qui est la classe des réseaux N ′

tels que {p1, . . . , pi−1, pi+1, . . . , pl} � N ′ et qu’il existe λ tel que N ′ possède une
place p′i vérifiant :

∀k ∈ [1, n] avec k /∈ {j, j′′}, <p′i, ak> = λ× <pi, ak> et <p′i, aj> = <p′i, aj′′>
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Pour exprimer la théorie de C, il suffit de modifier la sentence ϕN en ajoutant un
événement � à Σe et de modifier ui,j et ui,j′ de la manière suivante :

ui,j = aj.�, et ui,j′ = aj′ .�

Suivant ce principe nous obtenons les équations suivantes pour pi

<pi, aj> + <pi,�> = 0 et <pi, aj′> + <pi,�> = 0

ce qui nous donne <pi, aj> = <pi, aj′>.

Remarque 4.2.17. Suivant le même principe que la remarque précédente pour
exprimer partiellement la théorie d’un réseau N = {p1, . . . , pl}, avec <pi, aj> = k
et <pi, aj′> = −k pour un certain k ≥ 0 donné, c.-à-d. pour exprimer la théorie de
la classe C qui est la classe des réseaux N ′ tels que {p1, . . . , pi−1, pi+1, . . . , pl} � N ′

et qu’il existe λ tel que N ′ possède une place p′i vérifiant :

∀k ∈ [1, n] avec k /∈ {j, j′′}, <p′i, ak> = λ× <pi, ak>

et, avec k ≥ 0,
<p′i, aj> = k et <p′i, aj′′> = −k

il suffit de modifier la sentence ϕN en ajoutant les événements � et �, en modifiant
ui,j et ui,j′ en

ui,j = �.aj et ui,j′ = aj′ .�
en posant

u = �.�
et enfin en posant

ϕi = γ∃[ i][u, vi, ui,1, . . . , ui,n][=0]

Remarquons dans un premier temps que ces modifications n’influencent pas toute
autre place p d’un réseau solution puisque les quantités <p,�> et <p,�> sont
laissées libres (et peuvent alors êtres aussi grandes que nécessaire). En revanche
la place pi vérifie alors, en posant k = <pi,�> :

<pi, aj> = k et <pi, aj′> = −k

Il suffit maintenant de poser ϕN = Υ∀[�][≥0] ∧ ϕ1 ∧ . . . ∧ ϕl. La sentence
d’équation universelle Υ∀[�][≥0] assure la positivité de k (en la remplaçant par
Υ∀[�. i][≥0] on obtiendrait k > 0.)
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Cette dernière remarque sera utilisée plus loin pour la caractérisation dans Lν

d’une classe particulière de réseaux : les réseaux de compteurs bornés (voir Sec-
tion 4.3 page 107). La spécification de cette classe de réseaux nous permettra de
montrer l’indécidabilité de Sat(Lν ,PN).

4.2.3 Nu-calcul et intervalles de langages

Nous montrons que le même résultat peut être obtenu en utilisant une spécification
sous la forme d’un intervalle de langage de INTΣ à la place d’une sentence de Lν .
Dans un premier temps, nous introduisons les concepts qui permettent de ca-
ractériser les sentences de Lν qui sont équivalentes à des intervalles de langages.

Définition 4.2.18 (Sentence séparées). On dit qu’une sentence φ de Lν est
séparée lorsque φ = φ1 ∧ φ2 où φ1 s’écrit sans l’opérateur 〈.〉 et φ2 s’écrit sans
l’opérateur [.]. On note Sep(Lν) l’ensemble des sentences séparées de Lν .

Exemple 4.2.19. Considérons les sentences suivantes :

φ1 = [a][b] �→a

φ2 = [a]〈b〉true
φ3 = νX.(�→a ∧[b]X) ∧ νY.(�→c ∧〈d〉Y )
φ4 = νX.〈a〉true ∧ [b]X

Les sentences φ1 et φ3 sont séparées, ce qui n’est pas le cas des sentences φ2 et
φ4.

Remarquons que les sentences Υ∀[u][≥0], γ∃[a][u1, . . . , uk][=0], ainsi que la sen-
tence Υ∃[⊕, ][u1, . . . , uk][=0] sont des sentences séparées.

Remarque 4.2.20. Il est possible de transformer certaines sentences du Nu-
Calcul Conjonctif en sentences séparées, nous donnons une méthode de transforma-
tion (qui ne couvre pas toutes les formules équivalentes à des sentences séparées).

Définissons le développement de la sentence φ de Lν , noté D(φ), inductivement
par :

D(true) = true
D(X) = X
D(β1 ∧ β2) = D(β1) ∧ D(β2)
D(〈a〉β) = 〈a〉D(β)
D([a]β) = [a]D(β)
D(νX.β(X)) = β(νX.D(β(X)))
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Puisque le développement d’une formule dépend du développement d’une sous-
formule stricte, le nombre d’opérateurs décrôıt strictement dans la définition in-
ductive ; le développement est ainsi bien défini.

Avec cette définition, il est possible de transformer toute sentence φ vérifiant :

“l’opérateur [.] ne précède jamais l’opérateur 〈.〉 dans l’arbre syntaxique de
D(φ)”

en une sentence séparée φ̃ telle que pour tout langage L, la sentence φ̃ vérifie :

[[ φ̃ ]]L = [[ φ ]]L

Il suffit de poser φ̃ = φ1 ∧ φ2 où
– φ1 est la sentence φ où touts les opérateurs 〈.〉 sont remplacés par des

opérateurs [.],
– φ2 est la sentence φ où toute sous-formule [.]β est remplacée par true.

L’exemple suivant illustre cette remarque.

Exemple 4.2.21. Soit φ la sentence définie par

φ = 〈a〉νX.([a] �→b ∧〈b〉νY.(�→a ∧[c]Y ) ∧ 〈c〉X)

La sentence séparée φ̃ = φ1 ∧ φ2 est définie par

φ1 = [a]νX.([a] �→b ∧[b]νY.(�→a ∧[c]Y ) ∧ 〈c〉X)
φ2 = 〈a〉νX.(true ∧ 〈b〉νY.(�→a ∧true) ∧ 〈c〉X)

en simplifiant la sentence φ2, nous obtenons :

φ2 = 〈a〉νX.(〈b〉 �→a ∧〈c〉X)

En revanche, la sentence suivante ne satisfait pas les conditions pour être
séparable :

ψ = ν.X〈a〉true ∧ [b]X

en effet, dans son développement l’opérateur [b] précède l’opérateur 〈a〉 :

D(ψ) = 〈a〉true ∧ [b]ν.X(〈a〉true ∧ [b]X)
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Fig. 4.4 – Exemple d’automate modal associé à une spécification modale creuse.

Définition 4.2.22 (Spécification modale creuse). Une spécification modale
S = 〈{Ca}a∈Σ, I〉 est dite creuse lorsque {1} ∪ CS(Σ∗) est un langage clos par
préfixe.

Exemple 4.2.23. L’automate modal de la figure 4.4 représente une spécification
modale S creuse. Le langage {1} ∪ CS(Σ∗) est le langage (a.b.(b.b)∗.a)∗.

Proposition 4.2.24. Soit S une spécification modale creuse. Pour tout langage
L clos par préfixe, L ∈ mod(S) si et seulement si L ∈ [LS

⊥, LS
�].

Démonstration. Pour tout langage L ∈ mod(S), par le Théorème 3.2.9 page 71,
nous avons nécessairement L ∈ [LS

⊥, LS
�].

Montrons maintenant que si L ∈ [LS
⊥, LS

�] alors L ∈ mod(S). Puisque S est
creuse, alors {1} ∪CS(Σ∗) est clos par préfixe, ce qui entrâıne que la S-clôture de
{1} est le langage {1} ∪ CS(Σ∗) lui-même. Par conséquent LS

⊥ = {1} ∪ CS(Σ∗),
CS(L) ⊆ LS

⊥, et puisque LS
⊥ ⊆ L et CS(L) ⊆ CS(Σ∗), nous obtenons CS(L) ⊆ L.

Puisque L ⊆ LS
�, nous obtenons L ∩ I = ∅. Nous avons montré L ∈ mod(S).

Proposition 4.2.25. Soit φ une sentence de Sep(Lν), la spécification modale Sφ

est creuse.

Démonstration. Soit Sφ la spécification modale associée à φ. Par définition de
Sep(Lν), φ = φ1∧φ2 où φ1 s’écrit sans l’opérateur 〈.〉 et φ2 s’écrit sans l’opérateur
[.]. Nous en déduisons Sφ = Sφ1 ∩ Sφ2. Par la Définition 3.2.11 page 71 nous
obtenons CSφ

(Σ∗) = CSφ1
(Σ∗) ∪ CSφ2

(Σ∗). Remarquons que puisque φ1 n’utilise
pas l’opérateur 〈.〉, nous obtenons par définition de Sφ1 le résultat CSφ1

(Σ∗) = ∅.
Il suffit alors de montrer que {1} ∪ CSφ2

(Σ∗) est clos par préfixe. Nous montrons
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pour cela que toute formule β de Lν qui s’écrit sans utiliser l’opérateur [.] vérifie
les résultats (i) et (ii) suivants :

(i) {1} ∪CSβ
(Σ∗) est clos par préfixe

(ii) ∀X ∈ var(β), Pβ(X) ⊆ ({1} ∪ CSβ
(Σ∗))

On rappelle que var(β) est l’ensemble des variables libres de β et que Pβ(X)
désigne l’ensemble des chemins de la variable X dans β (voir Définition 3.3.2 page
74).
Le preuve est par induction sur β.

– Si β ∈ {true, �→a} alors {1} ∪ CSβ
(Σ∗) = {1}, ce qui entrâıne (i) ; (ii) est

trivial puisque β n’a pas de variable libre.

– Si β = X, (i) est vérifiée comme pour le cas précédent. La seule variable
libre de β est X et Pβ(X) = {1}, ce qui entrâıne immédiatement (ii).

– Si β = 〈a〉β1 alors CSβ
(Σ∗) = {a} ∪ a.CSβ1

(Σ∗) ce qui implique (i) par hy-
pothèse d’induction. Pour toute variable libre X de β, nous avons Pβ(X) =
a.Pβ1(X) ; de Pβ1(X) ⊆ ({1} ∪ CSβ1

(Σ∗)) nous déduisons alors (ii).

– Si β = β1 ∧ β2 le résultat est immédiat.

– Si β = ν.Xβ1(X) alors CSβ
(Σ∗) = Pβ1(X)∗.CSβ1

(Σ∗). Par hypothèse d’in-
duction, nous avons Pβ1(X) ⊆ ({1} ∪ CSβ1

(Σ∗)), ce qui implique la clôture
par préfixe de {1}∪CSβ

(Σ∗) et par conséquent (i). Pour toute variable libre Y
de β, par induction, nous avons Pβ1(Y ) ⊆ ({1} ∪CSβ1

(Σ∗)), ce qui implique

Pβ1(X)∗.Pβ1(Y ) ⊆ Pβ1(X)∗({1} ∪ CSβ1
(Σ∗))

Pβ(Y ) ⊆ {1} ∪ Pβ1(X)∗.({1} ∪ CSβ1
(Σ∗))

D’après (i), {1} ∪ Pβ1(X)∗.CSβ1
(Σ∗) est clos par préfixe, donc Pβ(Y ) ⊆

{1} ∪ Pβ1(X)∗.CSβ1
(Σ∗) en enfin Pβ(Y ) ⊆ CSβ

(Σ∗).

Dans la sentence φ2, l’item (i) nous assure que Sφ2 est creuse et donc que
Sφ est creuse.

Des Propositions 4.2.24 et 4.2.25, nous déduisons le corollaire suivant :

Corollaire 4.2.26. Soit φ une sentence de Sep(Lν), il existe un intervalle de
langage [L1, L2] tel que pour tout langage L, L |= φ si et seulement si L ∈ [L1, L2].
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Remarque 4.2.27. L’intervalle correspondant à une sentence séparée φ se construit
en deux étapes : calculer Sφ puis calculer LS

� et LS
⊥. Le résultat est l’intervalle

[LS
�, LS

⊥].

4.2.4 La théorie d’un réseau exprimée dans INTΣ

Soit N un réseau de Petri, considérons la sentence ϕN (Définition 4.2.12). Nous
montrons que ϕN est dans Sep(Lν) en étudiant ses composantes : remarquons
que toute sentence d’équations existentielles ainsi que toute sentence d’inéquation
universelle est dans Sep(Lν) (voir Définitions 4.2.4 et 4.2.9), nous en déduisons
ϕN ∈ Sep(Lν).

Soit N un réseau, soit ϕN sa théorie (Définition 4.2.12), on définit IN l’inter-
valle de langages équivalent à la sentence ϕN , obtenu par le Corollaire 4.2.26.

Théorème 4.2.28. Soient N et N ′ deux réseaux, N � N ′ si et seulement si N ′

peut être prolongé sur Σe en un réseau N ′′ tel que le langage L(N ′′,m0) soit dans
l’intervalle IN , pour un marquage m0.

Démonstration. D’après le Théorème 4.2.15, N � N ′ si et seulement si N ′ peut
être prolongé sur Σe en un réseau N ′′ tel que L(N ′′,m0) |= ϕN pour un marquage
m0. Le Corollaire 4.2.26 nous permet de conclure.

4.3 Indécidabilité de Sat(Lν,PN)

Cette section est dédiée à la preuve du théorème suivant :

Théorème 4.3.1. Le problème Sat(Lν ,PN) de satisfiabilité d’une sentence de Lν

sur la classe des réseaux de Petri purs est indécidable

La preuve de ce théorème repose sur la réduction d’un problème indécidable
concernant les machines à deux compteurs (le problème de l’exécution bornée,
détaillé plus loin). L’idée de cette réduction, proche de celle du Chapitre 2 Sec-
tion 2.4, est de définir une sentence ΓM associée à une machine à compteur M
telle que :

– s’il existe un réseau modèle de ΓM , alors un réseau particulier N (réseau de
compteurs bornés) est également modèle de ΓM

– si N est modèle de ΓM alors le problème de l’exécution bornée possède une
solution.

– si le problème de l’exécution bornée possède une solution, alors un réseau
de compteurs bornés est modèle de ΓM .
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Fig. 4.5 – Le réseau Nk0,k1.

La principale difficulté dans la logique Lν est d’effectuer le test à zéro de comp-
teurs. En effet, lorsque δ est une transition de M de la forme (if ci = 0 then (ci :=
ci + 1; goto qh) else (ci := ci − 1; goto qh′)), il convient de distinguer deux cas
mutuellement exclusifs (ci > 0 ou ci = 0). Or, ceci était possible dans Lµ grâce à
l’opérateur ∨, alors que cet opérateur n’appartient pas à Lν .

Afin d’effecteur le test à zéro d’un compteur ci, ainsi qu’un branchement dans
l’évaluation de la sentence ΓM , le principe est d’ajouter à chaque place qui simule
un compteur une place complémentaire contenant k jetons (ce qui requiert alors
que les marquages de la place simulant le compteur soient bornés par k). Le test
à zéro peut alors se faire sur la place complémentaire, en utilisant l’opérateur [i?]
pour une transition i? bien choisie.

4.3.1 Réseau de compteurs bornés

Nous définissons une sous-classe de PN utilisée pour la preuve du Théorème 4.3.1.
Il s’agit de la classe B composée des réseau Nk0,k1 de la Figure 4.5, sur un alphabet
Σ = {0+, 0−, 0?, 0!, 1+, 1−, 1?, 1!}, où k0, k1 sont des entiers strictement positifs.

Définition 4.3.2 (Réseaux de compteurs bornés). La classe B des réseaux
de compteurs bornés est définie par :

B = {Nk0,k1 | k0 > 0, k1 > 0}

Le rôle des événements de Σ est le suivant pour i ∈ [0, 1] :
– i+ représente l’opération (ci := ci + 1),
– i− représente l’opération (ci := ci − 1),
– i? sert à effectuer le test à zéro du compteur ci,
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– i! sert à restituer les jetons utilisés lors du test à zéro du compteur ci.
Les places de Nk0,k1 jouent le rôle suivant, pour i ∈ [0, 1] :

– pi est la place qui simule le compteur i,
– pī est la place complémentaire de pi,

Le marquage initial de Nk0,k1 est le marquage m0 défini comme suit :

m0(p0) = 0 m0(p1) = 0
m0(p0̄) = k0 m0(p1) = k1

Suivant ce principe, le réseau (Nk0,k1,m0) va permettre de simuler l’exécution
de la machine M pour la configuration initiale (q0, 0, 0) avec l’hypothèse que les
valuations des compteurs c0 et c1 restent bornées respectivement par k0 et k1.
Pour tout u ∈ {i+, i−}∗ avec m0[u〉m,

– soit le compteur ci ne contient aucun jeton (m(pi) = 0), auquel cas m(pī) =
ki, la transition i? est active et la transition i− est inactive,

– soit le compteur ci contient au moins un jeton (m(pi) > 0), auquel cas
m(pī) < ki, la transition i? est inactive et la transition i− est active.

Il est alors possible de définir une formule pour le test à zéro du compteur ci sous
la forme suivante :

[i?]〈i!〉〈i+〉φ=0 ∧ [i−]φ	=0

où φ=0 et φ	=0 représentent les contraintes de la suite de l’exécution en fonction
du résultat du test dans à zéro.

4.3.2 Sentence associée à une machine à compteurs

Problème 4.3.3 (Problème de l’exécution bornée). Étant donnée une ma-
chine à deux compteurs M , déterminer si lors de l’exécution de M à partir de
(q0, 0, 0) les valuations des deux compteurs restent bornées.

Proposition 4.3.4. Le Problème 4.3.3 est indécidable.

Démonstration. Soit M une machine à deux compteurs. Supposons que le Problème 4.3.3
soit décidable. On distingue deux cas :

– soit les compteurs de M sont non bornés durant l’exécution, dans ce cas
l’exécution est nécessairement infinie

– soit les compteurs de M sont bornés durant l’exécution, dans ce cas l’en-
semble des configurations parcourues durant l’exécution est fini. Il est pos-
sible de décider de l’arrêt de M en construisant la séquence de configura-
tions : si elle repasse deux fois par la même configuration, alors l’exécution
est infinie, dans le cas contraire l’exécution est finie.
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Si le Problème 4.3.3 est décidable, alors le problème de l’arrêt d’une machine à
compteurs l’est également, ce qui n’est pas le cas.

Afin de réduire le Problème 4.3.3 pour une machine M au problème Sat(Lν ,PN),
nous construisons une sentence ΓM associée à M , avec

ΓM = ΦB ∧ Φm0 ∧ Φc ∧ΦM

où :

– ΦB est la théorie de Nk0,k1,
– Φm0 est une sentence destinée à imposer le marquage initial de manière à ce

qu’il soit le marquage m0 défini précédemment.
– Φc est une sentence qui contraint les comportements de ses solutions, afin

qu’aucune place (qui n’est pas colinéaire à une place de Nk0,k1) ne puisse
empêcher le test à zéro tout en restant modèle de la formule qui l’exprime.

– ΦM est une sentence satisfiable par (Nk0,k1,m0), pour certains k0, k1, si et
seulement si l’exécution de M est bornée pour (q0, 0, 0). Cette sentence est
proche de celle de la Définition 2.4.15 page 48.

4.3.2.1 Théorie de la classe B

La sentence ΦB est la sentence 〈�〉ϕB où ϕB est théorie de la classe B, donné
par la Définition 4.2.12 modifiée suivant la Remarque 4.2.17 pour prendre en
compte les paramètres strictement positifs k0 et k1.

On convient de l’alphabet Σe défini par :

Σe = Σ ∪ {�,�0,�0,�1,�1,⊕0, 0,⊕0̄, 0̄,⊕1, 1,⊕1̄, 1̄}

Définition 4.3.5 (La sentence ΦB). La sentence ΦB est la sentence 〈�〉ϕB où
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ϕB est la sentence :

νX. 〈�0〉X
∧ νX. 〈�1〉X

∧ νX. �→�0̄ ∧ 〈⊕0̄〉〈 0̄〉X ∧ 〈�0〉〈�0〉X
∧ 〈0−〉〈 0̄〉X ∧ 〈⊕0̄〉〈0+〉X ∧ 〈0!〉〈�0〉X ∧ 〈�0〉〈0?〉X
∧ 〈1−〉X ∧ 〈1+〉X ∧ 〈1!〉 ∧ 〈1?〉X

∧ νX. �→�0 ∧ 〈⊕0〉〈 0〉X
∧ 〈0+〉〈 0〉X ∧ 〈⊕0〉〈0−〉X ∧ 〈0!〉X ∧ 〈0?〉X
∧ 〈1−〉X ∧ 〈1+〉X ∧ 〈1!〉 ∧ 〈1?〉X

∧ νX. �→�1̄ ∧ 〈⊕1̄〉〈 1̄〉X ∧ 〈�1〉〈�1〉X
∧ 〈1−〉〈 1̄〉X ∧ 〈⊕1̄〉〈1+〉X ∧ 〈1!〉〈�1〉X ∧ 〈�1〉〈1?〉X
∧ 〈0−〉X ∧ 〈0+〉X ∧ 〈0!〉 ∧ 〈0?〉X

∧ νX. �→�1 ∧ 〈⊕1〉〈 1〉X
∧ 〈1+〉〈 1〉X ∧ 〈⊕1〉〈1−〉X ∧ 〈1!〉X ∧ 〈1?〉X
∧ 〈0−〉X ∧ 〈0+〉X ∧ 〈0!〉 ∧ 〈0?〉X

Lemme 4.3.6. Soit (N ,m0) un réseau, (N ,m0) |= ΦB si et seulement si il existe
N ′ � N|Σ tel que N ′ =



(0+) (0−) (0?) (0!) (1+) (1−) (1?) (1!)
(p′0) 〈 λ0, −λ0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 〉,
(p′̄

0
) 〈 −λ0̄, λ0̄, −k′

0, k′
0, 0, 0, 0, 0 〉,

(p′1) 〈 0, 0, 0, 0, λ1, −λ1, 0, 0 〉,
(p′̄1) 〈 0, 0, 0, 0, −λ1̄, λ1̄, −k′

1, k′
1 〉,




où λ0, λ0̄, λ0?, k
′
0, λ1, λ1̄, λ1? et k′

1 sont des entiers strictement positifs.

Démonstration. La preuve est donnée par le Lemme 4.2.15 et la Remarque 4.2.17.

Remarque 4.3.7. Dans places décrites par le Lemme 4.3.6, pour i ∈ {0, 1}, les
relations de flot concernant les transitions i+ et i− sont reliées par les λ et pour les
places du type pī, les relations de flot concernant les transitions i? et i! sont reliées
par k′

i.
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Note 4.3.8. Dans la suite, lorsque (N ,m0) |= ΦB, on décompose N en posant
N = N1 ∪N2 avec N1 = {p′0, p′̄0, p′1, p′̄1}. On désignera par P1 l’ensemble de places
de N1 et par P2 l’ensemble de places de N2.

Définition 4.3.9 (La sentence Φm0). La sentence Φm0 est définie par :

Φm0 = 〈0?〉true ∧ 〈0+〉 �→0? ∧ �→0−

∧ 〈1?〉true ∧ 〈1+〉 �→1? ∧ �→1−

Lemme 4.3.10. Soit Nk0,k1 ∈ B, (Nk0,k1,m0) |= Φm0 si et seulement si m0 vérifie

m0(p0) = 0 m0(p1) = 0
m0(p0̄) = k0 m0(p1) = k1

Démonstration. Le résultat est immédiat en écrivant les inéquations de tir de
Nk0,k1 associées à la sémantique de Φm0 .

Par la suite on nommera n0 le marquage vérifiant les égalités du Lemme 4.3.10.

Le Lemme 4.3.10 montre que la sentence Φm0 induit le marquage initial n0

souhaité pour le réseau Nk0,k1 . Nous donnons maintenant les propriétés qui vont
nous permettre par la suite, pour tout réseau (N ,m0) modèle de ΦB ∧Φm0, de se
ramener au réseau (Nk0,k1, n0).

Lemme 4.3.11. Si (N ,m0) |= ΦB ∧ Φm0 alors m0 vérifie, pour les places de P1

les inégalités suivantes :

m(p′0) < λ0 m(p′1) < λ1

m(p′̄
0
) ≥ k′

0 m(p′̄
1
) ≥ k′

1

m(p′̄
0
) ≥ λ0̄ m(p′̄

1
) ≥ λ1̄

m(p′̄
0
) < λ0̄ + k′

0 m(p′̄
1
) < λ1̄ + k′

1

Démonstration. Le résultat est immédiat en interprétant la sentence Φm0 sur les
places de P1.

Nous définissons le langage Lu qui est le langage utile des réseaux considérés
dans cette section par

Lu = U∗ avec U = {0+, 0−, 0?.0!, 1+, 1−, 1?.1!}
Nous montrons plus loin que la satisfaction de ΦM par un réseau (N ,m0) est liée
à sa satisfaction par L(N ,m0) ∩ Lu (voir page 123). Remarquons que le langage
Lu est le langage du processus Pu de la Figure 4.6.
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1

2 3

0+, 0−, 1+, 1−

0?

0! 1?

1!

Fig. 4.6 – Le processus Pu.

Le lemme suivant montre que si (N ,m0) |= ΦB ∧ Φm0 alors les langages
L(N1,m0) et L(Nk0,k1, n0) cöıncident sur le langage Lu ; on rappelle que la note 4.3.8
définit le réseau N1.

Lemme 4.3.12. Soit (N ,m0) un réseau tel que (N ,m0) |= ΦB∧Φm0, soit Nk0,k1

le réseau de la classe B avec

k0 =
⌊

m0(p0)
λ0̄

⌋
et k1 =

⌊
m0(p1)

λ1̄

⌋

Les langages L(N1,m0|P1) ∩ Lu et L(Nk0,k1, n0) ∩ Lu sont égaux.

Démonstration. Soit P 0
1 = {p′0, p′̄0}, P 1

1 = {p′1, p′̄1} deux sous-ensembles de places
de N1 ; on note N 0

1 = N1|P 0
1

et N 1
1 = N1|P 1

1
. Soit P 0 = {p0, p0̄}, P 1 = {p0, p0̄}

une partition des places de Nk0,k1 ; on note N 0 = Nk0,k1|P 0 et N 1 = Nk0,k1|P 1 .
On montre que les graphes G(N 0

1 ,m0|P 0
1
) × Pu et G(N 0, n0|P 0) × Pu sont iso-

morphes. Ces deux graphes sont présentés dans la Figure 4.7 (les transitions 1+,
1−, 1? et 1! ne sont pas représentées : elles bouclent sur chacun des état) et l’iso-
morphisme est donné par les lignes en pointillés. L’isomorphisme est immédiat en
rappelant que la forme des places de N 0

1 est donnée par le Lemme 4.3.6, que les
inéquations concernant le marquage initial sont données par le Lemme 4.3.11 et
que k0 = �m0(p0̄)/λ0̄�.
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G(N 0
1 ,m0|P 0

1
)× Pu G(N 0, n0|P 0)× Pu

(
m0(p0)
m0(p0̄)− k′

0

)

(
m0(p0) + λ0

m0(p0̄)− λ0̄

)

(
m0(p0) + 2.λ0

m0(p0̄)− 2.λ0̄

)

(
m0(p0) + �m0(p0̄)/λ0̄�.λ0

m0(p0̄)− �m0(p0̄)/λ0̄�.λ0̄

)

m0|P 0
1

...
...

...

0−

0−

0−

0−

0+

0+

0+

0+

0?

0!

(
0
0

)

(
1

k0 − 1

)

(
2

k0 − 2

)

(
k0

0

)

n0|P 0

...
...

...

0−

0−

0−

0−

0+

0+

0+

0+

0?

0!

Fig. 4.7 – Les graphe G(N 0
1 ,m0|P 0

1
)× Pu et G(N 0, n0|P 0)× Pu.

De l’isomorphisme des deux graphes, nous déduisons l’égalité de langages :

L(N 0
1 ,m0|P 0

1
) ∩ Lu = L(N 0, n0|P 0) ∩ Lu
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Nous pouvons montrer, en procédant de la même manière que

L(N 1
1 ,m0|P 1

1
) ∩ Lu = L(N 1, n0|P 1) ∩ Lu

Ces deux égalités suffisent, grâce à la Proposition 1.4.19 page 23, qui énonce que le
langage d’un réseau est l’intersection des langages de ses sous-réseaux, à démontrer

L(N1,m0|P1) ∩ Lu = L(Nk0,k1 , n0) ∩ Lu

4.3.2.2 Contraintes structurelles

La relation � induite entre les réseaux satisfaisant ΦB et le réseau Nk0,k1

n’est pas suffisante pour la preuve du Théorème 4.3.1. La sentence Φc ajoute un
ensemble de contraintes structurelles (qui ne sont pas exprimables dans INTΣ) en
assurant, en particulier que tout réseau solution de ΓM ne possède aucune place
qui interfère avec le test à zéro.

Définition 4.3.13 (La sentence Φc). On pose

U1 = {0+.0−, 1+.1−, 0?.0!, 1?.1!} U0
1 = {1+, 0+.0−, 1+.1−, 0?.0!, 1?.1!}

U2 = {0+, 1+} U1
1 = {0+, 0+.0−, 1+.1−, 0?.0!, 1?.1!}

La sentence Φc est définie par

Φc
def= Φ1

c ∧Φ2
c ∧ Φ3

c

avec :

Φ1
c

def= νX.〈0+.0−〉X ∧ νX.〈0?.0!〉
∧ νX.〈1+.1−〉X ∧ νX.〈1?.1!〉

Φ2
c

def= νX.


 ∧

u∈U1

[u]X ∧ 〈0?〉true

 ∧ νX.


 ∧

u∈U1

[u]X ∧ 〈1?〉true



et enfin

Φ3
c

def= νX.


 ∧

u∈U0
1

[u]X ∧ [0+] νY.


 ∧

u∈U2

[u]Y ∧ 〈0−〉true





∧ νX.


 ∧

u∈U1
1

[u]X ∧ [1+] νY.


 ∧

u∈U2

[u]Y ∧ 〈1−〉true
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Remarquons que les sentences Φ2
c et Φ3

c peuvent s’écrire plus simplement, mais
la forme proposée ici est plus adéquate aux preuves qui suivent.

Lemme 4.3.14. Si (N ,m0) |= ΦB ∧ Φm0 ∧ Φc alors pour tout u ∈ U∗, m0[u〉m
implique, pour tout i ∈ [0, 1] :

– soit m[i−〉 et i? est inactive au marquage m,
– soit m[i?〉 et i− est inactive au marquage m.

Le lemme précédent assure que pour tout réseau (N ,m0) tel que (N ,m0) |=
ΦB∧Φm0∧Φc et pour toute exécution u dans U∗, il est toujours possible de statuer
sur la nullité du compteur ci. En particulier, ce lemme assure que les places de
(N ,m0) qui ne sont pas colinéaires aux places de Nk0,k1 ne peuvent empêcher
simultanément le tir de i− et de i? et donc créer un blocage.
Afin de prouver le Lemme 4.3.14, nous prouvons 5 lemmes intermédiaires.

Lemme 4.3.15. Si N |= Φ1
c toute place p de N vérifie :

<p, 0+.0−> ≥ 0 <p, 1+.1−> ≥ 0
<p, 0?.0!> ≥ 0 <p, 1?.1!> ≥ 0

Démonstration. Ce sont les quatre inéquations universelles de Φ1
c (voir la Définition

4.2.4 et le Lemme 4.2.5 page 92).

Remarquons que les langages U∗
1 , U0

1
∗, U1

1
∗ et U2

∗ sont des sous-langages de
U∗ (et donc des sous-langages de Lu).

Lemme 4.3.16. Si (N ,m0) |= Φ2
c alors pour tout i ∈ {0, 1}, pour tout mot

u ∈ U∗
1 , nous avons :

m0[u〉 implique m0[u.i?〉

Démonstration. La sentence Φ2
c est constituée de deux sentences, chacune portant

sur un certain i ∈ {0, 1}. Soit (N ,m0) tel que (N ,m0) |= Φ2
c , soit u ∈ U∗

1 tel que
m0[u〉m, considérons la sous-formule φ2

c de Φ2
c avec

φ2
c = νX.


 ∧

u∈U1

[u]X ∧ 〈i?〉true



Nous avons m0 ∈ [[φ2
c ]](N ,m0)

, ce qui implique m ∈ [[φ2
c ]](N ,m0) puisque u ∈ U∗

1 . Nous
en déduisons m ∈ [[ 〈i?〉true ]](N ,m0), ce qui implique m[i?〉 et donc m0[u.i?〉.
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Lemme 4.3.17. Si (N ,m0) |= Φ3
c alors pour tout i ∈ {0, 1}, pour tout mot u tel

que u = u1.i+.u2 avec u1 ∈ U i
1
∗ et u2 ∈ U2

∗, nous avons :

m0[u〉 implique m0[u.i−〉

Démonstration. La sentence Φ3
c est constituée de deux sentences, chacune portant

sur un certain i ∈ {0, 1}. Soit (N ,m0) tel que (N ,m0) |= Φ3
c , soit u tel que

u = u1.i+.u2 avec u1 ∈ U i
1
∗ et u2 ∈ U2

∗, considérons les sous-formules φ3
c et ψ3

c de
Φ2

c avec
φ3

c = νX.
(∧

u∈U1
[u]X ∧ [i+] ψ3

c

)
ψ3

c = νY.
(∧

u∈U i
2
[u]Y ∧ 〈i−〉true

)
Posons m0[u1〉m1[i+〉m2[u2〉m3, nous avons m0 ∈ [[ φ3

c ]](N ,m0), ce qui implique
m1 ∈ [[φ3

c ]](N ,m0) puisque u1 ∈ U i
1
∗. De m1[i+〉m2, nous déduisons m2 ∈ [[ψ3

c ]](N ,m0).
Puisque u2 ∈ U2

∗, nous obtenons m3 ∈ [[ ψ3
c ]](N ,m0), et en particulier m3 ∈

[[ 〈i−〉true ]](N ,m0)
. Finalement, m3[i−〉, ce qui nous donne m0[u.i−〉.

Pour la suite, afin d’éviter les confusions, lorsque u est un mot sur Σ, on note
!u! pour l’image commutative de u, au sens de la Définition 1.3.2 page 12.

Lemme 4.3.18. Si (N ,m0) |= ΦB ∧ Φm0 ∧ Φc alors pour tout mot u ∈ U∗, il
existe un mot v vérifiant !u! = !v! et v = v1.v2 avec v1 ∈ U∗

1 et v2 ∈ U∗
2 , et tel

que :
m0[u〉 implique m0[v〉

Démonstration. Puisque (N ,m0) |= ΦB ∧ Φm0 , nous déduisons des Lemme 4.3.6
et 4.3.11 que (N ,m0) possède les places p′0 et p′1 avec m0(p′0) < λ0 et m0(p′1) < λ1.
Puisque m0[u〉, nous obtenons

|u|0+ ≥ |u|0− et |u|1+ ≥ |u|1−
Puisque (N ,m0) |= Φm0 , nous avons :

m0[a〉 pour tout a ∈ {0+, 1+, 0?, 1?}

Puisque (N ,m0) |= Φc, le Lemme 4.3.15 nous assure

<p, 0+.0−> ≥ 0 <p, 1+.1−> ≥ 0
<p, 0?.0!> ≥ 0 <p, 1?.1!> ≥ 0

Nous construisons v1 et v2 en utilisant l’algorithme suivant :
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Étape 1 Poser w égal à u restreint à l’alphabet {0+, 0−, 1+, 1−}, w′ := 1 et

w′′ := (0?.0!) . . . (0?.0!)︸ ︷︷ ︸
|u|0? fois

. (1?.1!) . . . (1?.1!)︸ ︷︷ ︸
|u|1? fois

Étape 2 Décomposer w en w = w1.i+.w2.i−.w3 ou w = w1.i−.w2.i+.w3 pour
un i ∈ {0, 1} de manière à minimiser |w2|. Poser w := w1.w2.w3 et w′ :=
w′.i+.i−.

Étape 3 Si |w|0− = |w|1− = 0 alors passer à l’Étape 4, sinon reprendre à
l’Étape 2.

Étape 4 Poser v1 := w′.w′′ et v2 := w.

On montre qu’à chaque étape de l’algorithme, m0[w′.w′′.w〉. À l’Étape 1, où
w′ = 1, puisque m0[0?〉 et puisque pour toute place p de N , <p, 0?.0!> ≥ 0, nous
avons m0[0?.0!〉m′′ avec pour tout place p de N , m′′(p) ≥ m0(p). Nous pouvons
alors itérer le raisonnement pour obtenir

m0[(0?.0!) . . . (0?.0!)︸ ︷︷ ︸
|u|0? fois

〉m′

avec pour tout place p de N , m′(p) ≥ m0(p). Puisque m0[1?〉 et pour toute place
p de N , <p, 1?.1!> ≥ 0, nous pouvons raisonner de même, pour obtenir finalement
m0[w′′〉m avec m(p) ≥ m0(p).
Pour tout préfixe v′.a de w avec a ∈ {0+, 0−, 1+, 1−}, soit u′.a le préfixe de u tel
que

|u′|0+ = |v′|0+ |u′|0− = |v′w|0−
|u′|1+ = |v′|1+ |u′|1− = |v′|1−

Pour toute place p de N , puisque m0[u〉, nous avons m0[u′.a〉 et donc

m0(p) +
∑
b∈Σ

|u′|b<p, b> + <p, a> ≥ 0

puisque u′ et v′ possèdent le même nombre d’occurrence des éléments de {0+, 0−, 1+, 1−},
que |u′|i? = |u′|i! et que |v′|i? = |v′|i! = 0 pour i ∈ {0, 1}, nous pouvons décomposer
l’inéquation précédente en

m0(p) + <p, v′> + |u′|0? × <p, 0?.0!> + |u′|1? × <p, 1?.1!> + <p, a> ≥ 0

Puisque <p, 0?.0!> ≥ 0, <p, 1?.1!> ≥ 0 et |u′|i? ≤ |w′′|i?, nous obtenons :

m0(p) + <p, v′> + |w′′|0? × <p, 0?.0!> + |w′′|1? × <p, 1?.1!> + <p, a> ≥ 0
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et donc
m0(p) + <p,w′′.v′.a> ≥ 0

Puisque cette dernière inéquation est vraie pour tout préfixe v′ de w, nous obte-
nons m0[w′′.w〉, c.-à-d. m0[w′.w′′.w〉 puisque w′ = 1.

À l’Étape 2 où wp et w′
p désignent les valeurs calculées à la fin de l’étape

précédente (Étape 1 ou Étape 3), supposons que la décomposition est wp =
w1.0+.w2.0−.w3, les autres cas suivant le même raisonnement4.
Nous montrons m0[w′

p.0+.0−.w′′.w1.w2.w3〉 avec l’hypothèse m0[w′
p.w

′′.w1.0+.w2.0−.w3〉
d’après l’étape précédente. Remarquons que nécessairement, soit w2 = 1+k, soit
w2 = 1−k pour un certain k, sinon |w2| ne serait pas minimal. On suppose
w2 = 1+k, l’autre cas suit le même raisonnement. Puisque m0[w′

p〉m1, m0[0+〉 et
<p, 0+.0−> ≥ 0 pour toute place p de N , nous avons m0[w′

p.0+.0−.w′′〉m′
1 avec

m′
1(p) ≥ m1(p). De m0[w′

p.w
′′.w1〉m2, nous déduisons m0[w′

p.0+.0−.w′′.w1〉m′
2.

Pour la suite, pour chaque place p de N , deux cas sont possibles :
– soit <p, 0−> ≥ 0, auquel cas m2[0−〉m′′

2 avec m′
2(p) ≥ m′′

2(p) puisque !w′
p.0+.0−.w′′.w1! =

!w′
p.w

′′.w1.0+ !+ ! 0−!. De m′′
2 [w2〉, nous déduisons, pour tout h ≤ k,

m0(p) + <p,w′
p.0+.0−.w′′.w1> + h× <p, 1+> ≥ 0

– soit <p, 0−> < 0, auquel cas <p, 0+> ≥ 0. Si <p, 1+> ≥ 0, nous obtenons
m′

2[1+
k〉m′

3, c.-à-d. m′
2[w2〉m′

3 ; sinon <p, 1+> < 0. Dans ce cas, puisque
m2[0+.w2.0−〉, nous avons

m0(p) + <p,w′
p.w

′′.w1> + <p, 0+> + <p, 0−> + k × <p, 1+> ≥ 0

puisque <p, 1+> < 0, nous déduisons, pour tout h ≤ k

m0(p) + <p,w′
p.0+.0−.w′′

> + <p, 0−> + h× <p, 1+> ≥ 0

Nous obtenons m0[w′
p.0+.0−.w′′.w1.w2〉m3. Puisque !w′

p.0+.0−.w′′.w1.w2! = !w′
p.w

′′.w1.0+.w2.0−!,
nous avons également m0[w′

p.w
′′.w1.0+.w2.0−〉m3 avec m3[w3〉. Nous déduisons fi-

nalement m0[w′
p.0+.0−.w′′.w1.w2.w3〉.

L’Étape 3 ne modifie rien.

À l’Étape 4, nous avons m0[v1.v2〉. Par construction, !u! = !v!, v1 ∈ U∗
1 et

v2 ∈ U∗
2 .

4Ces cas sont wp = w1.0−.w2.0+.w3, wp = w1.1+.w2.1−.w3 et wp = w1.1−.w2.1+.w3.
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Lemme 4.3.19. Si (N ,m0) |= ΦB ∧ Φm0 ∧ Φc, alors pour tout i ∈ {0, 1}, pour
tout u ∈ U∗ tel que |u|i+ > |u|i−, nous avons :

m0[u〉 implique m0[u.i−〉

Démonstration. D’après le Lemme 4.3.18, il existe un mot v vérifiant !u! = !v! et
v = v1.v2 avec v1 ∈ U∗

1 , v2 ∈ U∗
2 et m0[v〉. Puisque v1 ∈ U∗

1 , |v1|i+ = |v1|i−, et
puisque |u|i+ > |u|i−, nous pouvons décomposer v en posant v = v1.v

′
2.i+.v′′2 avec

|v′2|i+ = 0. Puisque v1 ∈ U1
∗ et U1 ⊆ U i

1, nous avons v1.v
′
2 ∈ U i

1
∗ et v′′2 ∈ U2. Le

Lemme 4.3.17 nous assure m0[v.i−〉, et puisque !u! = !v!, nous avons également
m0[u.i−〉.
Lemme 4.3.20. Si (N ,m0) |= ΦB ∧ Φm0 ∧ Φc, alors pour tout i ∈ {0, 1}, pour
tout u ∈ U∗ tel que |u|i+ = |u|i−, nous avons :

m0[u〉 implique m0[u.i?〉

Démonstration. D’après le Lemme 4.3.18, il existe un mot v vérifiant !u! = !v! et
v = v1.v2 avec v1 ∈ U∗

1 , v2 ∈ U∗
2 et m0[v〉. Puisque |u|i+ = |u|i− pour i ∈ {0, 1} et

v2 ∈ U2, nous avons v2 = 1. Par conséquent v ∈ U∗
1 ; par le Lemme 4.3.16, nous

obtenons m0[v.i?〉, et puisque !u! = !v!, nous avons également m0[u.i?〉.
Nous sommes maintenant à même de prouver le Lemme 4.3.14.

Démonstration du Lemme 4.3.14. De (N ,m0) |= ΦB ∧ Φm0 , nous déduisons du
Lemme 4.3.6 que (N ,m0) possède les places p′0 et p′1 avec m0(p′0) < λ0 et m0(p′1) <
λ1. Puisque m0[u〉,

|u|0+ ≥ |u|0− et |u|1+ ≥ |u|1−
Par conséquent, pour i ∈ {0, 1}, soit |u|i+ > |u|i−, auquel cas le Lemme 4.3.19
nous assure m0[u.i−〉, soit |u|i+ > |u|i−, auquel cas le Lemme 4.3.20 nous assure
m0[u.i?〉.

Nous montrons maintenant que le réseau Nk0,k1 est bien modèle de Φc.

Lemme 4.3.21. Pour tout k0, k1, nous avons (Nk0,k1, n0) |= Φc.

Démonstration. Le réseau (Nk0,k1, n0) vérifie trivialement les inéquations univer-
selles de la sentence Φ1

c . De plus, pour toute séquence u ∈ U∗
1 , n0(pī)+<pī, u> = ki

et donc n0[u〉m implique n0[u.i?〉 ; nous obtenons (Nk0,k1, n0) |= Φ2
c . Pour toute

séquence u = u1.i+.u2 avec u1 ∈ U i
1
∗ et u2 ∈ U∗

2 , <pi, u1> = 0 et <pi, u2> ≥ 0
donc n0(pi)+ <pi, u> > 0 ; par conséquent n0[u〉 implique n0[u.i−〉. Nous obtenons
(Nk0,k1, n0) |= Φ3

c et finalement (Nk0,k1, n0) |= Φc.
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4.3.2.3 Sentence pour l’existence d’une borne

Soit M = ({q0, . . . , qn+1}, {c0, c1}, {δ0, . . . , δn}) une machine à deux comp-
teurs.

Définition 4.3.22 (Sentence ΦM de l’exécution bornée d’une machine
à deux compteurs). Soit {X0, . . . ,Xn+1} un ensemble de variables et soient
φ0, . . . φn+1 les formules de Lν définies comme suit, avec l ∈ [0, n + 1] :

– si δl = (ci := ci + 1; goto qh) alors

φl(X0, . . . Xn+1)
def= 〈i+〉Xh

– sinon, δl = (if ci = 0 then (ci := ci+1; goto qh) else (ci := ci−1; goto qh′)),
dans ce cas

φl(X0, . . . Xn+1)
def= [i?]〈i!〉〈i+〉Xh ∧ [i−]Xh′

– enfin, pour l = n + 1

φn+1
def= true

Soient Ψ0, . . . ,Ψn+1 les sentences définies par :

< Ψ1, . . . ,Ψn+1 >
def= ν < X1, . . . ,Xn+1 > . < φ1, . . . , φn+1 > (< X1, . . . ,Xn+1 >)

La sentence ΦM est alors la sentence Ψ0.

Remarque 4.3.23. La différence entre la sentence ΦM définie ci-dessus et la
sentence ΦM définie dans le Chapitre 2, si l’on fait abstraction de la méthode
de test à zéro, réside uniquement dans l’opérateur de point-fixe. Au Chapitre 2,
un µ-point-fixe impose la terminaison alors qu’ici, l’opérateur ν permet la non-
terminaison. Dans ce chapitre, l’indécidabilité réside dans la décision de l’existence
d’une borne lors de l’exécution de M .

Nous montrons maintenant une série de lemmes dont l’objectif est d’établir
le Lemme de projection. Le Lemme de projection permet, à partir d’un réseau
(N ,m0) tel que (N ,m0) |= ΓM d’obtenir (Nk0,k1, n0) |= ΦM . Pour montrer ce
lemme, nous montrons successivement les résultats suivants : (N1,m0|P1) |= ΦM ,
puis (N1,m0|P1)∩Lu |= ΦM , puis L(Nk0,k1, n0)∩Lu |= ΦM et enfin (Nk0,k1, n0) |=
ΦM . Nous rappelons que N1 désigne le sous-réseau de N composé de l’ensemble
P1 de places avec P1 = {p′0, p′̄0, p′1, p′̄1}.
Lemme 4.3.24. Soit (N ,m0) tel que (N ,m0) |= ΦB ∧ Φm0 ∧ Φc.

(N ,m0) |= ΦM implique (N1,m0|P1) |= ΦM
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Démonstration. On note L le langage L(N ,m0) et L1 le langage L(N1,m0|P1) ;
nous avons L ⊆ L1. Pour tout valuation val de {X1, . . . ,Xn+1} dans 2L, pour tout
l ∈ [1, n + 1], on montre que :

[[ φl ]][val]
L ⊆ [[ φl ]][val]

L1

Considérons les différents cas pour φl :
– si l = n + 1, φl = true et puisque L ⊆ L1, nous avons [[ φl ]][val]

L ⊆ [[ φl ]][val]
L1

.

– si φl(X0, . . . Xn+1) = 〈i+〉Xh, alors pour tout w ∈ L tel que w ∈ [[ φl ]][val]
L ,

nous avons w.i+ ∈ val(Xh). Puisque L ⊆ L1, nous avons également w.i+ ∈
L1, ce qui entrâıne w ∈ [[ φ ]][val]

L1
.

– si φl(X0, . . . Xn+1)
def= [i?]〈i!〉〈i+〉Xh ∧ [i−]Xh′ , pour tout w ∈ L tel que

w ∈ [[ φl ]][val]
L quatre cas se présentent, suivant l’appartenance de w.i? où de

w.i− à L. Les cas w.i? /∈ L et w.i− /∈ L ainsi que le cas w.i? ∈ L et w.i− ∈ L
sont tous deux écartés par le Lemme 4.3.14, il nous reste deux cas possibles :

1. soit w.i? /∈ L et w.i− ∈ L, nous avons w.i− ∈ val(Xh). Puisque L ⊆ L1,
nous avons également w.i− ∈ L1, ce qui entrâıne w ∈ [[ φ ]][val]

L1
.

2. soit w.i? ∈ L et w.i− /∈ L, nous avons w.i?.i!.i+ ∈ val(Xh). Puisque L ⊆
L1, nous avons également w.i?.i!.i+ ∈ L1, ce qui entrâıne w ∈ [[ φ ]][val]

L1
.

Par monotonie de l’opérateur de point fixe, l’inégalité est préservée et nous obte-
nons :

[[ Ψ0 ]][val]
L ⊆ [[ Ψ0 ]][val]

L1

Par conséquent 1 ∈ [[ Ψ0 ]][val]
L implique 1 ∈ [[ Ψ0 ]][val]

L1
et finalement (N1,m0|P1) |=

ΦM .

Lemme 4.3.25. Soit (N ,m0) un réseau initialisé, (N ,m0) |= ΦM si et seulement
si L(N ,m0) ∩ Lu |= ΦM .

Démonstration. Remarquons que pour tout l ∈ [0, n + 1], la formule φl est définie
en utilisant uniquement des éléments de U , par conséquent, en notant LN pour
L(N ,m0), pour toute valuation val : V ar → 2LN∩Lu , nous avons :

[[ φl ]][val]
LN = [[ φl ]][val]

Lu∩LN

Par conséquent

1 ∈ [[ Ψ0 ]]LN si et seulement si 1 ∈ [[ Ψ0 ]]Lu∩LN

Nous obtenons finalement : (N ,m0) |= ΦM si et seulement si L(N ,m0) ∩ Lu |=
ΦM
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Lemme 4.3.26 (Lemme de projection). S’il existe (N ,m0) tel que (N ,m0) |=
ΓM , alors (Nk0,k1, n0) |= ΦM

Démonstration. La preuve se décompose de la manière suivante :

(N ,m0) |= ΓM

⇓ (Lemme 4.3.24)
(N1,m0|P1) |= ΦM

⇓ (Lemme 4.3.25)
L(N1,m0|P1) ∩ Lu |= ΦM

⇓ (Lemme 4.3.12)
L(Nk0,k1, n0) ∩ Lu |= ΦM

⇓ (Lemme 4.3.25)
(Nk0,k1, n0) |= ΦM

4.3.2.4 Simulation de M par Nk0,k1 dans ΦM

Nous donnons les lemmes qui font le lien entre l’exécution de M pour (q0, 0, 0)
et la satisfaction de ΦM par (Nk0,k1, n0).

Définition 4.3.27 (Marquage de Nk0,k1 associé à une configuration de
M). Le marquage m de Nk0,k1 associé à la configuration J = (q, j0, j1) de M est
le marquage défini par :

m0(p0) = j0 m0(p1) = j1

m0(p0̄) = k0 − j0 m0(p1) = k1 − j1

m0(p0?) = 0 m0(p1?) = 0

Lemme 4.3.28 (Premier lemme de simulation). Soient J = (ql, j0, j1) et
J ′ = (ql′ , j

′
0, j

′
1) deux configurations de M telles que J est suivie par J ′ lors de

l’exécution de M , soient m le marquage associé à J et soit m′ le marquage associé
à J ′. Pour tout w ∈ Lu tel que n0[w〉m et w ∈ [[ Ψl ]](Nk0,k1

,n0), il existe w′ ∈ Lu

tel que w′ soit un préfixe de w, n0[w′〉m′ et w′ ∈ [[ Ψl′ ]](Nk0,k1
,n0).

Démonstration. La preuve est au cas par cas suivant la formule φl :
– si φl(X0, . . . Xn+1) = 〈i+〉Xl′ , alors j′i = ji + 1, dans ce cas w′ = w.i+,

w′ ∈ val(X ′
l) et par conséquent w′ ∈ [[ Ψl′ ]](Nk0,k1

,n0).

– si φl(X0, . . . Xn+1)
def= [i?]〈i!〉〈i+〉Xh ∧ [i−]Xh′ , deux cas se présentent :

1. soit ji �= 0, alors l′ = h′ et j′i = ji − 1, dans ce cas w′ = w.i+ et par
conséquent w′ ∈ [[ Ψl′ ]](Nk0,k1

,n0),
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2. soit ji = 0, alors l′ = h et j′i = ji + 1, dans ce cas w′ = w.i?.i!.i+ et par
conséquent w′ ∈ [[ Ψl′ ]](Nk0,k1

,n0),

Lemme 4.3.29 (Second lemme de simulation). Soit M une machine à deux
compteurs telle que l’exécution de M pour J0 = (q0, j0, j1) soit bornée. Notons k′

0

la valuation maximale du compteur 0 et k′
1 la valuation maximale du compteur 1.

Soit Nk0,k1 le réseau de B avec k0 = k′
0 + 1 et k1 = k′

1 + 1 (pour éviter d’avoir
ki = 0, qui contredirait (Nk0,k1,m0) |= Φm0). Nous avons :

(Nk0,k1, n0) |= ΓM

Démonstration. Nous avons déjà (Nk0,k1, n0) |= ΦB∧Φm0∧Φc (voir les Lemmes 4.3.6,
4.3.10 et 4.3.21), il nous reste à montrer (Nk0,k1 , n0) |= ΦM . Deux cas sont possibles
suivant l’exécution de M :

(i) soit l’exécution est infinie, auquel cas il existe une séquence de configurations
initiale J0, J1, . . . , Jh et une séquence itérée de configurations Jh+1, Jh+2, . . . , Jh′

telles que la séquence de configurations associée à l’exécution de M pour J0

soit :
J0, J1, . . . , Jh, Jh+1, Jh+2, . . . , Jh′ , Jh+1, Jh+2, . . . , Jh′ . . .

(ii) soit l’exécution de M est finie, auquel cas on note J0, J1, . . . , Jh′ la séquence
de configurations produite, avec Jh′ = (qn+1, j

h′
0 , jh′

1 ).
Définissons une séquence de mots u0, . . . , uh′ de Lu itérativement par :
– u0 = 1,
– Si Jy = (ql, j

y
0 , jy

1 ) et δl = (ci := ci + 1; goto ql′) alors uy+1 = uy.i+
– Si Jy = (ql, j

y
0 , jy

1 ), δl = (if ci = 0 then (ci := ci + 1; goto ql′) else (ci :=
ci − 1; goto ql′′)) et jy

i �= 0 alors uy+1 = uy.i−
– Si Jy = (ql, j

y
0 , jy

1 ), δl = (if ci = 0 then (ci := ci + 1; goto ql′) else (ci :=
ci − 1; goto ql′′)) et jy

i = 0 alors uy+1 = uy.i?.i!.i+

Remarquons que puisque les compteurs sont bornés par k′
0 et k′

1 et que k0 =
k′
0 + 1 et k1 = k′

1 + 1, tous les uy sont dans L(Nk0,k1, n0) pour tout y ∈ [0, h′].

Posons Vl{uy | l est l’index associé à uy}. On définit l’index associé au mot
uy par l’entier l ∈ [0, n + 1] tel que Jy = (ql, j

y
0 , jy

1 ). Nous montrons que le vecteur
d’ensembles < V0, . . . , Vn+1 > est un pré-point-fixe.

Soit val la valuation de {X0, . . . ,Xn+1} dans 2Σ∗
définie par val(Xl) = Vl, on

montre uy ∈ [[ φl ]][val]
(Nk0,k1

,n0)
pour tout y ∈ [0, h′ − 1] avec l l’index associé à uy.

Trois cas sont possibles suivant φl :
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– si φl(X0, . . . Xy+1) = 〈i+〉Xl′ , alors jy+1
i = jy

i + 1, dans ce cas uy+1 = uy.i+

et l’index associé à uy+1 est l′. Nous en déduisons uy ∈ [[ φl ]][val]
(Nk0,k1

,n0)
.

– si φl(X0, . . . Xy+1)
def= [i?]〈i!〉〈i+〉Xh ∧ [i−]Xh′ , deux cas se présentent :

1. soit jy
i = 0, alors jy+1

i = jy
i + 1, dans ce cas uy+1 = uy.i+ et l’index

associé à uy+1 est l′, par conséquent uy ∈ [[ φl ]][val]
(Nk0,k1

,n0)
.

2. soit jy
i �= 0, alors jy+1

i = jy
i − 1, dans ce cas uy+1 = uy.i?.i!.i− et l’index

associé à uy+1 est l′′, par conséquent uy ∈ [[ φl ]][val]
(Nk0,k1

,n0)
.

Dans le cas (i), avec la convention Jh′+1 = Jh+1, on montre de la même manière
le résultat uh′ ∈ [[ φl ]][val]

(Nk0,k1
,n0)

où l est l’index associé à uh′ . Dans le cas (ii), il
suffit de remarquer que l’index associé à uh′ est n + 1 et que φn+1 = true, ce qui
nous donne immédiatement uh′ ∈ [[ φn+1 ]][val]

(Nk0,k1
,n0)

.

Nous avons montré que le vecteur d’ensembles < val(X1), . . . , val(Xn+1) > est
un pré-point-fixe, ce qui implique val(Xl) ⊆ [[Ψl ]](Nk0,k1

,n0) pour tout l ∈ [0, n+1].
En particulier, dans le cas l = 0, puisque nous avons u0 ∈ val(X0) et u0 = 1, nous
en déduisons (Nk0,k1, n0) |= ΦM et finalement (Nk0,k1, n0) |= ΓM .

4.3.3 Preuve du Théorème 4.3.1

Soit M une machine à deux compteurs, on montre que l’exécution de M pour
J0 = (q0, j0, j1) est bornée si et seulement si il existe un réseau (N ,m0) tel que
(N ,m0) |= ΓM .

Supposons l’existence de (N ,m0) tel que (N ,m0) |= ΓM . Par le Lemme 4.3.26,
on obtient un réseau Nk0,k1 ∈ B tel que (Nk0,k1 , n0) |= ΦM . Soit J0, J1, . . . , Jh, . . .
la séquence de configurations associée à l’exécution de M pour J0 ; puisque 1 ∈
[[ Φ0 ]](Nk0,k1

,n0), par application inductive du Lemme 4.3.28 nous obtenons une
séquence de mots w0, w1, . . . , wh, . . . de Lu telle que w0 = 1 et toute configuration
Jh est associée au marquage mh défini par n0[wh〉mh. Les places p0 et p1 sont
trivialement bornées pour les séquences de tir de Lu, ce qui implique que lors de
l’exécution de M , les valuations des compteurs sont bornées.

Supposons maintenant que l’exécution de M pour J0 = (q0, j0, j1) soit bornée.
D’après le Lemme 4.3.29, il existe k0, k1 tels que (Nk0,k1, n0) |= ΓM .

Nous avons réduit le problème de l’exécution bornée d’une machine à deux
compteurs au problème Sat(Lν ,PN). Par la Proposition 4.3.4, ce premier problème
est indécidable, ce qui entrâıne l’indécidabilité de Sat(Lν ,PN).
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4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons défini la théorie d’un réseau N comme un inter-
valle de langage IN tel que tout réseau (N ′,m′

0) dont le langage L(N ′,m′
0) est

dans IN possède, pour chaque place p de N , une place p′ colinéaire à p. La théorie
d’un réseau N montre la puissance d’expressivité des intervalles de langages sur
la structure des réseaux.

Nous avons vu au Chapitre 1 que la synthèse de réseau est possible à partir des
intervalles de langages, puis au Chapitre 3 que la synthèse est également possible
à partir d’un fragment des spécifications modales. Nous avons montré dans ce
Chapitre que la synthèse de réseaux purs est indécidable à partir des formules du
Nu-Calcul conjonctif, et par conséquent à partir des spécifications modales. Ce
résultat repose sur l’expression de la théorie d’un réseau structurellement borné
permettant de simuler deux compteurs et leur test à zéro, de l’expression de ce
test à zéro en Nu-Calcul conjonctif et de l’expression dans cette même logique du
problème indécidable de l’exécution bornée d’une machine à compteurs.

L’indécidabilité de la synthèse pour les réseaux purs à partir des formules du
Nu-Calcul nous permet d’annoncer que pour ces réseaux, le problème de satisfia-
bilité est plus difficile que le problème du model-checking (qui est décidable sur
le Nu-Calcul [Esp97]). Ce dernier résultat est à comparer aux résultats antérieurs
sur la classe des réseaux étiquetés qui montrent que le model-checking est plus
difficile que le problème de satisfiabilité (pour lequel nous avons le small model
property).
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Dans ce document, nous avons étudié les limites de la décidabilité de la synthèse
de réseaux de Petri à partir de spécifications qui sont exprimées dans des lo-
giques du temps arborescent. Nous avons montré que le problème de synthèse est
indécidable pour le Mu-Calcul ainsi que pour le Nu-Calcul Conjonctif dans le cas
des réseaux purs ; le Nu-Calcul conjonctif étant un fragment du Mu-Calcul, suffi-
samment affaibli pour que le Model-Checking de réseaux de Petri soit décidable5.
Nous avons introduit un reconnaisseur associé aux formules du Nu-Calcul conjonc-
tif : les spécifications modales qui sont une version simplifiée des automates alter-
nants. Nous avons montré que le Nu-Calcul Conjonctif et les spécifications modales
spécifient les mêmes modèles. Nous avons ensuite proposé un fragment structurel
de ces spécifications pour lequel nous avons montré que la synthèse est décidable et
effective ; ce dernier résultat étend les résultats antérieurs de synthèse de réseaux.
L’ensemble de ces résultats montre que la synthèse de réseaux de Petri à partir de
logiques du temps arborescent n’est possible que pour des logiques dont l’expres-
sivité est comparable à un fragment des spécifications modales.

Les deux résultats d’indécidabilité de nos travaux, respectivement celui concer-
nant le Mu-Calcul et celui concernant le Nu-Calcul Conjonctif, reposent sur la
réduction de problèmes indécidables des machines à compteurs. Nous avons montré
que l’interprétation de formules logiques sur la classe des réseaux de Petri leur
confère une grande expressivité, suffisante pour simuler des machines à compteurs.

La preuve d’indécidabilité de la synthèse à partir des formules du Mu-Calcul
repose sur l’introduction des réseaux de compteurs. Nous construisons pour une
machine à compteur M , une formule ΦM telle que : si ΦM est satisfiable sur la
classe des réseaux de Petri, alors il existe un réseau de compteur modèle de ΦM ;
de plus, déterminer si il existe un réseau de compteurs modèle de ΦM se réduit
au problème de déterminer l’existence d’une configuration initiale pour laquelle
l’exécution de M termine. La clé de cette preuve est la construction d’une formule
de test à zéro d’un compteur, qui ne peut être vérifiée que par une place de réseau
de compteurs, qui témoigne alors de la vacuité du compteur.

Pour prouver l’indécidabilité de la synthèse à partir de formules du Nu-Calcul
Conjonctif, nous avons proposé deux familles de formules du Nu-Calcul Conjonctif
qui, lorsqu’elles sont interprétées sur la classe des réseaux de Petri, expriment des
propriétés uniquement structurelles sur leurs modèles. La première famille de for-
mules, dite formules universelles, permet d’exprimer, par une formule un ensemble
I d’inéquations concernant des relations de flot. Les modèles de cette formule
sont alors les réseaux dont toute place vérifie I. La deuxième famille de formules,

5Le Mu-Calcul Conjonctif est dépourvu des modalités suivantes : le “ou”, la négation et le
plus petit point-fixe
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dite formules existentielles, permet d’exprimer, par une formule un ensemble E
d’équations concernant des relations de flot. Les modèles de cette formule sont
alors les réseaux qui possèdent une place vérifiant E . Nous avons montré que toute
formule de ces deux familles de formules peut être exprimée avec un intervalle de
langages (un réseau modèle de la formule est un réseau dont le langage appartient
à l’intervalle). Nous avons utilisé les formules existentielles pour dégager le concept
de théorie d’un réseau. Exprimer la théorie d’un réseau N consiste à construire
un intervalle de langages IN tel que tout réseau dont le langage appartient à IN
contienne, dans sa structure, le réseau N . Nous avons également donné quelques
éléments pour exprimer la théorie d’une famille de réseaux, qui pourra faire l’objet
de travaux futurs.

La preuve de l’indécidabilité de la synthèse de réseaux à partir du Nu-Calcul
Conjonctif repose sur trois points importants : le premier point est la théorie d’une
famille B de réseaux, nommés réseaux de compteurs bornées ; le deuxième point
est l’élaboration d’une formule de test à zéro s’exprimant sur les réseaux de comp-
teurs bornés sans utiliser la modalité “ou” ; le troisième point est l’expression en
Nu-Calcul Conjonctif d’un problème indécidable sans utiliser l’opérateur de plus
petit point fixe, par opposition aux problèmes liés à la terminaison. La solution
apportée au troisième point est le choix du problème consistant à décider si les
compteurs d’une machine restent bornés lors d’une certaine exécution de celle-ci.
Les résultats d’indécidabilité présentés dans ce document ne s’appliquent pas à la
synthèse de réseaux bornés dont l’étude des limites de décidabilité constitue une
perspective en vue de compléter l’étude menée sur les réseaux généraux dans cette
thèse.

Suite à ces résultats d’indécidabilité, nous avons proposé une méthode de
synthèse, pour un fragment structurel des spécifications modales (les S0,1-Spécifications
modales6) dont nous avons montré qu’elles caractérisent un treillis infini d’inter-
valles de langages. De fait, ce résultat de décidabilité étend la synthèse à par-
tir de langages [Dar04] ; il est incomparable à celui de la synthèse à partir de
spécifications automatiques [BD04], pour lequel l’ensemble des états du réseau est
connu a priori et régulier. Les S0,1-Spécifications correspondent à un fragment du
Nu-Calcul conjonctif difficilement caractérisable syntaxiquement, ce qui renforce
l’intérêt porté dans ce document aux spécifications modales.

Nous avons également montré que le problème de la recherche d’un marquage
initial d’un réseau donné, pour satisfaire une sentence du Mu-Calcul donnée est

6Notées spécifications R∗(S0 ∪ S1) dans le Chapitre 3
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indécidable, y compris pour des classes de réseaux particulièrement restreintes
(réseaux ordinaires, graphes marqués). De manière plus générale, il apparâıt que
la difficulté du problème de synthèse réside dans la recherche d’un réseau dont
les comportements initiaux sont adéquats alors que le problème de spécifier et de
synthétiser un réseau en connaissant ses comportements permanents (à l’infini)
est plus aisé. Nous suggérons donc d’orienter les études des problèmes de synthèse
de la manière suivante : rechercher des méthodes de décomposition d’une formule
logique, dans le but d’exprimer celle-ci comme la conjonction d’une formule concer-
nant les comportements initiaux et d’une formule concernant les comportements
permanents ; puis de rechercher des méthodes de synthèse d’un système constitué
d’un processus fini, qui réalise les comportements initiaux, et d’un réseau, qui
réalise les comportements permanents.



Bibliographie

[AM94] Anuchit Anuchitanukul and Zohar Manna. Realizability and synthesis
of reactive modules. In Computer Aided Verification, 6th International
Conference, CAV ’94, Stanford, California, USA, volume 818 of Lecture
Notes in Computer Science, pages 156–168. Springer, 1994.

[AN01] A. Arnold and D. Niwinski. Rudiments of mu-calculus. North-Holland,
2001.
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L’objet de cette annnexe est la preuve du Lemme 3.4.8 (Chapitre 3, page 83)
dont nous rappellons l’énoncé :

Lemme. Si (T,L, J) ne possède aucun modèle permissif alors il existe un en-
semble fini {(Tk, Lk, Jk)}k∈K de S1-triplets modaux, tous de taille strictement
inférieure à la taille de (T,L, J) et tels que s’il existe un réseau modèle de (T,L, J),
alors il existe un réseau modèle de (T,L, J) qui est également modèle de (Tk, Lk, Jk)
pour un certain k ∈ K.

On pose T = 〈{Ca}a∈Σ, I〉. Afin de prouver ce lemme, nous étudions les
différents cas pour lesquels (T,L, J) ne possède aucun modèle permissif. Dans cha-
cun de ces cas, nous proposons pour au moins une des composante u.w∗.v ∈ Ca

une borne e ∈ N de telle sorte que s’il existe un réseau (N ′,m′
0) modèle du triplet

(T,L, J) alors il existe un réseau (N ,m0) également modèle de (T,L, J) vérifiant
u.we /∈ L(N ,m0). Nous montrons dans un premier temps comment l’existence
d’une telle borne permet de construire un ensemble fini {(Tk, Lk, Jk)}k∈K de S1-
triplets modaux, tous de taille strictement inférieure à la taille de (T,L, J) et tels
que (N ,m0) soit modèle de (Tk, Lk, Jk) pour un certain k ∈ K.

Lemme 4.4.1. S’il existe un réseau (N ,m0) modèle de (T,L, J) tel que u.we /∈
L(N ,m0) pour un certain e ∈ N et un certain u.w.v, composante S1 de T , alors
il existe un ensemble fini {(Tk, Lk, Jk)}k∈K de S1-triplets modaux, tous de taille
strictement inférieure à la taille de (T,L, J) et tels que (N ,m0) soit modèle de
(Tk, Lk, Jk) pour un certain k ∈ K.

Démonstration. Lorsque u.w∗.v ∈ Cb, on construit l’ensemble de (S0∪S1)-triplets
modaux {(Ti, Li, Ji)}i∈[1,e−1] en posant pour tout i ∈ [1, e − 1] :

– Ti = 〈{Ci
a}a∈Σ, I〉 avec Ci

a = Ca lorsque a �= b et Ci
b = (Cb \ u.w∗.v) ∪⋃

j≤i u.wj .v,
– Li = L et J i = J ∪ u.wi+1

Tout réseau (N ′,m′
0) modèle de (T,L, J) tel que u.we /∈ L(N ′,m′

0) est également
modèle du triplet (T i, Li, J i) où i est l’entier maximum tel que u.wi ∈ L(N ′,m′

0).
Le Lemme 3.4.3 permet de conclure en se ramenant à un ensemble fini de S1-
triplets modaux.

Lorsque u.w∗.v ∈ I, on construit le S1-triplet modal (T ′, L′, J ′) en posant
T ′ = T , L′ = L et J ′ = J ∪ u.we ∪ ⋃

j<e u.wj .v. Par construction, tout réseau
(N ,m0) modèle de (T,L, J) tel que u.we /∈ L(N ,m0) est également modèle du
triplet (T ′, L′, J ′).

Lemme 4.4.2. Soit (T,L, J) un S1-triplet modal, avec T = 〈{Ca}a∈Σ, I〉. Soit
{ud, wd, vd, ad}d∈D l’ensemble (fini) des quadruplets tels que ud.w

∗
d.vd ∈ Cad

et soit
D = D0

⊎
D1 une partition de D. L’existence d’un réseau (N ,m0) vérifiant
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1. CT (L(N ,m0)) ⊆ (N ,m0),
2. L ⊆ L(N ,m0),
3. pour toute place p de (N ,m0), pour tout d ∈ D0, <p,wd> ≥ 0,
4. pour tout d ∈ D1, il existe ed ∈ N tel que ud.w

ed
d /∈ L(N ,m0),

est décidable.

Démonstration. Nous construisons un réseau via un ensemble fini de systèmes
d’inéquations tel qu’il existe une solution à un de ces systèmes si et seulement si
il exite un tel réseau (N ,m0). L’ensemble de systèmes d’inéquations est obtenu
en prenant en compte les différents cas qui permettent de vérifier les propriétés 1
à 4 du lemme. La difficulté est ici d’assurer la propriété 4 tout en respectant la
propriété 1 : pour chaque d ∈ D1, il est nécessaire de trouver une place pd qui as-
sure ud.w

ed
d /∈ L(N ,m0) sans empêcher le tir de ad′ lorsque la séquence ud′ .w

k
d′ .vd′

est tirable pour certains k ∈ N et d′ ∈ D1. En particulier, lorsque d �= d′, si la
place pd empêche le tir de ud′ .w

k
d′ .vd′ .ad′ , il faut que la place pd′ assure ed′ ≤ k ou

ud′ .w
k
d′ .vd′ /∈ L(N ,m0). Chaque combinatoire des différents cas étudiés dans cette

preuve permet la construction d’un système d’inéquations ; la validité de la preuve
repose sur le fait que cette combinatoire est exhaustive et finie.

Une place pd est dite acceptable pour la séquence ud.w
∗
d.vd.ad, ou acceptable

pour d, lorsqu’elle assure ud.w
ed
d /∈ L(N ,m0) pour un certain ed ∈ N.

Une place pd est dite compatible avec la séquence ud′ .w
∗
d′ .vd′ .ad′ , ou compatible

avec d′ lorsqu’elle n’empêche pas le tir de ud′ .w
ed−1
d′ .

Soit HL le système d’inéquations associé aux régions du langage L (voir cha-
pitre 1, page 29 pour sa construction). Soit H2,3 le système HL augmenté des
inéquations de la propriété 3. Les solutions de H2,3 sont les places qui vérifient 2
et 3. Nous recherchons maintenant parmi ces places celles qui permettent de vali-
der 1 et 4 : la place pd acceptable pour chaque d ∈ D1 et compatible avec chaque
d′ �= d (ces places sont nécessaires et suffisantes pour vérifier 4), et un ensemble
de places p′d qui, lorsque ud.w

k
d .vd.ad /∈ L(N ,m0), assurent ud.w

k
d .vd /∈ L(N ,m0)

et qui sont compatibles avec d′ pour tout d′ ∈ D1 (ces places sont nécessaires et
suffisantes pour vérifier 1).

Nous donnons dans un premier temps les inéquations qui caractérisent les
places pd acceptables, en ne prenant en compte que les séquences de ud.w

∗
d.vd.ad.

Nous donnons esuite les inéquations qui permettent de construire les places p′d.
Nous donnons enfin un ensemble d’inéquations qui assurent la compatibilité des
places pd ou p′d avec les séquences ud′ .w

∗
d′ .vd′ .ad′ lorsque d′ �= d.



138 Annexe

Places acceptables : les places pd. Les places acceptables pour d peuvent
être de différente nature, suivant que <pd, wd> ≥ 0 ou que <pd, wd> < 0 nous
construisons pour chacune de ces deux éventualités un système d’inéquation Hd.

– Si <pd, wd> ≥ 0, l’existence d’un w′
d préfixe de ud.wd tel que w′

d /∈ L({pd})
est nécessaire et suffisante pour que pd soit acceptable pour d (dans le cas
contraire, ud.w

∗
d ∈ L({pd})). Le système Hd est alors le système H2,3 aug-

menté des deux inéquations suivantes, en notant j l’index de ad dans Σ :∑
i∈[1,n]

|wd|ai × (xn+i − xi) ≥ 0

∑
i∈[1,n]

|w′
d|ai × (xn+i − xi) < xj − x0

– Si <pd, wd> < 0, il est clair qu’il existe ed tel que ud.w
ed
d /∈ L({pd}), on le

prend minimal. Nous construisons alors le système Hd en ajoutant à H2,3,
l’inéquation suivante : ∑

i∈[1,n]

|wd|ai × (xn+i − xi) < 0

Places qui assurent la propriété 1 : les places p′d. Les places p′d peuvent
être de natures différente suivant que <p′d, wd> = 0, <p′d, wd> > 0 ou <p′d, wd> < 0.
Considérons l’ensemble des entiers k tels que ud.w

k
d .vd /∈ L({p′d}) dans chacun de

ces cas :
– lorsque <p′d, wd> = 0, si il existe un entier k0 tel que ud.w

k0
d .vd /∈ L({p′d})

alors nous obtenons immédiatement que pour tout k ∈ N, ud.w
k
d .vd /∈

L({p′d}), l’ensemble des entiers k est alors de la forme [0,+∞[ ;
– lorsque <p′d, wd> > 0, il existe kmax le plus grand entier tel que ud.w

kmax
d .vd /∈

L({p′d}). De plus pour tout k ≤ kmax, nous obtenons ud.w
k
d .vd /∈ L({p′d}),

l’ensemble des entiers k est alors de la forme [0, kmax] ;
– lorsque <p′d, wd> < 0, il existe kmin le plus petit entier tel que ud.w

kmin
d .vd /∈

L({p′d}). De plus pour tout k ≥ kmin, nous obtenons ud.w
k
d .vd /∈ L({p′d}),

l’ensemble des entiers k est alors de la forme [kmin,+∞[ ;
Nous déduisons de ces résultats qu’il suffit de rechercher au plus deux places p′d.
Les différents cas sont les suivants :

Cas a) il existe une place p′d telle que <p′d, wd> = 0, et ud.vd /∈ L({p′d}). Pour
ce cas nous posons le système d’inéquations H′

d comme étant le système H2,3
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augmenté des inéquations suivantes :∑
i∈[1,n]

|wd|ai × (xn+i − xi) = 0

∑
i∈[1,n]

|v′|ai × (xn+i − xi) < xj − x0

pour un certain préfixe v′.aj de ud.vd.
Cas b) il existe une place p′d telle que <p′d, wd> > 0, et ud.vd /∈ L({p′d}). Pour

ce cas nous posons le système d’inéquations H′
d comme étant le système H2,3

augmenté des inéquations suivantes :∑
i∈[1,n]

|wd|ai × (xn+i − xi) > 0

∑
i∈[1,n]

|v′|ai × (xn+i − xi) < xj − x0

pour un certain préfixe v′.aj de ud.vd. Nous donnerons plus loin la méthode
pour “positionner” kmax.

Cas c) il existe une place p′d telle que <p′d, wd> < 0, et ud.w
kmin
d .vd /∈ L({p′d})

pour un certain kmin. Pour ce cas nous posons le système d’inéquations H′
d

comme étant le système H2,3 augmenté de l’inéquation suivante :∑
i∈[1,n]

|wd|ai × (xd
n+i − xd

i ) < 0

Nous donnerons plus loin la méthode pour “positionner” kmin.
Cas d) il existe une place p′d,− telle que <p′d,−, wd> < 0, et ud.w

kmin
d .vd /∈

L({p′d,−}) pour un certain kmin et une place p′d,+ telle que <p′d,+, wd> > 0, et
ud.w

kmax
d .vd /∈ L({p′d,+}) pour un certain kmax. Dans ce cas nous construisons

deux systèmes d’inéquations H′
d,+ et H′

d,− qui sont les systêmes H′
d des deux

cas précédents. Nous donnerons plus loin la méthode pour “positionner” kmin

et kmax.
Nous avons maintenant un système d’inéquations qui décrivent les places qui

sont acceptables pour chaque d ∈ D1, ainsi qu’un ou deux systême d’inéquations
qui décrit les places qui vont permettre d’assurer la propriété 1. Chacun de ces
systèmes Hd (resp.H′

d, H′
d,+,H′

d,−) possède un ensemble de solutions qui forme un
cône convexe polyédral (lorsqu’au moins une solution existe) muni d’un ensemble
de rayons extrémaux Gd = {xd

1, . . . ,xd
ld} (resp. G′

d = {yd
1, . . . ,y

d
l′d
}, G′

d,+ =
{yd,+

1, . . . ,y
d,+

l′d,+
}, G′

d,− = {yd,−
1, . . . ,y

d,−
l′d−
}). Toutes les places que nous
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construisons peuvent alors s’écrire sous la forme

pd =
∑

xd
i ∈Gd

λd,i × xd
i

p′d =
∑

yd
i ∈G′

d

λ′
d,i × yd

i

p′d,+ =
∑

yd,+
i ∈G′

d,+

λ′
d,+,i × yd,+

i

p′d,− =
∑

yd,−
i ∈G′

d,−

λ′
d,−,i × yd,−

i

On construit maintenant un ensemble de systèmes d’inéquations HD1 dont les va-
riables sont les λd,i, les λ′

d,i, les λ′
d,+,i et les λ′

d,−,i tels que les solutions de HD1

donnent les coefficients des places des réseaux vérifiant les propriétés 1 à 4.
En effet, toutes les places solutions des Hd et H′

d ne permettent pas encore de
construire un réseau satisfaisant les conditions du lemme. Il nous reste mainte-
nant à sélectionner parmi ces solutions, les places qui sont compatible avec chaque
d ∈ D1, ainsi qu’à “positionner” les entiers kmin et kmax lorsque c’est nécessaire.
Nous commençons par ce dernier point. L’ensemble d’inéquations HD1 est vide au
départ.

Soit d ∈ D1, pour chaque place p, qui est soit une place pd′ avec d′ ∈ D1, soit
une place p′d, p′d′,+ ou p′d′,− avec d′ ∈ D1 et d′ �= d, nous considérons les entiers kp

tels que
m0(p) + <p, ud> + kp × <p,wd> + <p, vd> < <p, •a>

Ces deux équations signifient ud.wd.w
kp

d .vd.ad /∈ L({p}). Nous souhaitons que les
places p′d où p′d,+ et p′d,− empêchent le tir de ud.w

kp

d .vd pour toutes ces valeurs de

k. Notons que lorsque ud.w
kp

d .vd /∈ L({p}), alors la place p joue le rôle de la place
pd (ou des places p′d,+ et p′d,−).

Les entiers kd sont donnés par l’inéquations suivante :

−kd × <pd, w> ≤ m0(pd) + <pd, ud> + <pd, vd>

la méthode diffère lorsque nous sommes dans le Cas a), le Cas b), le Cas c), le Cas
d), ou dans aucun de ces cas (lorsqu’il ne peut exister de place p′d, p′d,+ ou p′d,−).

– Il n’existe aucune place p′d, p′d,+ ou p′d,−. Dans ce cas, il est nécessaire que

toute les places p vérifient ud.wd.w
kp

d .vd.ad ∈ L({p}) pour tout k ≤ ed. En
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effet, si une place vérifie ud.w
kp

d .vd /∈ L({p}) pour un certain k, cela contre-
dit le fait qu’il n’existe aucune place p′d, p′d,+ ou p′d,−. Nous considérons 3
sous-cas, suivant que <p,wd> est positif, négatif ou nul. Dans chacun de
ces cas, nous ajoutons des inéquations à l’ensemble Hp des inéquations qui
permettent de synthétiser p (Hp peut être Hd′ pour un certain d′ ∈ D1, ou
encore H′

d′ , H′
d′,+, ou H′

d′,− pour un certain d′ ∈ D1 \ {d}). Nous ajoutons
également des inéquations à HD1 . On notera j l’index de ad.

Si <p,wd> = 0, nous ajoutons à Hp les contraintes suivantes, pour un certain
préfixe v′.aj′ de ud.vd :∑

i∈[1,n]

|wd|ai × (xn+i − xi) = 0

∑
i∈[1,n]

|v′|ai × (xn+i − xi) ≥ xj′ − x0

ces inéquations sont suffisantes pour assurer ud.w
k
d .vd /∈ L({p}) pour tout

entier k.

Si <p,wd> > 0, il suffit de s’assurer que ud.vd.ad ∈ L({p}) pour obtenir
ud.w

k
d .vd.ad ∈ L({p}) pour tout entier k. Nous ajoutons à Hp les contraintes

suivantes : ∑
i∈[1,n]

|wd|ai × (xn+i − xi) > 0∑
i∈[1,n]

|ud.vd|ai × (xn+i − xi) ≥ xj − x0

Si <p,wd> < 0, il suffit de s’assurer que ud.w
e
d.vd.a ∈ L({p}) avec e ≥ ed − 1

pour obtenir ud.w
k
d .vd.a ∈ L({p}) pour tout entier k. Nous ajoutons à Hp la

contrainte suivante : ∑
i∈[1,n]

|wd|ai × (xn+i − xi) < 0

Pour assurer e ≥ ed − 1, nous intervenons au niveau du système HD1. Par
définition, ed est le plus petit entier tel que :

m0(pd) + <pd, ud> + (ed − 1)× <pd, wd> + <pd, w
′
>− <pd,

•aj> < 0

donc

(ed − 1) = min{k ∈ N | k >
−m0(pd)− <pd, ud.w

′> + <pd,
•aj>

<pd, wd>
}
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De plus, e est le plus grand entier tel que

m0(p) + <p, ud> + e× <p,wd> + <p, vd>− <p, •aj> ≥ 0

c’est-à-dire

e = max{k ∈ N | k ≤ −m0(p)− <p, ud.vd> + <p, •aj>

<p,wd>
}

Pour obtenir e ≥ ed − 1, nous faut et il suffit d’ajouter à HD1 , l’inéquation
suivante :

(−m0(pd)− <pd, ud.w
′> + <pd,

•aj>)× <p,wd>

< (−m0(p)− <p, ud.vd> + <p, •aj>)× <pd, wd>

Cas a) Il n’y a rien à faire dans ce cas.
Cas b) L’entier kmax est le plus grand entier tel que

m0(p′d) + <p′d, ud> + kmax × <p′d, wd> + <p′d, v
′
>− <p′d,

•aj′> < 0

soit

kmax = max{k ∈ N | k <
m0(p′d) + <p′d, ud.v

′>− <p′d,
•aj′>

<p′d, wd>
}

Supposons que <p,wd> ≤ 0 (en ajoutant l’inéquation correspondante à Hp),
dans ce cas il est nécessaire et suffisant que kmax ≥ ed − 1. Nous ajoutons
alors à HD1 l’inéquation :

(−m0(pd)− <pd, ud.w
′> = <pd, wd> + <pd,

•aj>)× <p′d, wd>

> (m0(p′d) + <p′d, ud.v
′>− <p′d,

•aj′>)× <pd, wd>

Supposons que <p,wd> > 0 (en ajoutant l’inéquation correspondante à Hp),
posons

e = min{k ∈ N | k ≥ −m0(p)− <p, ud.vd> + <p, •aj>

<p,wd>
}

Il est nécessaire et suffisant d’assurer e ≥ ed ou kmax ≥ ed−1. Nous ajoutons
alors à HD1 l’inéquation :

(−m0(p)− <p, ud.vd> + <p, •aj>)× <p,wd>

< (m0(p′d) + <p′d, ud.v
′>− <p′d,

•aj′>)× <p′d, wd>

Cas c) Ce cas est le symétrique du cas précédent.
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Cas d) Pour ce cas, il existe deux possibilités. Notons :

kmax = max{k ∈ N | k <
m0(p′d,+) + <p′d,+, ud.v

′>− <p′d,+, •aj′>

<p′d,+, wd>
}

kmin = max{k ∈ N | k >
m0(p′d,−) + <p′d,−, ud.v

′>− <p′d,−, •aj′>

<p′d,−, wd>
}

La première éventualité est kmax ≤ kmin, dans ce cas les places p′d,+ et p′d,−
suffisent à empêcher le tir de ud.w

k
d .vd pour tout k ∈ N. Nous ajoutons alors

à HD1 l’inéquation :

(m0(p′d,+) + <p′d,+, ud.v
′>− <p′d,+, •aj′>)× <p′d,−, wd>

> m0(p′d,−) + <p′d,−, ud.v
′>− <p′d,−, •aj′>× <p′d,+, wd>

Dans le cas où kmax > kmin, la place p empêche le tir de ud.w
k
d .vd.ad pour un

ensemble de valeurs k qui forment un intervalle ([0, e] lorsque <p,wd> ≥ 0
ou [e, ed− 1] lorsque <p,wd> ≤ 0), par conséquent, une seule des places p′d,+

ou p′d,− doit empêcher le tir de ud.w
k
d .vd lorsque k parcours cet intervalle.

Nous considérons alors les deux cas, qui se traitent exactement comme les
Cas b) et c) en remplacant p′d respectivement par p′d,+ ou p′d,−.

Compatibilité Nous assurons maintenant la compatibilité entre une place pd et
une place p qui est soit une place pd′ , soit une place p′d, p′d′,+ ou p′d′,− avec d′ ∈ D1

et d′ �= d. On note Hp l’ensemble d’inéquations qui engendre p. Deux cas sont
possibles :

Soit <p,wd> ≥ 0 (nous ajoutons l’inéquation correspondante àHp), dans ce cas
il suffit d’imposer ud.wd ∈ L({p}). Nous ajoutons à Hp les inéquations suivantes,
pour tout préfixe w′.a de ud.wd :

m0(p) + <p, ud.w
′
>− <p, •a> ≥ 0

Soit <p,wd> ≥ 0 (nous ajoutons l’inéquation correspondante à Hp), notons

ew′.aj = max{k ∈ N | k ≤ −m0(p)− <p, ud.w
′> + <p, •a>

<p,wd>
}

pour tout préfixe w′.a de wd. Il faut et il suffit d’imposer ew′ ≥ ed pour tout préfixe
w′.a de wd. Nous ajoutons alors à Hp les inéquations suivantes

(−m0(p)− <p, ud.w
′> + <p, •a>)× <pd, wd>

> (−m0(pd)− <pd, ud.w
′> + <pd,

•aj>)× <p,wd>



144 Annexe

Pour tout préfixe w′.a de wd.

L’étape suivante de cette construction est l’obtention des rayons extrémaux
des cônes engendrés par les systèmes Hd, H′

d, H′
d,+ et H′

d,−. Pour ensuite résoudre
le système HD1 , il suffit d’effectuer un changement de variable en posant Xf1,f2 =
f1 × f2 avec fj = λd,i, fj = λ′

d,i, fj = λ′
d,+,i ou fj = λ′

d,−,i pour toute valeur de i
et d. Nous ajoutons alors à HD1 les inéquations Xf1,f2 ≥ 0 sauf lorsque f1 et f2

doivent tous deux être strictement positifs, c.-à-d. lorsque les rayons extrémaux
sur lesquels f1 et f2 quantifient ne sont pas solutions du système d’inéquations cor-
respondant, à cause des inéquations strictes, auquel cas nous ajoutons l’équation
Xf1,f2 > 0. Tous les systèmes HD1 ainsi construits sont linéaires, il est possible de
décider de l’existence de solutions et de les calculer.

Une solution ainsi obtenue est un ensemble de places qui constitue par construc-
tion un réseau vérifiant les conditions 1 à 5.

Nous somme maintenant à même de prouver le Lemme 3.4.8 :

Démonstration du Lemme 3.4.8. Puisqu’il n’existe pas de modèle permissif de
(T,L, J), cela signifie que les contraintes imposées sont trop fortes, nous recher-
chons alors pour toute partition D0 ∪ D1 de l’ensemble (fini) D des quadruplets
tels que ud.w

∗
d.vd ∈ Cad

, avec D1 non vide, un réseau (N ′,m′
0) qui vérifie

1. CT (L(N ,m0)) ⊆ (N ,m0),

2. L ⊆ L(N ,m0),

3. pour toute place p de (N ,m0), pour tout d ∈ D0, <p,wd> ≥ 0,

4. pour tout d ∈ D1, il existe ed ∈ N tel que ud.w
ed
d /∈ L(N ,m0),

Le Lemme 4.4.2 nous permet de calculer un tel réseau lorsqu’il existe. Puisque
D1 �= ∅, il existe d et ed tels que ud.w

ed
d /∈ L(N ′,m′

0), nous utilisons alors
le Lemme 4.4.1 pour obtenir un ensemble {(Tk, Lk, Jk)}k∈K de S1-triplets mo-
daux. Supposons qu’il existe un réseau (N ,m0) solution de (T,L, J), le réseau
(N ′′,m′′

0) composé des places de (N ,m0) et des places de (N ′,m′
0) vérifie ud.w

ed
d /∈

L(N ,m0). Ce réseau vérifie également CT (L(N ′′,m′′
0)) ⊆ (N ′′,m′′

0) puisque (N ,m0)
et (N ′,m′

0) vérifient cette propriété et que le langage de (N ′′,m′′
0) est l’intersection

des langages de ces deux réseaux ; de même nous avons L ⊆ L(N ,m0). Le réseau
(N ′′,m′′

0) est donc modèle de d’un des triplets de {(Tk, Lk, Jk)}k∈K .


