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Expressions rationnelle:
Automat

Automate déterministe
Automate minimal

Recherche de fichiers

Je veux les
fichiers dont
le nom est

dans le

langage des

mots qui

. — 1 Recherche de fichiers
contiennent

un a

arosoir.txt

miaou.txt
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Automat
Automate minimal

|dée clef du cours
Probléme : un langage peut étre infini
{miaou, arosoir, avec, piano, contrebasse, . .. }
Solution : utiliser des représentations finis

Example (expression rationnelle)

donne la morphologie des mots du langage

(a+b+...2)"a(a+b+...2)*

Example (formule de la logique monadique du second ordre)

proche de la langue naturelle

mot qui contient un a

0

il existe une position dans le mot ou il y a un a

1
3x, a(x)



D’autres représentations

@ Automates (cours 1 ou 2)

start

e Grammaires (cours 57)

S—>(5+5)
S—(5x5S)
S — un nombre

@ (surprise, cours 67)
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Description
fini

un mot
Description

fini

Description
fini

détermin
Automate minimal

Enjeu 1 : des algorithmes pour différents problemes

appartient?

— oui/non

langage vide?

— oui/non

langage fini?

— oui/non
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Automate minimal

Enjeu 2 : expressivité
Existe-t-il un langage que I'on peut décrire

une expression rationnelle
un automate

avec | une formule de MSO
une grammaire

une expression rationnelle
un automate

mais pas avec | une formule de MSO
une grammaire

7



ns rationnelles et
Autom

Automate déterministe
Automate minimal

Enjeu 3 : concision

Existe-t-il un langage que I'on peut décrire

une expression rationnelle
un automate

plus succinctement avec | une formule de MSO

qu'avec

une grammaire

une expression rationnelle

un automate

une formule de MSO ?
une grammaire



Outline

© Bases

ssions rationnelles et

Automat

Automate déterminis
Automate minimal

Mots
Langages
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Outline

© Bases

@ Mots

Expressions rationnelles et

Automat
Automate déterminis
Automate minimal

Mots
Langages



Mots
Langages
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Mots
Langages

e minimal

Exemple de morphisme de monoides

i w'/ o ._ e > TN
L t\(}_ (6116 ;3 i @ :_’_ oA

i = ]

e
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Outline

© Bases

o Langages

ons rationnell
Automates

Automate déterministe
Automate minimal

Mots
Langages



ons raﬂrvnmi\rlﬁ : Mots
itomates
Langages

13 /57



B
Expressions rationnelles et MSO

Automat
Automate détermi
Automate minimal

Outline

© Expressions rationnelles et MSO

Expressions rationnelles
Logique monadique du second ordre
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Bases
Expressions rationnelles et MSO

Automates fin
Automate détermir
Automate min

Outline

© Expressions rationnelles et MSO
@ Expressions rationnelles

Expressions rationnelles
Logique monadique du second ordre
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Expressions rationnelles et MSO

Expressions rationnelles

Autom: fin . N
utomates fin Logique monadique du second ordre

Syntaxe/sémantique

Syntaxe Sémantique

(ce que I'on écrit dans un logiciel pour , 3
) (ce que I'on veut représenter)
représenter un langage)

a*b {a"b| ne N}
(an) {37 b}
(aUDb)* —— {a, b}"
buay — | {a"b" | n € N}
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Bases
Expressions rationnelles et MSO

Expressions rationnelles

Automat H B
utoma Logique monadique du second ordre

Automs étermir
Automate minimal

Outline

© Expressions rationnelles et MSO

@ Logique monadique du second ordre
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Bases
Expressions rationnelles et MSO

Expressions rationnelles

Automates fin . .
utoma " Logique monadique du second ordre

Automate détermir
Automate min

Syntaxe/sémantique

Syntaxe Sémantique

(ce que I'on écrit dans un logiciel pour , 3
) (ce que I'on veut représenter)
représenter un langage)

dx, a(x) {wi...w, | n € Netil existe i, w; = a}

Vx, a(x) {a" | n € N}




ons rationnelles et M
Automates finis

Automate déterministe
Automate minimal

Outline

© Automates finis

Motivation
Définitions
Théoreme de Kleene
Lemme de pompage
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ons rationnelles et M
Automates finis

Automate déterministe
Automate minimal

Outline

© Automates finis
@ Motivation

Motivation
Définitions
Théoreme de Kleene
Lemme de pompage



Expressiol

B
ns rationnelles et N
Automates finis
Automate déterministe
Automate minimal

Motivation
Définitions
Théoreme de Kleene
Lemme de pompage

Motivation 1 : Outil central pour |'expressivité

@ Méme expressivité

Automates finis

MSO

Expressions rationnelles

@ Montrer que {a"b" | n € N} n'est pas rationnel

@ Stabilité par N, par complémentaire
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Motivation
Définitions
Théoreme de Kleene
Lemme de pompage

Expressions rationnelles e
Automates finis

Automate déterministe
Automate minimal

Motivation 2 : Outil central pour I'algorithmique

automate
appartient |— oui/non
7
un mot
automate . .
fini —i langage vide? — oui/non
automate i :
fini — langage fini |— oui/non

— utiliser des algorithmes sur les graphes.

N
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Motivation
Définitions
Théoreme de Kleene
Lemme de pompage

Expressions rationnelles et 0]
Automates finis

Automate déterministe
Automate minimal

Motivation 3 : abstraction d'un programme

Example (Editeur de texte)

appui lettre  bouton
souris
enfoncé

sélection
en cours

bouger souris

bouton bouton bouger souris
souris souris en-
enfoncé foncé sur
sur rien sélection

bouton
souris
relaché

lettre,
clic

bouton relaché



Motivation
Définitions
Théoreme de Kleene
Lemme de pompage

Expressions rationnelles et MS
Automates finis

Automate déterministe
Automate minimal

Motivation 4 : automate = systéme d'équations linéaires

Example

do = aqi + aqo
q1 = €+ bay
g2 = €+ aqe



Motivation
Définitions
Théoreme de Kleene
Lemme de pompage

Automate minimal

Discussion : des expressions rationnelles aux automates

On sait construire des automates pour L(), L(¢), L(a) :
start

start start

|

Comment construire un automate pour L(e; U &) ?
a partir d'automates de L(e;) et L(ex) ?

Solution : on utilise des e-transitions.

N
a
o
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Motivation
Définitions
Théoreme de Kleene
Lemme de pompage

Expressions rationnelles et 0]
Automates finis

Automs étermir
/ te minimal

Automate non-déterministe avec e-transitions

26 /57



ons rationnelles et M
Automates finis

Automate déterministe
Automate minimal

Outline

© Automates finis

@ Définitions

Motivation
Définitions
Théoreme de Kleene
Lemme de pompage
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Motivation
Définitions
Théoreme de Kleene

. Lemme de pompage
Automate minimal pompag

Définition d'un automate non-déterministe avec
e-transitions
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ons rationnelles et
Automates finis

Automate détermi
Automate minimal

Outline

© Automates finis

@ Théoreme de Kleene

Motivation
Définitions
Théoreme de Kleene
Lemme de pompage
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Motivation
Définitions
Théoreme de Kleene
Lemme de pompage

Automate minimal

Des expressions rationnelles aux automates ?

Comment a partir d'automates pour L(e;1), L(e2)

-Ael @ Ae2 @
start —() start —()
O O

on construit des automates pour L(e; + e2), L(er; e2) et L(ef) ?
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Motivation
Définitions
Théoreme de Kleene
Lemme de pompage

Expressions rationnelles e

Automates finis
Automate déterministe
Automate minimal

Des automates aux expressions rationnelles ?

automate
on , |automate b, |automate
déterministe — 0ENEralisé 3 p— cénéralisé 2
5 3 états 5 états 4 états
b.
- . automate b automate
expression : RN : USRTI
f_ i e 0éN6ralisé 3 (mmm—cénéralisé 2
rationnelle ) ;
2 états 3 états
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Motivation
Définitions
Théoreme de Kleene
Lemme de pompage

Automate minimal

Automate ‘hybride’ : automate généralisé

9.
- P
X
5 a G
@}:/’Q V) (C *
b *“ N

(10

U*s)
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Motivation
Définiti
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ons rationnelles et
Automates finis

Automate détermi
Automate minimal

Outline

© Automates finis

@ Lemme de pompage

Motivation
Définitions
Théoreme de Kleene
Lemme de pompage
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Motivation
Définitions
Théoreme de Kleene
Lemme de pompage
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Expressions rationnelles et

Automat (]
Automate déterministe
Automate minimal

Outline

@ Automate déterministe

Motivations
Automate déterministe
Déterminisation



ons rationnelles et
Automates fi

Automate déterministe
Automate minimal

Outline

@ Automate déterministe
@ Motivations

Motivations
Automate déterministe
Déterminisation
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s rationnel Motivations
Autom: 5 Automate déterministe
Automate déterministe Déterminisation
Automate minimal

Motivations

@ Calculer un automate qui reconnait le complémentaire

@ Une exécution unique pour un mot donné.
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Automate déterministe
Automate minimal

Outline

@ Automate déterministe

@ Automate déterministe

Motivations
Automate déterministe
Déterminisation



Expressions rationnelles et Motivations
Automates fin Automate déterministe
Automate déterministe Déterminisation
Automate minimal

Définition

start



Définition

Expressions rationnelles et

Automat (]
Automate déterministe
Automate minimal

start

Motivations
Automate déterministe
Déterminisation

a,b
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~



A

|

Automa

Aut

A at 5
te déterministe
o minimal

Motivations
Automate déterministe
Déterminisation




ssions rationnelles et
Automa

Automate déterministe
Automate minimal

Outline

@ Automate déterministe

@ Déterminisation

Motivations
Automate déterministe
Déterminisation
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Motivations
A at 5 Automate déterministe
Automate déterministe

Déterminisation
Auto minimal

Je suis dans 1 ou dans 3 ;
Puis si je lis b, je suis dans 2 ;

Puis si je lis a, je suis dans 2 ou dans 3 ;
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Motivations
A at Automate déterministe
Déterminisation

Automate déterministe
Auto minimal

Bilan

Expression

rationnelle (5) @ stabilité par N (produit)

@ stabilité par @ lemme de pompage

L, U, %
Automate non- Automate non-
déterministe avec déterministe sans
“ e-transitions e-transitions

3
Automate

@ proche de la déterministe

langue naturelle @ stabilité par
complémentaire




ons rationnelles et
Automates

Automate déterministe
Automate minimal

Outline

© Automate minimal

Idée générale

Quotient

Automate des résiduels
Algorithme de Moore
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Idée générale

Quotient

Automate des résiduels
Algorithme de Moore

Automate dét
Automate min

Motivation

@ Application en analyse lexicale

automate
déterministe
I complet (ou

Expression Thomson et
—

rationnelle déterminisation o s
sont accessibles)
automate
déterministe < Minimisation
minimal
e En fait... il est unique (a isomorphisme pres).
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Idée générale

Quotient

Automate des résiduels
Algorithme de Moore

Automate dét
Automate min

|dée générale de la preuve de I'unicité

A minimal
tous les états de A sont ac-
cessibles depuis I'état initial
J automate automate
A ~iso  quotient ~iso des résiduels
A/~ Ap
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ons rationnelles et
Automat

Automate détermi
Automate minimal

Outline

© Automate minimal
o |dée générale

Idée générale

Quotient

Automate des résiduels
Algorithme de Moore
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Idée générale

Quotient

b
N
®
7 :J,’ L
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Congruence

ons rationnelles et
Automates

Automate déterministe
Automate minimal

Idée générale

Quotient

Automate des résiduels
Algorithme de Moore

¢ ———(q,a)



ons rationnelles et
Automates

Automate déterministe
Automate minimal

Outline

© Automate minimal

@ Quotient

Idée générale

Quotient

Automate des résiduels
Algorithme de Moore

a
o

a
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utom

Automate déte
Automate min

Idée générale

Quotient

Automate des résiduels
Algorithme de Moore

Quotient d'un automate minimal...

A minimal

A ~iso

tous les Etats de A sont ac-
cessibles| depuis I'état initial

automate
quotient

A/~

automate
~iso des résiduels

Ap
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ssions rationnelles et
Automa

Automate détermin
Automate minimal

Outline

© Automate minimal

@ Automate des résiduels

Idée générale

Quotient

Automate des résiduels
Algorithme de Moore

a

a
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Idée générale

Quotient

Automate des résiduels
Algorithme de Moore

Expressions rationnelle:
Automates fini

Automate déterministe
Automate minimal

Résiduel

Example (Palindrémes, (aaba)™'L)

0100
10100
0010| 1110100
110110100

Si on est dans un automate pour L et qu’on a lu 0010, c'est
I’ensemble des mots qui nous ménent dans un état final.



Automate détermir

Automate minimal

Idée générale

Quotient

Automate des résiduels
Algorithme de Moore

5

6
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ons rationnelles et
Automat

Automate détermi
Automate minimal

Outline

© Automate minimal

@ Algorithme de Moore

Idée générale

Quotient

Automate des résiduels
Algorithme de Moore

a
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Idée générale
Quotient

utom an
Automate des résiduels

Automate déte
Automate min

Algorithme de Moore

Quotient = automate des résiduels

A minimal

A ~iso

~

tous les états de A sont ac-
cessibles depuis I'état initial

automate automate
quotient ~iso des résiduels
Al AL
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Expressions rationnelles et
Automat

Automate déterminis
Automate minimal

Outline

© Automate minimal

Idée générale

Quotient

Automate des résiduels
Algorithme de Moore



ssions rationnelles et
Automa

Automate détermin
Automate minimal

Algorithme de Moore

Idée générale

Quotient

Automate des résiduels
Algorithme de Moore
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Expressions rationnelles et
Automat

Automate déterminis
Automate minimal

Algorithme de Moore

Idée générale

Quotient

Automate des résiduels
Algorithme de Moore




Expressions rationnelles et
Automat

Automate déterminis
Automate minimal

Algorithme de Moore

Idée générale

Quotient

Automate des résiduels
Algorithme de Moore




Expressions rationnelles et
Automat

Automate déterminis
Automate minimal

Algorithme de Moore

Idée générale

Quotient

Automate des résiduels
Algorithme de Moore

63
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Automate déterr E
Automate minimal

automate
déterministe
complet A
(ou tous les
états sont
accessibles)

a.

Idée générale

Quotient

Automate des résiduels
Algorithme de Moore

Algorithme de Moore

~0

~3
(stabilisation)

C.

automate
minimal A,

LA
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