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Chapitre 1

Logique propositionnelle et probléme SAT

Points du programme de 1’agrégation

Calcul propositionnel : syntaxe et sémantique. Tables de vérité. Tautologies.

1.1 Motivation : probléme de coloration

On souhaite trouver un 3-coloriage pour un
graphe G non orienté. L’idée est d’exprimer
les contraintes de coloriage avec une formule
de la logique propositionnelle.

1.2 Un modéle : une valuation

Soit AP un ensemble dénombrable de propositions atomiques. Un modéle de la logique
propositionnelle est une valuation. Formellement :

Définition 1 (valuation)
Une valuation V' est une fonction de AP dans {0, 1}.

Exemple 1 Une valuation représente une 3-coloriation. On modé-
lise les faits du monde par des propositions atomiques. Pour toute
sommet s et toute couleur ¢, on introduit la proposition atomique

Ps,c
qui signifie intuitivement que 6' ‘

la couleur du sommet s est c. “

Ainsi, par exemple la 3-coloration donnée par :
est représentée par la valuation V' définie par :
— Vipre)=Vipy, )=...=1;
* V(pl, ):V(pl, )=...=0.



8 CHAPITRE 1. LOGIQUE PROPOSITIONNELLE ET PROBLEME SAT
1.3 Langage

1.3.1 Syntaxe

Définition 2 (syntaxe du langage de la logique propositionnelle)
Le langage de la logique propositionnelle £ est défini par la grammaire suivante :

o = L [ p| 2| (eVve) | (pAy)

ou p désigne une proposition atomique dans AP.

On introduit les abréviations suivantes :

— (¢ = ) pour (—p V1);

— (¢ <) pour ((p = ) A (¥ = ).

On omet les parenthéses quand elles sont évidentes.

Exemple 2 On écrit pV qV r au lieu de (pV (¢ V).

1.3.2 Sémantique

Définition 3 (condition de vérité)

V k= ¢ est défini par induction structurelle sur ¢ :
VE L

— VEpsiV(p) =1;

VE-psinot V E ¢;
ViE(VY)siViEpouV i
VE(@AD) sV Epet V.

Tables de vérité

Dans une table de vérité, chaque ligne correspond a une valuation V', et on inscrit 1 dans
la colonne pour ¢ si V = p et 0si V £ .

Plal—q|pPV—q
0/0] 1 1
0[1] 0 0
1101 1
11110 1
Définition 4 (satisfiable) Définition 5 (valide)
© est satisfiable @ est VahdeE]
§'il existe une valuation V telle que V' |= . si pour toute valuation V, on a V' = ¢.
¥ ¥
. 1
1 1
1

1. On dit aussi ¢ est une tautologie
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1.4 Théories

Définition 6 (théorie)
Une théorie T est un ensemble de formules.

Définition 7 (notation V |=1T)
On écrit V' = T pour dire que pour toute formule ¢ de T', on a V' |= 9.

Définition 8 (conséquence sémantique)
¢ est conséquence sémantique d’une théorie T, noté T |= ¢, si pour toute valuation V| on
a V =T implique V = .

1.5 Systémes de connecteurs complets

Définition 9 (formules équivalentes)
¢ et ¢ sont équivalentes si pour toute valuation V, (V' = ¢ si et seulement V' |= ).

Proposition 1 Le systéme de connecteurs {—, \} est complet, c’est-a-dire que toute formule
est équivalente a une formule qui ne contient que les connecteurs — et A. De méme pour les
systemes {—, —}, {—,V}.

1.6 Problémes de décision

Définition 10 (probléme SAT)
Le probléme SAT est le probleme de déci-
sion suivant :

Définition 11 (probléme VALID)
Le probléme VALID est le probléme de dé-
cision suivant :

— entrée : p; )
. .o . — entrée : p;
— sortie : oui si ¢ est satisfiable; non, . D . .
sinon — sortie : oui si ¢ est valide ; non, sinon.

Théoréme 2 Le probleme VALID est

Théoréme 1 Le probléme SAT est coNP-complet.

NP-complet.

1.7 Application pratique

On réduit le probléme de 3-coloriage au probléeme SAT :

3-COLORIAGE

G réduction tr —— tr(G) —— SAT
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Chapitre 2

Formes normales

Points du programme de 1’agrégation

Formes normales, forme clausale.

2.1 Forme normale conjonctive
Définition 12 (forme normale conjonctivell])
un et de ou’  AjL, /I, i peut aussi se rééerire AL, (/\f;lp” — v;cizlp;])

Définition 13 (vocabulaire)

(pVagV -s)AN(tVuV —p)

N\

littéraux

Théoréme 3 Toute formule est équivalente a une FNC ...potentiellement exponentiellement plus longue.

Exemple 3
AV (rAs) =((pAg)Vr)A((pAq)Vs)

(pVr)A(@Vr)A(pVs)A(qgVs)

11
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2.2 Transformation de Tseitin ([BA12], p. 91)

Théoréme 4 Toute formule ¢ est équisatisfiable a une FNC tr(p) ...de taille O(p).
Exemple 4
V
p A
/\
q q

pV (qAT) est satisfiable ssi

A(pv(qr))

Apv(gr)) N

Apv(gr)) N

0l O(pv(qr))

A Q@vigr) < (PV gar) )) satisfiable ssi
A( Qary <> (@A T))
Apv(gr) — (PV Qgar) ))
(P — @pvigr) ) A ( Xaar) — Xpv(gr) )

Q(gAr) q) satisfiable ssi

>/\

A(
A( Qgary = 1)
((gAT) = agar )
Apvigr)) — (% V Agar) )
(% = Qpvr) ) A(Qarr) = Qpuir) )
A( Qgary — 0 ) satisfiable.
A Qgnr) — )
N(ag AN ap ) = aar) )
, Quar) , O, a4 et q, sont des propositions atomiques fraiches dont la

>

>A

signification intuitive est respectivement pV (q Ar) est vraie’, (g Ar) est vraie’, ‘p est vraie’,

‘q est vraie’ et

‘r est vrate’.

On introduit des propositions atomiques @, pour toute les sous-formules . La signification
intuitive de «ay est ‘la sous-formule v est vraie’. On définit :

tr(p) = /\ rW) A ag

YESF(p)\AP

ou SF(p) est 'ensemble des sous-formules de ¢ et (1)) est définie par :

— () =
— (1 Vho

(_|a—|w Vﬁaw)/\(a_\d,\/aqp);
(Ogvgs = (g Vo oy ))A (g = Qg ) A (Qyy = Qv )

) =
7 T(¢1 /\%) = ( Opy papy - —> Oy )/\( Qpypapy - > Qg )/\ (( Qyy N Qyy ) — Qi Agy )
La formule 7(¢) exprime les conditions de vérité de .

Proposition 2 La taille de tr(yp) est O(yp).

Proposition 3 ¢ satisfiable ssi tr(y) satisfiable.
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2.3 Fragments syntaxiques basés sur les FNC

2.3.1 Formules de Horn ([DPV16], p. 157)

Définition 14 (clause de Horn)
Une clause de Horn est une clause de la forme

b
(Pr A Apa) = pou (p A Apy) = L. (a/\ "67’9‘*

Définition 15 (formule de Horn)

Une formule de Horn est une conjonction de clauses de ( a A atw — (L
Horn.

Définition 16 (probléme HORN-SAT)

Le probléme HORN-SAT est le probléme décision :
— Entrée : une FNC ou les clauses sont de Horn ;
— Sortie : oui si elle est satisfiable ; non sinon.

Algorithme

fonction satHorn(yp)
V' := valuation ou toutes les propositions atomiques sont fausses

tant que il existe une clause I' = p avec V £ ' — p do
| Vi=Vip:=T]

si une clause I' - L avec V |=I" alors
| retourner insatisfiable

sinon

| retourner V

Théoréme 5 Le probléme HORN-SAT est dans P.

Applications

Calcul de premier, suivant en analyse syntaxique LL(1), des non-terminaux productifs d’une
grammaire algébrique, des non-terminaux qui engendre e [LS15].
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2.3.2 2-formes normales

Définition 17 (probléme 2SAT)

Le probléme 2SAT est le probléeme décision :
— Entrée : une FNC avec 2 littéraux par clause;
— Sortie : oui si elle est satisfiable ; non sinon.

Théoréme 6 Le probleme 2-SAT est dans P.

Algorithme

fonction sat2sat(p)
Construire le graphe G, ou :
— les sommets sont les propositions atomiques de ¢ et leurs négations;
— il y a arcs (o, B) si a — 3 est équivalente & une clause de ¢
Calculer les composantes fortement connexes de G,
si il existe p tel que p et —=p sont dans la méme composante fortement connexe alors
| retourner insatisfiable
sinon
| retourner satisfiable

Exemple 5
(p3 V =pa) A (P2 V =p3) A (pa NV =pa) A (—p1 V po) A (—ps V —p3) est satisfiable.

Exemple 6
(p3 V =pa) A(p2 V =p3) A(pa NV =pa) A(—p1 V po) A(=pa V =ps) A(ps V po) nlest pas satisfiable.
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Proposition 4 sat2sat(p) retourne satisfiable ssi ¢ est satisfiable.

IDEE DE LA DEMONSTRATION.

(<) Soit V' une valuation telle que V' |= ¢. Par I’absurde, supposons qu’il existe p et —p
dans la méme composante fortement connexe (cfc). Sans perte de généralité, supposons que
V k= p. Comme il y a un chemin de p = (o, ¢4, ..., ¢, = —p dans G, et comme V = {; — {; 41,
on montre par récurrence sur ¢ que V' = ¢; pour tout i. Donc V' |= —p. Contradiction.

(=) Supposons que sat2sat(p) retourne satisfiable. Considérons ’algorithme suivant :

fonction construireValuation(G)
si le graphe G est vide alors

| retourner valuation partielle vide
sinon

Soit C une cfc finale de G
V = construireValuation(G — (C'U C))
ot C={~L|LeC}et G- (CUC) est le graphe G restreint aux sommets hors de C U C.
Mettre tous les littéraux de C' a vrai dans V/
retourner V

On considére la valuation V' := construireValuation(G.,).
Fait 1 L’opération ‘Mettre tous les littéraur de C a vrai dans V'’ est bien définie.

IDEE DE LA DEMONSTRATION.
Comme p et —p ne sont pas dans la méme cfc, on donne une valeur unique a p. W

Fait 2 V est une valuation totale sur les propositions apparaissant dans .

IDEE DE LA DEMONSTRATION.
Car on considére tous les sommets de G,. B

Fait 3 V = ¢.

IDEE DE LA DEMONSTRATION.

On considére une clause ¢; — ¢ de ¢. Montrons V' |= ¢; — {5. Supposons que V = /5.
Ainsi, ¢; a été mis a vrai dans l'algorithme : on avait ¢; € C; ou C est finale dans un certain
graphe Gj.

— Sif; et fy dans une méme cfc de G, alors /5 est aussi mis a vraie, comme /;.
— Sinon, dans G, :

**********

**********

Mais lorsque ¢, a été supprimé, il n’était pas dans une classe initiale C' car ¢; — ¥, était
un arc entrant dans dans la classe de ¢5. Ainsi, /5 était dans une classe finale Cy

**********

et il a été affecté a vraie. Ainsi, V' = (s.
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Application

Soit C un ensemble fini de créneaux horaires, soit P un ensemble fini de professeurs et G un
ensemble fini de groupes d’éléves. Chaque professeur ¢ € P dispose d’un ensemble de créneaux
disponibles C; C C, chaque groupe j € G posséde un ensemble de créneaux disponibles D; C C
et d'un ensemble d’heures R;; & enseigner a un groupe d’éleves 7 € G. On souhaite créer un
emploi du temps qui satisfait les contraintes.

Dans le cas général, le probléme est NP-complet [EIS75] mais si pour tout professeur ¢ € P,
card(C;) < 2, alors le probléme est réductible & 2SAT en temps polynomial et est donc dans
P. Dans ce cas, si R;; < 2. S5i R;; = 2, alors on peut supprimer le professeur i et considérer
le groupe j comme disponible sur ces deux créneaux. Si card(C;) = 1, alors on supprime le
professeur 7 et on affectue un créneau a 'unique groupe 7 demandé et on considére le groupe j
comme non disponible sur ce créneau.

On considére alors que R;; < 1. Soit COM P l'ensemble des couples (i,5) oui € P, j € G
et R;; = 1. Pour tout (¢, j) € COMP, on introduit la variable propositionnelle v;; qui signifie
‘4 fait cours a j sur son premier créneau disponible’.

On note ¢, et ¢? le créneau n° 1 et n° 2 du professeur i. L’instance de 2-SAT est alors
I’ensemble des clauses suivantes :

— vy st (i,j) € COMP si ¢ & Dy;

— —wy; si (i,7) € COMP sicf € Dy

— pour tout (i,7, ) tel que (4,7), (i',5) € COMP et i # 1 :

— (vij ANwvpj) — Lsic} =c;

)
— (mwy Awvyj) = Lsicl=cl;
— (v A —wpj) = Lsicf =c2;
— (mwij Avgj) = Lsicd =c2;
— pour tout (i, 7,5") tel que (3,4), (i',7) € COMP et j # j":

— (’Uij AN Uij/) — 1
— (_‘Uij N ﬁvij/) — 1.

lundi mardi mercredi jeudi vendredi
8h-10h P
10h-12h d 0
14h-16h d “‘
16h-18h d

Professeur | Groupes

3 |== %

\ J:‘iﬂ' & o5




Chapitre 3

Résolution en logique propositionnelle

Points du programme de 1’agrégation

Théoréme de complétude du calcul propositionnel

Mise en CNF
? Forme normale

Formule ¢ per exeiple b . conjonctive &, ¢ est sat/insat

transfgr@aﬂon équisatisfiable
de Tseitin

3.1 Reégle de résolution

Définition 18 (régle de résolution)
(IBA12], p. 82) La régle de résolution est la régle

(pV OLV... 0) (Spv V- V)
(V.. by VUV V)

a permutation prés des littéraux et en supprimant les répétitions de littéraux[]
La nouvelle clause obtenue (1 V... ¢, V ¢}V ---V {, ) s’appelle le résolvant.

P (p—9q)

7 en est un cas particulier.

Exemple 7 Le modus ponens

3.2 Arbre de preuve

Définition 19 (preuve par résolution)
Soit £ une forme normale conjonctiveﬂ. Une preuve par résolution de ¢ pour £ est un arbre
fini étiqueté par des clauses tel que :

— Les feuilles sont des clauses de & ;

— La racine est ¢;

— Chaque nceud interne correspond a ’application de la régle de résolution.

1. Une présentation plus bas niveau les clauses sont représentées des ensembles évite ce probléme. Par exemple
(pV —q) est représentée par ’ensemble {p, =¢}. Nous préférons ici une présentation haut niveau.
2. Certains auteurs [BA12] parlent d’ensemble de clauses.

17
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3.3 Correction et complétude

Théoréme 7 ([BA12], p. 82) Soit £ un forme normale conjonctive.

Complétude

il existe une preuve par (;/—/—\

& est insatisfiable

résolution de L pour € &%

Correction

IDEE DE LA DEMONSTRATION.
Par contraposée, supposons £ satisfiable, i.e. il existe une valuation V telle que V' |= €.

Cy Cy
C

Lemme 1 Si ,VEC etV IEC alors V = C.

On montre par induction structurelle sur les preuves pour & la propriété

P(——): Ve

Ainsi, il n’existe pas de preuve par résolution de L pour &.

Supposons & insatisfiable. Considérons ’arbre de décision sur les propositions py, ..., p,
apparaissant dans £. Un noeud interne correspond a une valuation partielle et une feuille a une
valuation totale sur py,...,p,. Un noeud d’échec est un nocud le plus proche de la racine,
dont la valuation partielle rend une des clauses de £ fausse. Un nceud d’inférence est un
noceud dont les fils sont des noeuds d’échec.

/ —p \ / p
—pq —pq p—q pq
—pogr —p—qr -pg—r —pqr p—g—r p—qr pq—r pqr

Lemme 2 Si £ est insatisfiable, alors il existe un neud d’inférence.

IDEE DE LA DEMONSTRATION.

Par I’absurde, supposons qu’il n’y a pas de nceud d’inférence. Alors on considére un noeud
d’échec ng. Son frére n’est pas un noeud d’échec mais son sous-arbre en contient un strictement
plus profond. On construit une suite infinie ng, nq, etc. de nceuds d’échec de plus en plus profond.
Contradiction. B

Lemme 3 Soit n un neud d’inférence de fils ny et ny. Si Cy est falsifié par ny et Cy est falsifié

par na, alors on peut appliquer la régle de résolution —————2— et n falsifie C.

C

L’algorithme suivant construit une preuve par résolution de | pour & :

tant que L n’est pas produite do
| Appliquer la régle de résolution sur un nceud d’inférence.

L’algorithme termine car le nombre de nceuds d’échec décroit strictement : avec £ A C' a la
place de &£, un ancétre du noeud d’inférence considéré devient nceud d’échec. B



Chapitre 4

Théoréme de compacité

Théoréme 8 Soit E un ensemble de formules de la logique propositionnelle.
Si tout sous-ensemble fini de E est satisfiable, alors E [’est aussi.

IDEE DE LA DEMONSTRATION.

On considére :

— 1, Pg,... une énumération des formules de F;

— et py1,po, ... une énumération des propositions atomiques.

On construit Parbre[[] suivant par récurrence.
— La racine est le noeud de niveau 0.
— Supposons que tous les nceuds de niveau n — 1 soient construits. On attache :

— on attache un nceud p,, & une branche £py, ..., £p, 1
si {£p1,..., EDu1,Pn,¥1,---,Pn} est satisfiable;
— on attache un nceud —p,, a une branche £pq,..., +p, 1

si {£p1, .., EPn_1, P, ¥1,---,pn} est satisfiable;

' niveau 0 Q/

@ @ niveau 1  ¥1 Y/
@ @ @ niveau 2 ¥1,¥2 v
@ @ niveau 3  ¥1,¥2,¥3 %

Comme pour tout n € N, {¢1, ..., ¢, } est satisfiable. On peut toujours continuer & attacher
des noeuds. Ainsi, 'arbre est infini.

Comme 'arbre est infini et & branchement fini, d’aprés le lemme de Ko6nig, il a une branche
infinie. Cette branche définit une valuation qui satisfait 7. B

1. C’est un sous-arbre de ’arbre de décision.

19



20 CHAPITRE 4. THEOREME DE COMPACITE

Corollaire 1 (Théoréme de De Bruijn-Erdds) Un graphe G est 3-coloriable si et seule-
ment si tout sous-graphe fini de G est 3-coloriable.

IDEE DE LA DEMONSTRATION.

Immeédiat.
Supposons que tout sous-graphe fini de GG est 3-coloriable.

Soit S" un sous-ensemble de sommets de G = (S5, A). On note :

Eg = {(\/ce{., , }ps’c> A /\c,c’e{., , }c#c’(ps,c - _'ps,c’) | s € S/}
{/\ce{. }(pS,c = “ie) | 5,0 € 5 et (s,1) € A}

[}

On a:
Lemme 4 G|g est 3-coloriable ssi Eg est satisfiable.

Soit £’ une partie finie de Eg. Il existe S” C S, S’ fini, tel que E' C Eg. Comme Gg est
un graphe fini, il est 3-coloriable, et donc par le lemme 4] Eq est satisfiable. Comme E' C Eg,
E’ est satisfiable.

D’apres le théoréme de compacité de la logique propositionnelle, Eg est satisfiable.
D’aprés le lemme @, G = G| est 3-coloriable. W

Corollaire 2 Le plan est pavable par un ensemble de type de tuiles T si et seulement si tout
carré fini est pavable par T'.

4 o

<1
[ ‘00, 0000002

XY <

'4: 00 0 0 O 4
XL R
0. 4




Deuxiéme partie

Logique des prédicats du premier ordre
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Chapitre 5

Syntaxe et sémantique

Points du programme de 1’agrégation
Logique du premier ordre : aspects syntaxiques. Langages, termes, formules. Variables libres et variables

liées.
Logique du premier ordre : aspects sémantiques. Interprétation d’une formule dans un modéle. Validité,

satisfiabilité.

But : écrire des propriétés et raisonner sur des structures
(base de données, groupes, arithmétiques, etc.).

5.1 Modéles

Définition 20 (signature)
Une signature X est un ensemble de symboles de fonctions et un ensemble de prédicats.

Exemple 8

Définition 21 (structure)
Une Y-structure (ou ¥-modéle) est la donnée M = (D, M) ou :
— D est un ensemble non-vide appelé domaine;
— M est une fonction appelée interprétation qui :
— & tout symbole de fonction f d’arité n dans ¥ associe une fonction fM: D" — D
— & tout symbole de prédicat p d’arité n dans X associe une fonction p™ : D* — {0,1}.

Exemple 9

23



24 CHAPITRE 5. SYNTAXE ET SEMANTIQUE

5.2 Langage

5.2.1 Syntaxe

Soit ¥ une signature. Soit V un ensemble dénombrable de variables.
Définition 22 (terme)

L’ensemble des »-termes est défini par induction :
— Une variable x est un X-terme;
— Pour tout symbole de fonction f d’arité n
de X, et pour tous X-termes ty,...,1,,
— f(t1,...,t,) est un E-terme.

. quantificateur quantificateur
Définition 23 (formlﬂe) universel existentiel

L’ensemble des Y -formules est défini
par induction :

— Pour tout symbole de prédicat p d’arité n = Va, 3y sontamis(z,y) A sontamis(x, meére(y))

de X, et pour tous X-termes tq,...,t,,
— p(ty, ..., t,) est une S-formule;
— Pour toute X-formule ¢, symbole de symbole de

— — est une Y-formule; prédicat fonction
— Pour toutes formules ¢ et ¥,

— (¢ V1) est une L-formule;

— (@ A1) est une X-formule;
— Pour toute variable x, toute X-formule ¢,

— Yz est une X-formule;

— dzp est une X-formule.

Définition 24 (formule atomique)
Une formule atomique est une formule de la forme p(ty, ..., t,).

5.2.2 Sémantique

Etant donné un ¥-modéle M = (D, . ™), une assignation des variables v est une fonction
de V dans D. On va définir M,v | ¢ qui signifie la ¥-formule ¢ est vraie dans M avec
I’assignation des variables v.

Définition 25 (assignation étendue aux termes)
D’abord, on étend v en v™ aux termes avec :
— v™(z) = v(z);

— VM(f(t, ) = M), - oM (E)
Définition 26 (Conditions de vérité)

— Myu e p(ty, . t) st pM M), oM () = 1
— M, v E—psi M,v lEp;

— M, (p V) si Myv = pou M,v =

— M,vE(pAY)si Myv =@ et MvE=1;

— M, v = Jzyp s'il existe d € D tel que M, v[x :=d] = ¢.
— M, v = Vo si pour tout d € D on a M, v[x :=d| = ¢.

Remarque 1 Dans le contexte de la logique du premier ordre égalitaire, le symbole de prédi-
cats = est interprété par l’égalité :

— MyvEt=t siv(t) =v(t).
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5.3 Variables libres/liées

s . occurrences
Définition 27 (occurrence libre) do variable
. . . 7 . (el v

Une occurrence d’une variable x est libre si elle libre

n’est pas sous la portée d’un quantificateur.

Définition 28 (occurrence liée) :
tP = tA
Une occurrence est liée si elle n’est pas libre. estPapa(z) A 3y, s mzs(y‘&x)

Définition 29 (variable libre)
x est une variable libre dans ¢ §’il existe une oc-
currence libre de x dans .

occurrence
d’une va-
riable liée

Notation 1 On note p(z1, ..., x,) pour dire que les variables libres de ¢ sont dans {x1,...,x,}.

Exemple 10

Définition 30 (terme clos)
Un terme est clos s’il est sans variables libres.

Définition 31 (formule close)
Une formule est close si elle est sans variables libres.

Définition 32 (cléture universelle)
La cloture universelle de p(z1,...,x,) est la formule V; ... Vz,p.

Exemple 11

Notation 2 Si ¢ est close, M, v |= ¢ ne dépend pas de v. On note alors M = .

5.4 Satisfiable, valide, conséquence sémantique

On ne s’intéresse qu’aux formules closes ([BA12], p. 138).

Définition 33 (satisfiable)
Une formule ¢ close est satisfiable s’il existe un modéle M telle que M = ¢.

Définition 34 (valide)
Une formule ¢ close est valide (ou est une tautologie) si pour tout modéle M, on a M = ¢.

- ¢ sj_'o [ ] e @ . 'o °
e 0 O -
‘e @ ;j_"H"_j; ‘e & b e o0 @ &

0 R . Q Q Q
:j"g—-. l"} H ."} N H ._3

v est satisfiable @ est Vahde
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5.5 Model checking

Définition 35 (probléme de model checking en logique du premier ordre)
Le probleme de model checking est :

— Entrée : un modele fini M, une formule close ¢ ;

— Sortie : oui si M = ¢, non sinon.

Proposition 5 Le probleme du model checking en logique du premier ordre est PSPACE-

complet.

5.6 Probléme de la satisfiabilité et probléme de la validité

Définition 36 (probléme de la satisfiabilité)  Définition 37 (probléme de la validité)

Le probléme de la satisfiabilité est : Le probléme de la validité est :
— Entrée : une formule close ¢ — Entrée : une formule close ¢
— Sortie : oui si ¢ est satisfiable, non sinon. — Sortie : oui si ¢ est valide, non sinon.

Proposition 6 ([GLM0I1/, p. 205) Le probleme de la satisfiabilité et le probléme de la validité
en logique du premier ordre sont indécidables.

IDEE DE LA DEMONSTRATION.

POST

w réduction tr —— tr(w) ——| VALIDITE

Considérons une instance du probléme de correspondance de Post qui ne contient pas de
L | €
tuile - :

On construit la formule tr(w) = (¢ — ) ou :
— ¢ est la conjonction de
— p(€,€) o € est un symbole de constante;

Uy

— Va,y,p(x,y) = p(u;(z),v;(y)) pour toute tuile ou, sim = ay ...a, est un mot,

on note m(.) = a,(...a1(t)...);
— ¢:=3z,p(a(z), a(z)) V p(b(z), b(z)).
On a:
— tr(w) est calculable a partir de w;
— w est une instance positive de POST ssi tr(w) est valide.



Chapitre 6

Théories

Points du programme de 1’agrégation

arithmétique de Peano.

Théories cohérentes, théories complétes. Théories décidables, indécidables. Exemples de théories : égalité,

6.1 Définitions

Définition 38 (Théorie)

Une théorie T est un ensemble de formules closes.

Définition 39 (7-valide[)
¢ close est T-valide, not¢ T | o,
si  pour tout modeéle M, on a

M = T implique M = .

.
T 1\‘%‘_’}0 T T
L) * ¢
@ @
TERYTES
S =Y
R D

Le probléme de la T-validité est :
— Entrée : une formule close ¢ ;
— Sortie : oui si ¢ est T-valide, non sinon.

Définition 41 (théorie décidable)

Définition 40 (T-satisfiable)
Une formule ¢ est T-satisfiable s’il existe
un modele M tel que M =T et M | o.

Le probléme de la T-satisfiabilité est :
— Entrée : une formule close ¢ ;
— Sortie : oui si ¢ est T-satisfiable,
non sinon.

Une théorie T est décidable si le probléme de T-validité est décidable.

ou de maniére équivalente le probléme de T-satisfiabilité est décidable.

Définition 42 (théorie cohérente)

Une théorie T est cohérente si elle est satisfiable.

Définition 43 (théorie (sémantiquement) compléte)

Une théorie T est (sémantiquement) compléte

si pour toute formule ¢, on a T' |= ¢ ou T | —¢.

1. Ou conséquence sémantique de T

27
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6.2 Exemples de théories

6.2.1 Théorie de I’égalité

(Vr,x =x

Va,y, (z =y) = (y = )

Ve,y,z,(t=yANy=2z2) >z =2

Teq vxl) ey Ty Y1y oo o5 Yny (/\z(xl = yl)) — f(f) = f(g)

pour tout symbole de fonction f d’arité n

vxh s Ty Y1y - -5 Yny (/\'L(:El = yl)) — (p(‘f) A p(g))
\ pour tout symbole de prédicat p d’arité n

Proposition 7 Si ¢ est T,,-satisfiable ssi ¢ est satisfiable dans un modele
ot le symbole = est interprété par l’égalité.

IDEE DE LA DEMONSTRATION.

(<) Soit M un modéle ot le symbole = est interprété par I'égalité tel que M = ¢. Par
ailleurs, on peut montrer que M = T,,, donc ¢ est T,,-satisfiable.

(=) Soit M = (D, M) un modéle tel que M | T,, et M | ¢. Comme M | Vz,z = x,
MEVzy,(z=y) = (y=a)et M EVr,y,z,(r =y Ay =2) = 1 = z la relation =M est
une relation d’équivalence.

Soit M’ = (D', M) tel que

1. D'=D/_m;

2. Pour tout symbole de fonction f d’arité n,

M D - D
([ta], - [ta]) = Mt .. t0)]

3. Pour tout symbole de prédicat p d’arité n,

M D - 0,1}
([, ) = Mt )
M est bien définie car M = Va1, ..., Ty Y1, - Un, (AT = 1)) — F(&) = F(7).

p™ est bien définie car M |= Va1, ..., T, U1, Uns (N (T = 1)) — (p(F) < p(@)).
Enfin, on démontre que pour toute formule 1,

P($) : M, b= ssi M0 =)

6.2.2 Théorie des groupes ([Lal90], p. 139) (JDNRCO01], p. 105)

Théorie de 'égalité
Vo, (x X e =)
Viexal=e

vy, z, ((x X y) x 2) = (x < (y X 2))

Tgroupes

Proposition 8 T, ,upes = ¢ ssi pour tout groupe (G,.), on a (G,.) = ¢.
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6.2.3 Théorie des ordres denses ([DNRCO01], p. 130)

( Théorie de I’égalité

Ve, y,—~(z <y ANy <)

Ve,y,z, ((z <yAy<z) —z<2)
To Vz,y,(z <yVez=yVy<uz)
Ve,y,3z, (e <y — (x < 2Nz <y))
Ve, Jy, (x < y)

\Vz, Jy, (y < z)

Proposition 9 Tp E ¢ ssi (Q,=,<) E ¢ ssi (R, =, <) E .

6.2.4 Théorie des corps clos ([DNRCO01], p. 133)

( Théorie de 'égalité

Ve,y,z, (e +y)+z=x+ (y+2)
Ve,y,c+y=y+zx

Ve,x+0==x

Ve,x 4+ (—x) =0

Ve, y,z,(x X y) X z =12 X (y X 2)
Ve, y,o Xy =y X x

Ve,x x1==x

Ve, (x #0) = Jy,z xy =1
Ve,y,z,e X (y+2)=xXy+zXxz
0#1

Vo,y,(x <yAy<w) »r=y
Ve,y,z, (e <yAy<z)—z<z
Va,y, (x <y)V(y <)
Ve,y,z,e <y— (z+z2<y+2)
Ve,y,(t <0Ay<0)—xzxy<0
Vody, (z =y xy) V(v =~y x y)
(VZo, ..., Tpe1, FY, Y + 21yt + . 21y + 2o = 0 pour tout nombre impair n

Proposition 10 Teo = ¢ ssi (R, =,0,1,+, X) E ¢.

Tee

6.2.5 Arithmétique de Presburger ([DNRCO01], p. 136)

( Théorie de I’égalité
Ve, 241 # 0
Vo, (z=0)V Iy, x =yl
Tpres A Ve, y, 2+l =y+1 2=y
Ve, +0=x
Va,y,x + (y+1) = ((z +y)+1)
 (p(0) A (Vy, o(y) = @(y+1))) — Vo, () pour toute formule p(z)

Proposition 11 Tp,.s F ¢ ssi (N,=,0,1,+) E ¢.

6.2.6 Arithmétique de Peano ([DNRCO01], p. 111)

Arithmétique de Presburger
PASVr,x x0==x
Vo,y, o x (yHl) = (z xy) +

Proposition 12 PA = ¢ implique (N,=,0,1,+, X) = ¢.
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6.2.7 Arithmétique vraie sur N

Soit ¥ = {0,1,+, x}.

Tn = {¢ | ¢ est une X-formule et (N,=,0,1,+, x) = ¢}.

Proposition 13 Ty = ¢ ssi (N;=,0,1,4+, X) E ¢.

6.3 Reésultats

CHAPITRE 6. THEORIES

Théorie | SAT SAT d’une formule | SAT d’une
com- existentielle conjonction
pléte ? existentielle
1] x indéc, dans co-
RE ? ?
Théorie de 1’égalité x indéc, dans co-
? 2
RE ! -
Théorie de 'égalité (avec que des symboles 3 indéc [?77] NP-complet dans P [KS08]|
de fonction)
Théorie de Dégalité (sans autres sym- b3 PSPACE- NP-complet dans P [KS08]|
boles de fonction et symboles de prédicats) complet [SMT73]|
([DNRCOI], p. 132)
Théorie des ordres denses ([DNRCO1], p. 130) V PSPACE- NP-complet dans P
([Har09], p. 333) complet
Théorie des corps clos ([DNRCO1], p. 133) Y/ dans  EXPS- | NP-dur
”
PACE :
[BOKRS6],
PSPACE-dur
dans PSPACE
[Can88]|
Arithmétique linéaire sur R % NP-complet dans P
Arithmétique linéaire sur N (de Presbur- V/ dans 3EXP- | NP-complet NP-complet
ger) (JDNRCOI], p. 136) ([Har09], p. 336) TIME [Opp79|,
([Car08]) 2EXPTIME-
dur [FER74]
Arithmétique de Robinson ([CL93|, p. 73) & indéc, dans co-
RE ? ?
Arithmétique de Peano ([DNRCO1], p. 123) X indéc, dans co- | indéc [7?] indéc [ 7]

RE

Arithmétique sur N (théorie non récursive)

<

indéc, ni dans
RE, ni dans co-
RE

indéc, dans RE

indéc[Mat03],
dans RE



Chapitre 7

Déduction naturelle

Points du programme de 1’agrégation
... substitutions, capture de variables.

Logique du premier ordre : systémes formels de preuve. Déduction naturelle. Théoréme de complétude

du calcul des prédicats du premier ordre.

7.1 Substitution

Définition 44 (substitution ([BA12|, p. 187))
Une substitution est un ensemble de la forme
[Ty =11, .., 2Ty =ty
ou chaque x; est une variable et chaque t; est un terme.
Définition 45 (instantiation)
Etant donnée une substitution [z7 := t1,..., 2, = t,], la formule p[z) :=t1,..., 2, = t,] est

la formule ¢ dans laquelle on a remplacé simultanément les occurrences libres x; par le terme
t;.

Exemple 12

Attention, on autorise uniquement les substitutions licites. Par exemple

t
Ve,z <y)ly:=2—-1 = Veo<az-—1 *
————

©

n’est pas licite. On parle de capture de variables. Sans perte de généralité, on renomme les
variables liées de ¢ par des variables fraiches afin qu’elles n’apparaissent pas dans ¢ ([DNRCO1],
p. 20-22) :

(Vo' o' <y)ly:=2—1] = Va' o' <z-1 %

31
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CHAPITRE 7.

DEDUCTION NATURELLE

7.2 Régles de la déduction naturelle ([DNRCO1], p. 25)

Définition 46 (séquent en déduction naturelle ([DNRCO01],

p. 24))

Un séquent est un couple (I', ¢) ot " est un ensemble fini de formules et ¢ une formule. I se
note I' F ¢ et se lit « & partir des hypothéses I', j’ai prouvé la formule ¢ ».

Définition 47 (régles de la déduction naturelle)
Les régles de la déduction naturelle sont données ci-dessous :

. fFaibli " I'HA bsurd [-AF L
aXlOl’neiF’A }_ A allalpblissemen 7F7B I— A absur G—F }_ A
Regles d’introduction Regles d’élimination
. T, A B I'FA TF(A— B)
I'F(A— B) TFB
A A T'HB I'H(AAB)  T'F(AAB)
F(AAB) r-A '-nB
y - A 'R FAVB) T,ArC T,BFC
I'-(AvV B) I'-(AvV B) r-c
_ LAFL -4 TFA
I'--A -1
'k Alz =t F'3zA rArc :
| =Y rrc ou z non libre dans I', C
' VeA(zx
v % ou z non libre dans T" e A[x (: )t]
B I'Ep(x:=t) L'k (t=wu)
N TH(t=t) Loz =)
Exemple 13 (régle d’introduction du V)
z) b ple)— A
—ptr) F Y, p(x)
- p(x)
F Vz, p(x)

Exemple 14 (regle d’élimination du 3)

p(x)

F 3z, q(z

/(/)H"()

F 3z, p(x)

p(z) g %

Fq
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7.3 Exemple d’arbre de preuve

Définition 48 (arbre de preuve en déduction naturelle)

Une (arbre de) preuve (en déduction naturelle) de I' - ¢ est un arbre fini tel que :
— La racine est I' - ¢ ;
— Chaque nceud correspond a ’application d’une des régles de la déduction naturelle.

Exemple 15

Définition 49 (existence d’un arbre de preuve ([DNRCO01], p. 80))
Soit T une théorie. Soit ¢ une formule close. On note T Fpy ¢ pour dire[] qu’il existe un
arbre de preuve de I' - p avec ' finiet ' C T

Définition 50 (théorie consistante)
Soit T" une théorie. T' est consistante si T' /py L.

Définition 51 (théorie syntaxiquement compléte)
Soit T" une théorie. T" est syntaxiquement compléte si
pour toute formule close ¢, T'Fpy ¢ ou T Fpy —p.

1. Certains livres surchargent la notation et écrivent F.
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7.4 Correction et complétude
7.4.1 Enoncé
Théoréme 9 Soit T' un ensemble de formules closes et ¢ une formule close.
Complétude
il existe une preuve en

déduction naturelle de @ est T-valide
L', I finietl' CT

Correction
r/,__-h\\\"-\
.y
—®
T T
¢ e ‘e &
‘\\_\_‘___,.-o‘l ‘I\‘m‘__,o
SN TN
2Ny =y
\\ _\_____'_,0\\\__\__ 0

IDEE DE LA DEMONSTRATION.
On démontre, par induction sur 7, que pour tout arbre de preuve 7, on a

(7) : Si 7 est une preuve de I' - ¢, alors
T pour tout modéle M, pour tout assignation v, M,v = I' implique que M, v = .

TEp ssi T U {—y} insatisfiable
implique 7T U {—p} inconsistante (par le lemme
ssi TH DN @

7.4.2 1Idée de la démonstration

Lemme 5 ([DNRCO1), p. 83) A est consistante alors A est satisfiable.

IDEE DE LA DEMONSTRATION.

— &

1. On étend A en A’ tel que :
— Pour toute formule ¢(z), on introduit un symbole de constante ¢, tel que

A'Fpy (Fz(z) = (cy)).

— A’ soit une théorie syntaxiquement compléte ;
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2. On construit le modéle M :
— Le domaine D est 'ensemble des termes closf];
— Si f est un symbole de fonction d’arité n,

M D - D
([ta], - fEa]) = [f (s )]

— Si p est un symbole de prédicats n-aire,

pM . D" — {0,1}
([ta], - -+, [tn]) — 1si A Fpyp(ty, ..., t,)
— 0 sinon.

3. On montre :

Lemme 6 (lemme de la vérité)

Soit p(x1,...,x,) une formule et ty,...t, des termes clos. On a :

My =[], s = [ta]] b @ 558 A P oty 1)

7.4.3 Détails

1. \Témoins de Henkin. \ Soit A consistante. On considére (X, ),en la suite de signature et
(A,)ny la suite de théories définie par :
et
— Ypt1 = Zp U {cy) | ¥(x) est une ¥,-formule avec x comme seule variable libre} ;
— Api1 = AyU{F(x) = Y(cy@)) | ¥() est une 3,-formule avec & comme seule variable libre}.
Soit A" ==, A,. Soit X" :=J,, 3.

Proposition 14 A" est une X"-théorie consistante.

IDEE DE LA DEMONSTRATION.
On montre par récurrence sur n que A, est consistante. ll

Obtenir une théorie syntaxiquement compléte.‘ Soit (¢n)neny une énumeération des 3-
formules. On construit la suite de théories (K,),en définie par :
— K@ = A”;
K _ Kn ) {Qon} sl Kn }7[DN Pn et Kn }7[DN Pn
n+1 — K .
n-
On pose A" := (), o K-

Proposition 15 A’ est une X" -théorie :

— consistante ;

— syntaziquement complete ;

— telle que pour toute ¥X"-formule ¢ (x), A" Fpy (Fxp(z) = Y(cy)).

2. Le modéle M est bien défini.

2. Certaines personnes ([DNRCOI], p. 83) quotientent I'ensemble des termes clos avec la relation d’équivalence
~ défini par t ~ t' ssi A’ F (t = t) car le symbole de prédicat = s’interpréte par 1’égalité. Aussi ils ont rajouté
les régles correspondantes a =.
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3. On démontre le lemme [ par induction sur ¢. Soit la propriété

Plo) : Soit x1,...,x, les variables libres de ¢ et soit ¢1,...%, des termes clos. On a :
Pl My =[], o =[] @ ssi A by oty ... )
— On a: _

Mlxy = [t], ..., 20 = [ta]] E p(us, ..., ug)  ssip™([vd], ..., [vi]) =

1
ssi A" Fpy p(v1, ..., vg)

ssi A" Fpy o(ur, .. ug) [Ty =11, .., 2y

on v; = ug[wy =11, ..., Ty =ty
d'ot P(p(vy,...,vx)).
— Supposons P(p).
Mz :=1t],... ] E-¢ ssiMzy:=[t],...] FE e
ssi A Vpn o(f) par P(y)
ssi A Fpy (1) car A’ syntaxiquement compléte
D’ou P(—¢p).
— Supposons P(¢).
Mz :=[t1],...] E Jrp implique il existe t € D tq M[xq :=[t1],... 2 :=[t]| E ¢
ssi A Fpn o(t 1) par P(y)
implique A’ Fpy 3z, o(t) car avec la régle 3;.

A Fpy 3z, (1) implique A’ Fpy gp( s Coi)) car A' Fpy 3z, o(t) = o, Co(fn))
Mz :=[b],... .z =coaml F e par P(p)
ssi A Fpy ot t) par P(p)
implique M|z, = [t4],...] &= Jxe.

D’ou P(3z, ¢).
[

7.5 Conséquences

7.5.1 Probléme de validité dans RE

Théoréme 10 Le probleme de validité en logique du premier ordre est dans RE.

IDEE DE LA DEMONSTRATION.
Voici une machine qui accepte le langage des formules valides :

procédure valide(y)
pour toute preuve w
si 7 est une preuve de - ¢ alors

| accepter

Théoréme 11 Si T est dans RE, alors le probleme de T-validité en logique du premier ordre
est dans RE.

IDEE DE LA DEMONSTRATION.
Soit 11,19, ... une énumération effective de T'. Voici une machine qui accepte le langage
des formules T-valides :



7.5. CONSEQUENCES

procédure Tvalide(p)
pour tout n =0,1,...

Enumeérer les formules 11, . .., ¥,
pour toute preuve 7 de longueur au plus n
si 7 est une preuve de {¢1,...,9,} F ¢ alors
| accepter

37
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7.5.2 Théoréme de compacité

Théoréme 12 (Compacité de la logique du premier ordre ([DNRCO01], p. 86))
Soit T un ensemble de formules closes.

St toute partie finie de T est satisfiable alors T satisfiable.

IDEE DE LA DEMONSTRATION.
Par contraposée.

T insatisfiable implique 7T inconsistante  (par le lemme
implique il existe une preuve de I' = L avec I' finiet ' C T
implique il existe I" fini et I' C T et I insatisfiable  (par correction).

[ |
Corollaire 3 [l n’existe pas de formule ¢ de la logique du premier ordre tel que

M = ¢ ssi le domaine de M est fini.

IDEE DE LA DEMONSTRATION.
Par I’absurde. Soit ¢ une telle formule et posons

T={ulJ B . czn. N w#al)

neN 1,j€{1,..n},i#j

Toute partie finie de T est satisfiable mais 7" est insatisfiable.
Contradiction avec le théoréme de compacité. B

Corollaire 4 (modéle non-standard de l'arithmétique vraie)
Tn = {¢| ¢ est une S-formule et (N,=,0,1,+, x) |= ¢} admet un modéle non isomorphef]
a (N, =,0,1,4, x).

IDEE DE LA DEMONSTRATION.
Soit ¢ un symbole frais de constante. Soit 7' = Ty U {i < ¢ | i € N}. Toute partie finie de T’
est satisfiable. D’apreés le théoréme de compacité, T est satisfiable. l

7.5.3 Théoréme de Lowenheim-Skolem

Théoréme 13 (Lowenheim-Skolem ([DNRCO01], p. 99) ([BA12] , p. 228))
S1 T est satisfiable dans un modele infini alors T' est satisfiable dans un modéle infini dé-
nombrable.

IDEE DE LA DEMONSTRATION.
On pose T" = T U {c; # ¢ |i,j € N,i# j} ol ¢y, cq,... sont des nouveaux symboles de
constante.

T’ satisfiable implique 7" consistante
implique 7" est satisfiable dans le modéle a I'étape 2
de la démonstration du lemme .

Corollaire 5 (modéle dénombrable pour la théorie des corps-clos)
La théorie des corps clos admet un modéle infini dénombrable.

3. que l'on appelle non-standard.



Chapitre 8

Résolution en logique du premier ordre

Points du programme de 1’agrégation

Algorithme d’unification des termes. Preuves par résolution.

Formule en

Formule close —{ Skolémisation |— forme clausale *> sat /unsat/ ()

(équisatisfiable)

invoque un algorithme

d’unification de termes

8.1 Skolémisation ([BA12], p. 174)

Définition 52 (formule prénexe)
Une formule prénexe est une formule close de la formule de la forme Qi ...Q,x,1 ou
chaque @); est un quantificateur et 1) est sans quantificateur.

Définition 53 (forme normale prénexe universelle)
Une forme prénexe universelle est une formule close qui est de la forme Viz...V,x,1 ou
1 est sans quantificateur.

Définition 54 (littéral)
Un littéral est une formule atomique ou la négation d’une formule atomique.

Définition 55 (forme normale conjonctive)

Par abus, on dit qu’une formule est une forme normale conjonctive si elle est de la forme
Vri...Vr, ol ¥ est une formule sans quantificateur qui est une forme normale conjonctive,
c’est-a-dire une conjonction de disjonctions de littéraux.

1. Attention, ce n’est pas un algorithme.
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Définition 56 (fonctions de Skolem)
Soit ¢ une formule prénexe.

On appelle fonction de Skolem un symbole de fonction f, d’arité n pour un quantificateur
Jx qui dépend des n variables quantifiées universellement qui précéde dr dans .

Jz,Vy,Vz, 3, Ju,Vu,3s, Y(z,y,2,t,u,0,Ss)

o

f:v ft(ya Z)
fuly, 2)
fs(y,z,v)

vy? \V/Z, vv? /l/J<.fflf7 y? Z? .ft(y? Z)7 f’u(yv Z)J /U7 .fS(y? Z? U)

Théoréme 14 (de Skolem ([BA12|, p. 172)) Pour toute formule ¢, il existe une forme
normale conjonctive ¢’ on a :

o satisfiable ssi ¢ satisfiable.

IDEE DE LA DEMONSTRATION.

1. Renommer les variables liées afin que chaque quantification porte sur une variable diffé-
rente.

Eliminer les opérateurs booléens autre que A et \V
Mettre les négations a l'intérieur cf. loi de Morgan
Mettre en forme prénexe

Mettre la matrice en FNC

A

IntroduireE] des fonctions de Skolem pour chaque Jdz.
[ |

Exemple 16 ((JBA12], p. 174))

Va(p(z) = q(2))] = [(Vap(z)) = (Vrq(z))]

2. Etape qui fait que I’on obtient une formule équisatisfiable et pas forcément équivalente.
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8.2 Résolution en logique du premier ordre

8.2.1 Unification ([LDR93]|, p. 86) ([BA12], p. 189)

Définition 57 (unificateur)
Soit {1, ...,%;} un ensemble de formules atomiques. Un unificateur de {1y, ...,1;} est une
substitution o telle que Y10 = ... = 0.

Définition 58 (unificateur principal)

Soit {41, . ..,;} un ensemble de formules atomiques. Un unificateur principalfde {¢1, ..., ¢;}
est un unificateur de cet ensemble tel que pour tout unificateur «, il existe une substitution g
telle que a = of5.

Exemple 17
o := [z = f(a),z := y| est une unificateur principal de {p(f(x),q9(y)),p(f(f(a)),q(2))}.
a:=[z:= f(a),y := f(g(a)),z .= f(g(a))] en est un unificateur et s’écrit oly := f(g(a))].

8.2.2 Régle de résolution ([DNRCOI1], p. 265)

Définition 59 (régle de résolution)
La régle de résolution en logique du premier ordre est

(Vv V... ly) (=t v OV -V L)

res

(lioV...lyo V lioV---Vlo)
ou :
— Uy, 0 0, sont des littéraux;

— 1), ¢’ sont des formules atomiques;
— lesclauses (¢ V {4 V... 0, ) et (=" Vv ¢V ---V {] ) n’ont pas de variables communes;

— 1) et ¢’ sont unifiables et o en est un unificateur principal.

8.2.3 Contraction ([DNRCO01], p. 265)

Définition 60 (régle de contraction)
La regle de contraction est

(v vV v v L)
(Yo V lioV ... ly,o)

contr

ou :
— L, L' 0y,... ¢, sont des littéraux ;
— 1), ¢ sont des formules atomiques;
— 1) et ¢’ sont unifiables et o en est un unificateur principal.

Remarque 2 Certains auteurs ([BA12[, p. 196) ([LDRI3|, p. 93) présentent une seule régle
de résolution qui fusionne la régle de résolution ci-dessus et la régle de contraction :

(VN VOV ly) (B VN s vV V- VL)
(bioV .. lyo V lioV---VUlo)

Super-res

si {1, i, 01, - 5} sont unifiables et ou o en est un unificateur principal.

3. most general unifier
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8.2.4 Exemples de preuve par résolution de |

Exemple 18 (Exemple de preuve de L pour (p(z)V p(y)) A (—p(z) V —p(y)))

p(x) V p(y) —p(z) V —p(y)

contr contr
p(z) —p(2')
1

res

Exemple 19 (Exemple de preuve de L pour p(f(z)) A —p(x))

p(f(x))  —p(a’)
Il

res

Exemple 20
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8.3 Modéles de Herbrand

Définition 61 (modéles de Herbrand)

Un modéle de Herbrand est un modéle H = (D,.™) tel que :
— D = ensemble des termes clos ) (on suppose que 'on a toujours au moins un symbole de constante)
— Pour tout symbole de fonction f d’arité n, on a :

f*t. D — D
t = [
Exemple 21 (quelques modéles de Herbrand)

mere(mere(Anne)) » mere(mere(Anne))
» mere(Anne) pere(me're(Anne))‘.' . B . mere(Anne) pe're('mrire(Anne))"
Anne mere(pere(Anne)) R " Anne mere(pere(Anne))
: pere(Anne) pere(pere(Anne)) L pere(Anne) pere(pere(Anne))
mere(Bob) mere(mere(Bob)) C mere(Bob) mere(mere(Bob))
" Bob pere(mere(Bob)) . Bob pere(mere(Bob))
pere(Bob) mere(pere(Bob)) e pere(Bob) mere(pere(Bob))

pere(pere(Bob)) . per'e(pere(Bob))‘_b

Proposition 16 (JLDRI3|, p. 99) Soit ¢ une formule en forme prénexe universelle.
@ satisfiable ssi @ satisfiable dans un modeéle de Herbrand.

IDEE DE LA DEMONSTRATION.
(<) Immédiat. (=) Soit M un modéle tel que M = ¢. On construit H avec pour tout
symbole de prédicat p d’arité n, on a :
pt: D" — {0,1}
P { 1 si M = p(?)
0 sinon

On démontre alors, par induction sur toute formule sans quantificateur 1, que la propriété
suivante est vraie :

P):H,[Z =1 1 ssi M Ey[r:=T]
[

Définition 62 (théorie universelle)
Une théorie T est universelle si toutes les formules de T" sont en forme prénexe universelle.

Notation 3 Soit T' une théorie universelle. On note Inst(T) l’ensemble des instances des
formules de T obtenues par substitution de termes clos.

Théoréme 15 (JLDRO3|, p. 99) Soit T' une théorie universelle.
T est insatisfiable ssi il existe T' C Inst(T), T" fini tel que T" insatisfiable en logique
propositionnelle.

IDEE DE LA DEMONSTRATION.
(<) Immeédiat.

(=)
T insatisfiable implique T n’a pas de modéle de Herbrand
implique Inst(T) insatisfiable en logique prop.
implique qu’il existe 7" C Inst(T), T" fini, insatisfiable en logique prop.
d’aprés le théoréme de compacité de la logique prop.



44 CHAPITRE 8. RESOLUTION EN LOGIQUE DU PREMIER ORDRE

8.4 Correction et complétude
Notation 4 (clottre universelle) On note Vo la clotire universelle de .
Théoréme 16 Soit £ une forme normale conjonctive.

Complétude

il existe une preuve par (;:/—/N

VE est insatisfiable

résolution de L pour & y

Correction
IDEE DE LA DEMONSTRATION.

=([CRK03], p. 270) ([BA12], p. 198) (JLDRI3], p. 94-95)
Par contraposée, soit M |= VE. La démonstration est similaire au cas propositionnel :

Lemme 7 si M =VC;, M |=VC; et res ¢, alors M =VC.

Ch
C

Lemme 8 si M = VC| et contr % alors M =VC.

[=](JCRKO03|, p. 272) (|]BA12], p. 199)

Supposons V€ insatisfiable. D’apres le théoreme [15] il existe & C Inst(£), £ ensemble
fini de clauses, insatisfiable en logique propositionnelle. Par complétude de la résolution
en logique propositionnelle, il existe une preuve par résolution de L pour £ en logique
propositionnelle.

1 ﬁ 1
Preuve de L en résolution Preuve de L en résolution
propositionnelle pour &’ du premier ordre pour £

On démontre la propriété suivante par induction sur une preuve par résolution proposition-
nelle 7’ :

« Si 7" est une preuve par résolution propositionnelle de C” pour &’
P (') : alors il existe une clause C, une preuve par résolution du premier
ordre de C' pour &, une substitution o tel que C' = oC' ».

— Cas de base. Si C" € &', alors par définition il existe C' € &, o tel que C' = oC.
D’ou P(C").
— Cas inductif. Supposons P(C7) et P(C%). On montre P (res-prop -

Lemme 9 Soit C; et Cy deux clauses sans variables communes.

Soit o1 et oy deux substitutions.
0'101 0'202

Cl

) grace a :

alors il existe une substitution B et une clause C' tel que

;. Gy
C

S% res-prop

et C' = BC.

super-res



Chapitre 9

Calcul des séquents

Points du programme de 1’agrégation

Calcul des séquents.

9.1 Motivation

— Regles du calcul des séquents plus symétriques que celles de la déduction naturelle
(IDNRCO1], p. 58).

19: . ”e
{

— La créativité humaine est confinée dans les substitutions et la régle de coupure :
— Propriété de la sous-formule. D’ou la décidabilité de la logique propositionnelle ;
— Calcul effectif d’un interpolant a partir d’'un arbre de preuve ([DNRCO1], p. 216).

9.2 Reégles du calcul des séquents ([DNRCO1], p. 187)

Définition 63 (séquent en calcul des séquents ([DNRCO1], p. 186))
Un séquent est un couple (I'; A) ot I" et A sont des multi—ensembles[] finis de formules.
Il se note I' = A et se lit

« & partir de la conjonction des hypothéses I, j’ai prouvé la disjonction des formules de A ».

1. Il existe aussi des présentations avec des ensembles, cf. [BA12], p. 70.
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Définition 64 (régles du calcul des séquents)
Les régles du calcul des séquents sont données ci-dessous :

Ly axiome

Reégles d’introduction & gauche

1+ AFA

Régles d’introduction & droite

ibli '-A '-A
affaiblissement TAr A A
tracti LAAFA TEAAA
contraction TAr A P
— '-AA T',BFA I'AF B,A
A I'NA,BFA r-AA T'FBA
IAAB)FA I'-(AAB),A
\/ FyAl_A F;Bl_A I")'_A’A’B
I(AVB)FA '-A(AVB)
TrAd _TARA
- F,ﬁAI—A Fl_—‘A,A
MAFA . . Tk Az :=t],A
3 mouxnon hbre dans F,A I"_Ele7A
DAz =t F A '-AA . )
N T VAl A moumnonhbredanbf,A
’ny e .
V
TFAA  TLAFA
coupure
| N R VANAN

Exemple 22
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9.3 Correction et complétude

Théoréme 17

' ¢ est prouvable ssi I' = ¢ est prouvable

en déduction naturelle en calcul des séquents.

IDEE DE LA DEMONSTRATION.

(=) (JIDNRCO1], p. 195) On transforme un arbre de preuve en déduction naturelle

ax ax

——AF A

—

e

absurde

en un arbre de preuve en calcul des séquents :

ax
—|—|A, -AF-A
ax e
coupure J—g
——A,-AF F-A,A
coupure
——AF A

(<) Méme idée, voir ([DNRCOI1], p. 197)
|

9.4 Elimination de la régle de la coupure

Théoréme 18

'+ ¢ est prouvable
881 en calcul des séquents
sans utiliser la regle de la coupure.

I' F o est prouvable
en calcul des séquents

IDEE DE LA DEMONSTRATION.
(<) Immédiat.

(=) Voir ([DNRCO1], p. 200-208)
[ |
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Chapitre 10

Quizz

CHAPITRE 10. QUIZZ

Est-ce que p est une formule satisfiable ?

Est-ce que p est une formule valide ?

Est-ce que p V —p est une formule satisfiable ?

Est-ce que p V —p est une formule valide ?

Complexité de SAT ?

Complexité de la satisfiabilité d’une formule de Horn ?

Complexité de 2-SAT ?

Complexité de 3-SAT ?

Complexité de la validité d’une formule de la logique propo-
sitionnelle ?

Donner un nom d’un algorithme connu pour SAT.

Donner un exemple d’une forme normale conjonctive.

Donner un exemple d'une forme normale disjonctive.

Donner un exemple d’application de la régle de résolution en
logique propositionnelle.




ol

Est-ce que Jz, p(z) et p(c) sont des formules équivalentes ?

Est-ce que dx, p(z) est satisfiable 7

Est-ce que Jz, p(z) est satisfiable dans un modéle fini ?

Est-ce que Jz, p(z) est valide ?

Décidabilité du model checking d'une formule de la logique
du premier ordre dans un modéle fini?

Classe de la validité d'une formule de la logique du premier

ordre? (RE, co-RE)

Classe de la satisfiabilité d’une formule de la logique du pre-
mier ordre? (RE, co-RE)

Classe de la validité d'une formule de la logique du premier
ordre sur la classe des modéles finis ? (RE, co-RE)

Classe de la satisfiabilité d’une formule de la logique du pre-
mier ordre dans un modéle fini? (RE, co-RE)

Est-ce que le théoréme de compacité est toujours vrai si on
remplace ‘satisfiable’ par ‘satisfiable dans un modele fini’ ?

Existe-t-il une formule ¢ tel que M E ¢ implique que le
domaine de M est infini non dénombrable ?

Donner un exemple de théorie indécidable.

Donner un exemple de théorie décidable.

Comment se lit le séquent A, B = C,D (en calcul des sé-
quents) ?




02

CHAPITRE 10. QUIZZ



Bibliographie

[BA12]

[BOKRS6]

[Can&8|

[Car08]
[CLY3)
[CRKO03]
[DNRCO1]
[DPV16]

[EIST5)|

[FFR74]
[GLMO1]
[Har09]
[KS08]

[Lal9o]
[LDRO3]

[LS15]

[Mat03]

Mordechai Ben-Ari. Mathematical logic for computer science. Springer Science &
Business Media, 2012.

Michael Ben-Or, Dexter Kozen, and John Reif. The complexity of elementary al-
gebra and geometry. Journal of Computer and System Sciences, 32(2) :251-264,
1986.

John Canny. Some algebraic and geometric computations in pspace. In Proceedings
of the twentieth annual ACM symposium on Theory of computing, pages 460-467.
ACM, 1988.

Olivier Carton. Langages formels, calculabilité et complexité, volume 101. Vuibert,
2008.

René Cori and Daniel Lascar. Logique mathématique ii. fonctions récursives, théo-
réeme de godel, théorie des ensembles, théorie des modéles, 1993.

Lascar D CORI R and JL Krivine. Logique mathématique, tome 1 : Calcul propo-
sitionnel, algebre de boole, calcul des prédicats, coll. Sciences Sup, Dunod, 2003.

René David, Karim Nour, Christophe Raffalli, and Pierre-Louis Curien. Introduction
a la logique : théorie de la démonstration : cours et exercices corrigés. Dunod, 2001.

Sanjoy Dasgupta, Christos H Papadimitriou, and Umesh Virkumar Vazirani. Algo-
rithms. 2016.

Shimon Even, Alon Itai, and Adi Shamir. On the complexity of time table and
multi-commodity flow problems. In Foundations of Computer Science, 1975., 16th
Annual Symposium on, pages 184-193. IEEE, 1975.

Michael Jo Fischer, Michael J Fischer, and Michael O Rabin. Super-exponential
complexity of presburger arithmetic. 1974.

Jean Goubault-Larrecq and lan Mackie. Proof theory and automated deduction,
volume 6. Springer Science & Business Media, 2001.

John Harrison. Handbook of practical logic and automated reasoning. Cambridge
University Press, 2009.

Daniel Kroening and Ofer Strichman. Decision procedures : an algorithmic point of
view. Springer Science & Business Media, 2008.

René Lalement. Logique, réduction, résolution, 1990.

Richard Lassaigne and Michel De Rougemont. Logique et fondements de 'informa-
tique. Hermes, Paris, 1993.

Romain Legendre and Frangois Schwarzentruber. Compilation : Analyse lexicale
et syntazique du texte a sa structure en informatique. Reference Sciences. Ellipses,
2015.

Ju V Matijasevi¢. Enumerable sets are diophantine. In Mathematical Logic In The
20th Century, pages 269-273. 2003.

93



54 BIBLIOGRAPHIE

[Opp78]  Derek C Oppen. A 2 22pn upper bound on the complexity of presburger arithmetic.
Journal of Computer and System Sciences, 16(3) :323-332, 1978.

[SM73| Larry J Stockmeyer and Albert R Meyer. Word problems requiring exponential
time (preliminary report). In Proceedings of the fifth annual ACM symposium on
Theory of computing, pages 1-9. ACM, 1973.



	I Logique propositionnelle
	Logique propositionnelle et problème SAT
	Motivation : problème de coloration
	Un modèle : une valuation
	Langage
	Syntaxe
	Sémantique

	Théories
	Systèmes de connecteurs complets
	Problèmes de décision
	Application pratique

	Formes normales
	Forme normale conjonctive
	Transformation de Tseitin (ben2012mathematical, p. 91)
	Fragments syntaxiques basés sur les FNC
	Formules de Horn (dasgupta2016algorithms, p. 157)
	2-formes normales


	Résolution en logique propositionnelle
	Règle de résolution
	Arbre de preuve
	Correction et complétude

	Théorème de compacité

	II Logique des prédicats du premier ordre
	Syntaxe et sémantique
	Modèles
	Langage
	Syntaxe
	Sémantique

	Variables libres/liées
	Satisfiable, valide, conséquence sémantique
	Model checking
	Problème de la satisfiabilité et problème de la validité

	Théories
	Définitions
	Exemples de théories
	Théorie de l'égalité
	Théorie des groupes (lalement1990logique, p. 139) (david2001introduction, p. 105)
	Théorie des ordres denses (david2001introduction, p. 130)
	Théorie des corps clos (david2001introduction, p. 133)
	Arithmétique de Presburger (david2001introduction, p. 136)
	Arithmétique de Peano (david2001introduction, p. 111)
	Arithmétique vraie sur N

	Résultats

	Déduction naturelle
	Substitution
	Règles de la déduction naturelle (david2001introduction, p. 25)
	Exemple d'arbre de preuve
	Correction et complétude
	Enoncé
	Idée de la démonstration
	Détails

	Conséquences
	Problème de validité dans RE
	Théorème de compacité
	Théorème de Lowenheim-Skolem


	Résolution en logique du premier ordre
	Skolémisation (ben2012mathematical, p. 174)
	Résolution en logique du premier ordre
	Unification (lassaigne1993logique, p. 86) (ben2012mathematical, p. 189)
	Règle de résolution (david2001introduction, p. 265)
	Contraction (david2001introduction, p. 265)
	Exemples de preuve par résolution de 

	Modèles de Herbrand
	Correction et complétude

	Calcul des séquents
	Règles du calcul des séquents (david2001introduction, p. 187)
	Correction et complétude
	Élimination de la règle de la coupure

	Quizz


