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Intro duction

L'�equipe/projet Ar�enaire du LIP (UMR CNRS{ENSL{INRIA{UCBL) tra-
vaille sur l'arithm�etique des ordinateurs, des aspects math�ematiques et algo-
rithmiquesaux implantations logicielles et mat�erielles.

Noustravaillons sur l'�etude et l' implantation d'op�erateurs mat�eriels pour la
cryptographie depuisun peu plus d'un an :

� ACI Cryptologie 2002{2004, projet OPAC : Op�erateurs Arithm�etiques
pour la Cryptographie.
Avec les laboratoires LIRMM (coord. J.-C. Bajard) et GTA (coord.
P. Elbaz-Vincent) de Montpellier,

� ACI S�ecurit�e Informatique 2003{2005,projet OCAM : Op�erateurs Cryp-
tographiqueset Arithm�etique Mat�erielle.
Avec le projet INRIA CODES (coord. N. Sendrier) Paris et l'�equipe
Arithm�etique Informatique du LIRMM (coord. J.-C. Bajard) �a Montpel-
lier.
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Domaine de recherche

Arithm�etique desordinateurs

z }| {

Util iser les�el�ements de base:
� fonctions �el�ementaires
� expertisevirgule 
ott ante
� preuveset validations
� algorithmes et arithm�etiques

Construire les�el�ements de base:
� op�erateurs mat�eriels
� biblioth�equeslogicielles

Liens avec : architecture des ordinateurs, micro-�electronique, outils CAO,
th�eorie des nombres, preuvesformelles, optimisation globale, calcul formel,
algorithmes num�eriques.. .
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Op�erateurs de calcul mat�eriels

� Syst�emesde repr�esentationdes nombres

entiers, virgule �xe , virgule 
ottan te, repr�esentations redondantes,
grande base, syst�eme logarithmique, syst�eme modulaire, corps �nis
(GF (p); GF (2k)). . .

� Algorithmesde calcul

addition{soustraction, multiplication, division, racine carr�ee, fonctions
�el�ementaires (sin; cos; exp; log : : :), op�erateurs composites (ex : 1=

p
(x2+

y2)), op�erateurs sp�eci�q ues (FIR, DCT, crypto. . . )

� Ressourceset contraintes mat�erielles

cibles(ASIC, FPGA, circuits asynchrones, low{power), outils de concep-
tion de circuits, validation (test et amont), support arithm�etiquedans les
langages.. .
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Plan de l' expos�e

Ê Toute petite introduction �a la conceptionde circuits
int�egr�esnum�eriques

Ë Exemplesde probl�emesmat�erielspour la conception
d'op�erateursarithm�etiques

Ì Deux mots sur nos objectifs en op�erateurs
arithm�etiques mat�erielspour la crypto
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Partie 1

Toute petite introduction �a la conception
de circuits int�egr�es num�eriques
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Structure des t ransistors MOS

Il existe deux typesde transistors MOS (metal oxide semiconductor) :
,! les transistors N et les transistors P

Un transistor de type N est compos�e de :

� substrat (Si) dop�e P
� drain et source dop�esN
� couche isolante
� grille

z y

x

L

W
grille

substratP

N N

isolant

dr
ain

so
ur

ce

Dansunezonedop�eeN, lesporteursdechargemajoritairessontdes�electrons
(ce sont des trous dans le casd'unezonedop�ee P). Pour un transistor de type
P on inverselesdopages.
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Foncti onnement du t ransistor N

S D

G

B B

S D

G

V   <  VG T GV   >  VT

P

N N

P

N N
N

BLOQUANT PASSANT

IVD VD

Letransistor changed'�etat enfonction dela tension degrille VG (commande)
par rapport �a la tensionde seuilVT (cst techno) :

� Cas bloquant VG < VT : la sourceet le drain sont isol�es par les jonctions
PN (diodes).

� Cas passant VG > VT : des �electrons libres du substrat (porteurs minori-
taires) sont attir �es sousla grille � ! inversionde polarit�e � ! circulation
du courant I dans la couchede type N entre le drain et la source.
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Mo d�eles du transistor

Caract�eristique de sortie d'un transistor :

I =

8
>><

>>:

0 VG < VT

�
�

(VG � VT )VD �
VD

2

2

�
0 < VD < VG � VT

�
2 (VG � VT )2 0 < VG � VT < VD

o�u

� = Ctechno �
W

L

I

V

V  = 1.3V

V  = 1.0VG

G

V  = 0.8VG

D

Mod�ele logique:

Transistor N Transistor P

S

D

G

S

D

G

G �a 0 bloquant passant
G �a 1 passant bloquant
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Valeurs logiques

� Le z�ero logique (0) est cod�e par la tension de r�ef�erence(masse) not�ee
VSS ou .

� Le un logique (1) est cod�e par la tension d'alimentation (positive) not�ee
VD D ou .

Il faut adopter un codage des tensionspermettant un bon fonctionnement
en pr�esencede bruit mod�er�e � ! �etat = plage de tensions:

VSS VDD
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Probl�eme de tr ansmission de certaines valeurs

Du fait destensionsde seuil, les transistors ne laissent paspassercorrecte-
ment toutes lesvaleurs :

0 parfait

1

0

0

0

0 dégradé

Transistor N :

Transistor P :

1

1

0

1
1 parfait

1 dégradé
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Portes logiques CMOS

Il existede nombreusessolutionspour faire desportes logiques�a partir des
transistors. La plus utilis�ee aujourd'hui est la logique CMOS (complementary
MOS). On utilise au mieux les deuxtypes de transistors : N et P.

0

1

G = 1G = 0

1 01

G = 0 G = 1

01 0

entrées sortie

?

?
Réseau de

Réseau de
Transistors P

Transistors N

S D

G

P

S D

G

N
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Inverseur

C'est la porte la plus simple: juste deuxtransistors (1 N et 1 P).

E S

E

P

N

1 1 1

0 0 0

schéma : fonctionnement :

S 0 1 1 0
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Porte NAND (non{et )

A

B
S

A B S

0 0 1
0 1 1
1 0 1
1 1 0

S

BA

A

B

La porte NAND est universelle. On peut faire toutes les autres portes lo-
giques avecdescombinaisonsde portes NAND.

A

B

AB

A

B

A+BA A
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Porte NOR (non{ou)

A

B
S

A B S

0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 0

S

A

B

BA
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Comment faire une port e AND ?

Il y a une mauvaisesolution et une bonne.. .

�
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BA
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S
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S

� Lesniveaux en sortie sont de mauvaise qualit �e.
� Solution : AB = AB (porte �a 6 transistors)
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Porte NAND �a 3 entr �ees

A

B

C

S

A B C S

0 0 0 1
0 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 1
1 0 0 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

A

B

A B C

C

S

Le nombre de transistors en s�erie dans les r�eseaux N et P est limit�e (de
3 �a 5 en g�en�eral). Au dessus de cette limite il faut r�ealiser la fonction par
composition de plusieurs portes.
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Aut res portes �el�ementaires pour l' arithm �etique

XOR (ou exclusif)
A

B
S

A B S

0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

XNOR
A

B
S

A B S

0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 1

MUX (multiplexeur)
A

B
S

C

C S

0 A
1 B

A. Tisserand { Ar�enaire INRIA LIP { Conception d'op�erateursarithm�etiques: aspects mat�eriels 18/63

Porte de transfert

Le robinet pour circuits. Lorsque la commandeC est �a 1, les n� udsA et B
sont connect�es sinon ils sont isol�es.

A B

C

C

A B

C

C

C

BA

C

Dans une porte de transfert ou de passage(pass gate), les �etats sur les
n� udsA et B ne sont pasforc�esvia une borne d'alimentation (VD D ou VSS).
Le signal se d�egrade lors du passagedans une suite de telles portes (pr�evoir
une r�eg�en�eration r�eguli�ere).
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Cellules complexes

Il est facile de r�ealiser desportes donnant descombinaisonsplus ou moins
complexesde AND-OR en CMOS.

Exemples:

� Porte AO21 (gain de 25% en surfaceet de 40% en vitesse)
A

C

SB

A

B

C

S

� Quelques autres portes classiques
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�El�ements de m�emorisation

Il existe une multitude d'�el�ements de m�emorisation dans les biblioth�eques
de portes. Dans la suite, nousallons utiliser principalement desbasculesD.

D Q

D Q

QN
CLK

CLK
CLK D Q(t+1) QN(t+1)

1 X Q(t) QN(t)
0 X Q(t) QN(t)
" 0 0 1
" 1 1 0

Remarque :
" est le front montant d'horloge. 0

1

T
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Sortance

Le d�elai d'une porte (temps pour changer d'�etat)
d�epend de sa charge en sortie. La sortance (fan-
out) donne une indication de cette charge. On
la mesure comme le nombre d'entr�ees de portes
reli�ees �a la sortie (normalis�e en nombre d'entr�ees
d'un inverseur de baseen g�en�eral).
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NAND4 (M)

A. Tisserand { Ar�enaire INRIA LIP { Conception d'op�erateursarithm�etiques: aspects mat�eriels 22/63

R�eg�en�eration du signal par bu�er

La fonction du bu� er est juste de r�eg�en�erer le signal sans rien changer �a sa
valeur(f (x) = x). On le r�ealise en mettant en s�erie deuxinverseurs.

BUF X1 W
L

4.75
1

2.75
1

4.75
1

2.75
1

A

BUF X4

4.75
1

2.75
1 1

1
19

A

11
OUT OUT

caract�eristique BUF X1 BUF X4
taille (h� l) [� ] 53 � 25 53 � 50
capacit�e A [fF] 5.89 5.89

T0! 1 11 + 439 � Cout 17 + 132 � Cout

T1! 0 12 + 318 � Cout 21 + 137 � Cout
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Dimensionnement des transistors
Le gain d'un transistor est compos�e d'un facteur technologique constant C

et d'un facteur g�eometrique :

� = C �
W
L

La mobilit�e des�electronset destrousn'est pas la même. Le facteur technolo-
gique est di� �erent pour les transistors N et les transistors P (rapport entre 2
et 3 environ).

Dimensionnement inverseur :
� � N

� P
= 1 (T0! 1 � T1! 0)

� L minimal
� W = f (F O)

bN

bP

b

b
N

P

b

b
N

P

0
0

1

1

= 10

= 1
WN

WP

= 1

= 0.1
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Exemple de caract �eristiques de quelques portes 1

porte surface capacit�e d�elais [ns] conso.
entr�ees % &

[� m2] [pF] CL 10CL CL 10CL [� W/M Hz]

INV 1X 36 0.007 0.12 0.70 0.09 0.53 0.23
INV 2X 55 0.010 0.10 0.63 0.09 0.51 0.47
INV 4X 73 0.021 0.09 0.62 0.08 0.50 0.83
BUF 1X 73 0.006 0.18 0.73 0.19 0.62 0.41

NAND2 1X 55 0.007 0.13 0.68 0.08 0.42 0.28
AND2 1X 73 0.004 0.22 0.77 0.27 0.72 0.42
NOR2 1X 55 0.009 0.14 0.66 0.15 0.58 0.39
OR2 1X 73 0.009 0.21 0.76 0.21 0.66 0.47

NAND3 1X 91 0.007 0.20 0.75 0.10 0.41 0.43
NOR3 1X 91 0.012 0.13 0.65 0.15 0.59 0.38

XOR2 1X 146 0.019 0.28 0.79 0.14 0.49 0.74
XOR3 1X 273 0.019 0.27 0.78 0.14 0.49 0.68

MUX 1X (A) 127 0.006 0.27 0.82 0.31 0.77 0.50
(C) 0.012 0.24 0.79 0.36 0.82

1Donn�ees extraites de la biblioth�eque de portes de AMS (austriamicrosystems) : 0:35� m, VD D = 3:3V,
T = 25� C, CL = 0:015pF.
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Pour en savoir plus. . .

Principles of CMOS VLSI Design
A Systems Perspective

Neil H. E. Weste et KamranEshraghian

Seconde�edition, octobre 1994
Addison-Wesley
ISBN : 0{201{53376{6
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Partie 2

Exemplesde probl�emes mat�erielspour la
conception d'op�erateurs arithm�etiques
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La cellule HA (half-adder)

a b

r s

HA

a b r s
0 0 0 0
0 1 0 1
1 0 0 1
1 1 1 0

�Equation arithm�etique :

2r + s = a + b

�Equations logiques:

s = a � b

r = ab

R�ealisationpratique du HA :

r s

a b
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La cellule FA (full- adder)

FA

b c

s

a

r

a b c r s
0 0 0 0 0
0 0 1 0 1
0 1 0 0 1
0 1 1 1 0
1 0 0 0 1
1 0 1 1 0
1 1 0 1 0
1 1 1 1 1

�Equation arithm�etique :

2r + s = a + b+ c

�Equations logiques:

s = a � b� c

r = ab+ ac+ bc

 0

 1

 2

 3

 1990  1992  1994  1996  1998  2000  2002

N
om

br
e 

d'
ar

tic
le

s

Année

Articles sur les FA dans les journaux IEEE

Il existede nombreusesr�ealisations
pratiques de la cellule FA.
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Quelques implantations possibles de la cellule FA

0 1

sr

a b cb c

HA

a

sr

HA

s

r

a b

a

b

b

a

a b

c

a b c

c

b

a

a

b

c

cba

r s

28 T

majorité somme mod 2

b

a

s

r

20 T

c
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La cellule FA du jour

Solution en 10 transistors2 :

A

B

R

S

C

A B C R S

0 0 0 0 0
0 0 1 0 1
0 1 0 0w 1
0 1 1 1 0
1 0 0 0w 1
1 0 1 1w 0
1 1 0 1 0
1 1 1 1w 1w

2H. T. Bui, Y. Wang et Y. Jiang. Design and analysisof low-power 10-transistor full adders using novel
XOR{XNOR gates. IEEETrans. CaS, jan. 2002.
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Additionneur s�equenti el

C'est l'additionneurle plussimple.Il est compos�eden cellulesFA connect�ees
en s�erie.

s s s s s s

rrrrrr

5 5 4 4 3 3 2 2 1 1 0 0

05 4 3 2 1

012345s6

ba

FA

ba

FA

ba

FA

ba

FA

ba

FA

ba

FA

Dans la litt �erature, on le trouve sousle nom de Ripple-Carry Adder (RCA)
ou parfois de Carry-Propagate Adder (CPA)3.

complexit�e

d�elai O(n)
surface O(n)

3Attention : CPA peut aussid�esignerun additionneur non redondant (propagemais ne conserve pas).
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Propagation et g�en�eration de retenue

Autres fa�cons de voir la table de v�erit�e de la cellule FA :

a b r s remarque

0 0 0 c g�en�eration
0 1 c c propagation
1 0 c c propagation
1 1 1 c g�en�eration

a;b r s remarque

a = b a c g�en�eration
a 6= b c c propagation

Dans certaines r�ef�erences bibliographiques,on parle d'absorption (kill) dans
le casparticulier de la g�en�eration d'une retenue sortante �a 0 (a = b = 0).

p = a � b

g = ab

k = ab = a + b g p k

a b
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Soustraction

En compl�ement �a 2 on va faire :

A� B = A+ (� B )

Pour avoir l'oppos�e de B :

B + B = 111: : : 111| {z }
n bit s

= � 2n � 1 +
n � 2X

i =0

2i = � 1

� B = B + 1

5 5 4 4 3 3 2 2 1 1 0 0

s s s s s s4 35 2 1 0

A/S
0 +
1 -a b a b a b a b a b a b

FA FA FA FA FA FA
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Extension de signe

Lors de l'addition de nombres de tailles di� �erentes en compl�ement �a 2, il
faut faire une extensionde signe.

recopie

9a 8a 7a 6a 5a 4a 3a 1a2a

5b 4b 3b 2b 1b 0b5b5b5b5b

0a

Il faut faire attention au probl�eme de sortance et �a l'ordre descalculs lors
de la sommede plus de 2 nombres.
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Additionneur �a s�election de retenue

Id�ee : couper en deux et calculer le bloc des poids forts avec les deux
retenues entrantes possibleset s�electionner la bonne sortie avec la retenue
sortante des poids faibles (Carry-Select Adder ou Conditional-Sum Adder).

sn

0

1

sH

aL bL

bHaH

sL

poids forts

0 1 1 0

poids faibles

Versionr�ecursive� ! d�elai en O(log n) mais.. .
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Il y a un petit probl�eme de sortance

0 10 10 1

a b

0

1

a b

0

1

a b

0

1

a b3 3 2 2 1 1 0 0

0 1 0 1

0 10 1

0 1 0 1

sssss 124 3 0

FA

FA

FAFA

FAFA

FA

La sortancede certains n� udsn'est pasborn�ee.On peut ajouter desportes
(inverseursou bu� ers) pour reg�en�erer le signal maiscela augmente le d�elai car
ces n�ud s sont sur le chemin critique.
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Additionneur �a retenues ant icip�ees

Jusqu'ici on a essay�e depropager au plusvite lesretenues.On vamaintenant
essayer de lescalculer au plus vite.

L'�etage de rang i re�coit uneretenue entrante ci �egale�a 1 dans les seuls cas
suivants4 :

� l' �etagei � 1 g�en�ere une retenue
,! gi � 1 = 1

� l'�etagei � 1 propageune retenueg�en�er�ee�a l'�etagei � 2
,! pi � 1 = gi � 2 = 1

� les�etages i � 1 et i � 2 propagentune retenue g�en�er�ee�a l'�etage i � 3
,! pi � 1 = pi � 2 = gi � 3 = 1
...

� les�etages de i � 1 �a 0 propagent la retenue entrante c0 �a 1
,! pi � 1 = pi � 2 = : : : = p1 = p0 = c0 = 1

4Rappels : pi = ai � bi , gi = ai bi et k i = ai + bi .
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On peut donc calculer les retenuesavec la relation5 suivante :
ci = gi � 1 + pi � 1gi � 2 + pi � 1pi � 2gi � 3 + : : : + pi � 1 � � � p1g0 + pi � 1 � � � p0c0

Le principe des additionneurs �a retenues anticip�ees (Carry Look Ahead)
consiste �a �evaluer de mani�ere totalement parall�ele :

� lescouples(gi ; pi )
� les retenuesci �a l'aide de la relation ci-dessus
� lessommes si = ai � bi � ci = pi � ci

1 1

s s s ss

n-1 n-1 n-2 n-2 0 0

0

0

0

1

1

1

n-1 n-1

n-1

n-1

n-2 n-2

n-2

n-2

1 0

n

n

a b a b a b a b

PG PG PG PG

p p p p

c c

c

gggg

c
c

calcul des c i

5qui sed�emontre par r�ecurrenceen utilisant ci = gi � 1 + ci � 1pi � 1.
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Calcul des retenues pour un CLA 4 bits

c1 = g0 + p0c0

c2 = g1 + p1g0 + p1p0c0

c3 = g2 + p2g1 + p2p1g0 + p2p1p0c0

c4 = g3 + p3g2 + p3p2g1 + p3p2p1g0 + p3p2p1p0c0

00112233

24 3 1

0

gpgpgpgp

cccc

c
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Remarques sur les CLA

� Probl�eme de sortancenon born�ee.
� Probl�eme d'entrance6 non born�eepour certainesportes.
� Additionneur th�eoriquement en temps constant mais logarithmique en

pratique du fait de l'ajout de portes suppl�ementaires pour r�esoudre les
probl�emesd'entranceet de sortance.

� Les CLA �a 4 bits servent souvent comme petites briques de base
(�el�ementaires ou pas) pour concevoir de plus grosadditionneurs (CLA ou
autres).

6Nombre d'entr�ees limit�e dans une porte.
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Additionneur carr y- save

On repr�esente le nombre A en base 2 avec les chi�re s ai 2 f 0; 1; 2g sur
deux�ls tels que ai = ai;c + ai;s o�u ai;c 2 f 0; 1g et ai;s 2 f 0; 1g.

A =
n � 1X

i =0

ai 2i =
n � 1X

i =0

(ai;c + ai;s )2i

0

0

b2 b0a0b1a1a2b3a3

s4 s3 s2 s1 s0

FA FA FA FA

FA FAFAFA

01122334

3 3 3 2 2 2 1 1 1 0 0 0

01122334

Touteslessommes sont obtenues dansle d�elai de 2 cellulesFA.
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Addition carr y- save de k � 3 nombres standards

Soient A, B et C trois nombres en notation non-redondante. On obtient
leur somme S en repr�esentationcarry-saveavecl'op�erateur suivant (k = 3).

ca b c a b c a b c a b c a b a b c0 0011122333444555 2

s5 s4 s3 s2 s1 s0s6

FAFAFAFAFAFA

0112233456 5 4
0 0

Plus g�en�eralement, un arbre carry-save�a h niveaux permet de r�eduire au
plus n(h) entr�ees non-redondantes selonle tableau ci-dessous. On a n(h) =
b3n(h � 1)=2c et n(0) = 2.

h 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

n(h) 3 4 6 9 13 19 28 42 63 94 141
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Mul t iplication par additions{d �ecalages

Calculons le produit P = A � B avecdes additions de deux nombreset des
d�ecalages�a l'aide de l'algorithme (s�erie{parall�ele) suivant :

1 P  � 0
2 f o r i f rom 0 t o n � 1 do
3 P  � P + ai B 2i

Util iser directement cet algorithme n�ecessite un d�ecaleur variable. On va
donc plutôt util iser une version modi� �eede cet algorithme :

1 P  � 0
2 f o r i f rom 0 t o n � 1 do
3 P  � (P + ai B ) � 2� 1

4 P  � P2n

L'op�eration de la ligne 4 est virtuelle.
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Mul t iplieur cellulaire de Braun

FA FA FA

FAFAFA

FA FA FA

FAFAFA

bj
ai ai

a bi j

FA

0

0 0 0

b b b b
a

a

a

a

p p p p p p p p

3 2 1 0

7 6 5 4 3 2 1 0

0

1

2

3

jb

a b

c

sr

Tempsde calculen O(n).
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Mul t iplieurs arborescents

Ê G�en�eration parall�ele des produits partiels ai bj

avecou sans recodagede Booth
,! tempsen O(1) (sortance ai ,bj O(log n))

Ë Calcul dela sommeencarry-savedesproduits
partiels �a l'aide d'un arbre de r�eduction
,! tempsen O(log n)

Ì Addition �n ale des 2 vecteurs de bits de
la somme carry-save avec un additionneur
rapide
,! tempsen O(log n)

2n   bits

B

A

a bi j

P

P (carry-save)

n bits

4n bits

2n bits

génération

réduction

n bits

On a doncunestructure permettant la multiplication en un tempsde l'ordre
de O(log n).
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G�en�eration des produits parti els

Dans le produit P = A � B o�u A et B sont des entiers de n bits, la
g�en�eration des produits partiels n�ecessite n2 cellules AND (ou n2 � 2n � 2
AND et 2n � 2 NAND dans le cas d'entr�eesen compl�ement �a deux).

Tousles produits partiels ai bj peuvent être obtenus enmêmetempsmodulo
le probl�eme de sortance sur lesentr�ees ai et bj .

On peut utiliser un recodage de Booth modi� �e pour diminuer le nombre
de produits partiels. Lessolutions les plus courantes en terme de recodagede
Booth modi� �e dans lesmultiplieurs arborescents sont :

� Booth 2 : recodage des ai en base 4 avec l'ensemble de chi�re s
f 0; � 1; � 2g.

� Booth 3 : recodage des ai en base 8 avec l'ensemble de chi�re s
f 0; � 1; � 2; � 3; � 4g.
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Recodage de Booth

Id�ee de Booth en 1951 : augmenter le nombre de 0 dans le multiplicateur
en le recodant avec l'ensemble de chi�res sign�es f� 1 = 1; 0; 1g.

Util isation de l' identit�e : 2i + k + 2i + k � 1 + 2i + k � 2 + � � � + 2i = 2i + k+1 � 2i

Exemple : le nombre 60 peut s'�ecrire 00111100= 01000100.

Cette m�ethode permet de transformer leschâ�nesde 1 par une �ecriture avec
plus de 0.

Mais dans certains cas on peut faire apparâ�tre plus de 1 dans la châ�ne
recod�eeque dans la châ�ne initiale !

Exemple : la châ�ne 01010101serecode par Booth en 11111111.

=) utilisation du recodagede Booth modi� �e
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Recodage de Booth modi� �e

Id�ee : ne pas recoder les 1 isol�es mais seulement les châ�nesde 1.

a7 a6 a5 a4 a3 a2 a1 a0

y7 y6 5y 4y y3 y2 y1 y0

0=a-1

ai ai � 1 ai � 2 yi yi � 1 signi�cation op�eration
0 0 0 0 0 châ�ne de 0 +0
0 0 1 0 1 �n châ�ne de 1 + B
0 1 0 0 1 1 isol�e + B
0 1 1 1 0 �n châ�ne de 1 +2B
1 0 0 1 0 d�ebut châ�ne de 1 � 2B
1 0 1 1 1 0 isol�e � B
1 1 0 0 1 d�ebut châ�ne de 1 � B
1 1 1 0 0 milieu châ�ne de 1 +0

Avantage: faire un produit de 2 nombresde n bits en bn=2c+ 1 additions{
d�ecalagesau plus.
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G�en�eration des produits parti els : Booth 2
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G�en�eration des produits parti els : Booth 3
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Gain du recodage de Booth

Cas du recodage de Booth 2 :
� Vitesse : le gain d'un �etage ou deuxsur l'arbre de r�eductiondesproduits

partiels est plus ou moins compens�e par l'�etagede recodageet g�en�eration
desproduits partiels beaucoup plus complexe.

� Surface: v�eritable gain (30 %) car on utilise les cellules de recodagepour
r�eg�en�erer le signal pour �eviter lesprobl�emesde sortance (chosequ'il faut
faire sans le recodage avec desbu� erssuppl�ementaires) et lescellulesde
g�en�erations ser�ealisentbien en CMOS.

Cas du recodage de Booth 3 :
Rarement utilis�e enpratiquecar les �etagesdeg�en�eration desproduits partiels

deviennent beaucouptrop complexes(nombreusesporteset dont certainesavec
3 ou 4 entr�ees).

A. Tisserand { Ar�enaire INRIA LIP { Conception d'op�erateursarithm�etiques: aspects mat�eriels 52/63



Arbres de r�eduction des produits partiel s

Il faut maintenant calculer la sommecarry-savedesn=2+ 1 produits partiels.
Pour cela, di� �erents typesd'arbresde r�eductionsont possibles :

� �A base de cellulesFA :
I arbresde Wallace
I arbresde Dadda
I algorithmes de r�eduction rapide

� �A base de cellules\4 donne 2"

� �A base de \gr ands" compteurs
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Arbres de Wallace

Lesarbresde Wallace7 sont des compteurs �a p entr�ees (dlog2pe sorties). Un
arbre deWallace�a 2p+1 � 1 seconstruit facilement �a partir d'arbresde Wallace
�a 2p � 1 entr�ees (un arbre de Wallace�a 3 entr�eesest une cellule FA).

W3

W3

W3

i

ii+1

i+1
0

ii i i i

i+1i+2

5W

W3

W3 = FA
aLaH

bH bL

bLaL

bLaH

bHaL

bHaH

bLaH

bLaLbHaH

bHaL

W3

W3 W5 W7
W5

W3

7C.S. Wallace. A suggestion for a fast multiplier. IEEETransactions on Computers,f�evrier 1964.
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Arbres de Dadda

Id�ee : faire le minimum de r�eduction �a chaque �etape pour gagnerun niveau
dans la suite n(h) = b3n(h � 1)=2c et n(0) = 2.

h 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

n(h) 3 4 6 9 13 19 28 42 63 94 141

8 FA + 4 HA + 1 ADD(8) 9 FA + 3 HA + 1 ADD(8)

Dadda Standard

Gain en surface pour
les grands multiplieurs.
Exemple : n = 12 bits
) 11% de portes en
moinsqu'avec un arbre
de Wallace.
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Probl�emes top ologiques au niveau cellules

Quelleest la topologiela plus e�cace et la plus simple�a g�erer?

OSZM 4to2

R�eductionde 14 bits (sansmentionner les retenueslat�erales).
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Probl�eme de layout

On doit essayer de faire des circuits carr�es.
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Addition �nale pour mult iplieurs

L'addition �na le dans un multiplieur arborescent (assimilation des retenues)
peut se faire avec un additionneur rapide. Mais de petites optimisationssont
possiblesenutilisant lestempsd'arriv�eesrelatifsdesbitsdela sommecarry-save
apr�es r�eduction(adaptation du type d'additionneur suivant les r�egions).
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Pour en savoir plus. . .

Digital Ar ithmetic

Milos Ercegovacet TomasLang

2003
Morgan Kaufmann
ISBN : 1{55860{798{6

Ar ithm �etique des ordinateur s

Jean{Michel Muller

1989
Masson
ISBN : 2{225{81689{1
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Partie 3

Deux mots sur nosobjectif s en op�erateurs
arithm�etiques mat�erielspour la crypto
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Travail actuel

� �Etude et implantation de la couche arithm�etique, puis de l'algo de
signature du projet Codessur FPGA

I repr�esentation pratique du corps F216

I op�erateurs de base: multiplication, inversion.

I contrôle global

I perfs : 0.9 s dansun FPGA XCV300 (contre 2 min en logiciel)

� �Etude et implantation de la couchearithm�etique pour RSA 1024/2048

I grande base(utilisation d'un syst�eme redondant comme pour le calcul
en multi-pr�ecision)

I calculmodulaire, RNS (residuenumber system)
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Travail �a venir

� G�en�eration automatique d'op�erateurs de base pour di� �erentes
repr�esentations

� G�en�eration automatique du contrôle global

� Pipeline pour augmenter les performances

� et???
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Fin

Questions?

Pour me contacter :
� arnaud.tisserand@ens- lyon.fr
� http://perso.ens- lyon.fr/arnaud.tisserand/
� Laboratoire LIP. ENSLyon. 46 all�eed'Italie. F-69364Lyon cedex07.

Merci.
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