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2ETIS, ENSEA, Université de Cergy-Pontoise, CNRS UMR 8051, F-95000 Cergy-Pontoise, France

3INRIA, Campus de Beaulieu, 35042 Rennes Cedex, France
imed.hadj-kacem@ensea.fr, noura.sellami@isecs.rnu.tn

Inbar.Fijalkow@ensea.fr, Aline.Roumy@irisa.fr

Résumé – Dans ce papier, nous proposons d’optimiser conjointement le nombre des symboles pilotes et l’allocation des puissances pour les
canaux MIMO (Multiple-Input Multiple-Output) non sélectifs en fréquence quand un détecteur basé sur le critère Maximum A Posteriori (MAP)
est utilisé en réception et quand les symboles pilotes et de données peuvent avoir des puissances différentes. Nous calculons une expression ana-
lytique du Rapport Signal à Bruit (RSB) à la sortie du détecteur MAP. En se basant sur cette expression, nous définssons un RSB utile qui tient
compte de la perte en termes de débit due à l’utilisation des symboles pilotes. Nous trouvons que la longueur optimale de l’intervalle d’appren-
tissage maximisant le rapport signal à bruit utile est égale au nombre d’antennes en émission quand l’optimisation est effectuée conjointement
avec celle de l’allocation des puissances

Abstract – In this paper, we jointly optimize the training interval length and the power allocation for MIMO (Multiple- Input Multiple-Output)
flat fading channels when a Maximum A Posteriori (MAP) detector is used at the receiver and the training and data powers are allowed to be
different. We calculate the equivalent Signal-to-Noise Ratio (SNR) at the output of the MAP detector. Based on this expression, we define an
effective SNR taking into account the data throughput loss due to the use of pilot symbols. We find that the optimal length of the training interval
maximizing this quantity is equal to the number of transmit antennas when we jointly optimize the length of the training interval and the power
allocation.

1 Introduction

L’utilisation des systèmes MIMO (Multiple-Input Multiple-
Output) est motivée par le gain significatif en termes de capa-
cité qu’ils permettent d’obtenir notamment quand le canal est
connu [1]. En pratique, le canal est estimé en utilisant des sym-
boles pilotes connus par le récepteur. Quand le nombre de sym-
boles pilotes augmente, l’estimée du canal devient plus fiable.
Cependant, ceci entraı̂ne une perte en termes de débit utile.
Ainsi, un compromis doit être trouvé. Dans [2], une solution
basée sur la maximisation de la borne inférieure de la capacité
du canal a été proposée pour des canaux MIMO non sélectifs
en fréquence. Dans [3], la solution proposée consiste à optimi-
ser la longueur de la séquence d’apprentissage en minimisant
le rapport de l’Erreur Quadratique Moyenne (EQM) de l’esti-
mation du canal sur le débit utile pour un canal non sélectif
en fréquence. Dans [4], nous avons considéré une transmis-
sion sur un canal SISO (Single-Input Single-Output) sélectif
en fréquence quand un égaliseur basé sur le critère Maximum
A Posteriori (MAP) est utilisé. Nous avons proposé de maxi-
miser un Rapport Signal à Bruit (RSB) utile que nous avons

calculé à la sortie de l’égaliseur MAP et qui tient compte de la
perte en termes de débit due à l’utilisation des symboles pilotes.

Dans ce papier, nous proposons de généraliser notre étude
de [4] au cas des systèmes MIMO non sélectifs en fréquence.
Nous considérons un détecteur MAP en réception. L’estima-
tion du canal est effectuée selon le critère des Moindres Carrés
(MC) [5]. Quand les symboles pilotes et de données peuvent
avoir des puissances différentes, nous trouvons que la longueur
optimale de l’intervalle d’apprentissage maximisant le rapport
signal à bruit utile est égale au nombre d’antennes en émission.
Ce même résultat a été trouvé dans [2] en maximisant la borne
inférieure de la capacité du canal et dans [3] en minimisant le
rapport de l’erreur quadratique moyenne de l’estimation du ca-
nal sur le débit utile pour un récepteur itératif.

Dans ce papier, les scalaires et les matrices sont en minus-
cule et en majuscule respectivement et les vecteurs sont sou-
lignés. L’opérateur (.)T indique la transposition et Im désigne
la matrice identité de dimensions (m×m).



2 Modèle du système
Nous considérons un système MIMO avec nE antennes émet-

trices et nR antennes réceptrices. Les bits d’information en
entrée sont modulés selon la modulation de phase à 2 états
(MDP-2) dont l’alphabet est A = {−1, 1}. Nous supposons
que la transmission se fait par blocs. Chaque antenne émettrice
émet des blocs de T symboles dont les Tp premiers sont des
symboles pilotes. Le canal est supposé invariant durant un bloc
et peut changer d’un bloc à l’autre. Nous supposons également
que les puissances des symboles pilotes et de données peuvent
être différentes. Le signal reçu en bande de base échantillonné
au rythme symbole à l’instant k à l’antenne réceptrice p est
donné par
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et X est la matrice contenant les symboles pilotes émis par
les différentes antennes émettrices. Sous l’hypothèse que Tp ≥
nE , l’estimée aux moindres carrés du canal est donnée par [5] :
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Nous supposons que les séquences d’apprentissage ont des pro-
priétés idéales d’autocorrélation et d’intercorrélation, c’est-à-
dire XT X = TpInE . Ainsi, nous obtenons
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3 RSB équivalent à la sortie du détecteur
MAP

Nous considérons un détecteur MAP en réception. Selon (1),
le signal reçu sur les nR antennes réceptrices à l’instant k, pour
Tp ≤ k ≤ T − 1, est donné par :

y
k
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dHxk + nk, (5)
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k , x
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et H est la matrice du canal. Pour détecter les symboles trans-
mis, le détecteur MAP calcule les probabilités p(x(i)

k = x|y
k
),

pour 1 ≤ i ≤ nE et x ∈ {−1, 1}. Puisque les symboles trans-
mis sont équiprobables, le détecteur MAP peut calculer uni-
quement les probabilités p(y

k
|x(i)

k = x) données par :
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où X1 est l’ensemble de toutes les valeurs pouvant être prises
par xk avec x

(i)
k = x. La probabilité p(y

k
|xk) est donnée par :
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En généralisant l’étude faite dans [6], nous montrons que le
rapport signal à bruit équivalent à la sortie du détecteur MAP
est donné par :
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4 Optimisation conjointe de la longueur
de l’intervalle d’apprentissage et de
l’allocation des puissances

Augmenter le nombre de symboles pilotes engendre une amé-
lioration de la qualité de l’estimation du canal mais aussi une
perte en termes du débit utile. Ainsi, pour tenir compte de cette
perte, nous définissons, comme dans [4], un RSB utile à la sor-
tie du détecteur MAP comme suit :

RSBu,eq =
T − Tp

T
RSBeq. (9)

Notre objectif est de maximiser le RSB utile sous une contrainte
d’énergie totale transmise par bloc et une contrainte de la lon-
gueur totale du bloc. Ainsi, nous définissons le problème d’op-
timisation suivant
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où Td est le nombre de symboles de données par bloc et σ2
t T

est l’énergie totale transmise par bloc.
Nous exprimons la fraction de l’énergie allouée aux symboles
de données par bloc par :

σ2
dTd = ασ2

t T, 0 < α < 1. (11)
Ainsi, l’expression du RSB utile devient

RSBu,eq =
σ2

t (T − Tp)α(1− α)
(1− α)(T − Tp) + nEα

(12)

qui ne dépend donc que de α et de Tp, pour des valeurs fixées
de σ2

t , T et nE . Le problème (10) est alors équivalent à



max RSBu,eq(Tp, α)
s.c.
nE ≤ Tp ≤ T − 1
0 < α < 1

(13)



Les contraintes sont ainsi devenues indépendantes puisque cha-
que contrainte ne dépend que de α ou de Tp [7, p133], ce qui
permettra de simplifier la résolution du problème comme le
montre la proposition suivante :

Proposition 1 Quand T 6= 2nE , la longueur optimale de l’in-
tervalle d’apprentissage et la puissance optimale des symboles
pilotes maximisant le RSB utile sous les contraintes de (10)
sont respectivement données par :
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2
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t T
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)
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Quand T = 2nE , la solution de (10) est :

T ∗p = nE

σ∗
2

p = σ2
t T

2nE
.

(15)

La preuve complète de la proposition est donnée dans l’An-
nexe.

5 Résultats des simulations
Dans cette section, nous proposons de valider nos résultats

analytiques par des simulations. Figure 1 montre les perfor-
mances, en termes de Taux d’Erreur Binaire (TEB), à la sor-
tie du détecteur MAP en fonction de RSBu = T−Tp

T RSB où
RSB est le rapport signal à bruit à l’entrée du détecteur MAP
pour T = 256, σ2

t = 4dB et nE = nR = 2. Les coefficients du
canal hji sont modélisés par des variables aléatoires complexes
gaussiennes centrées de variance 0.5. Dans nos simulations,
nous considérons différentes valeurs de Tp et de σ2

p. D’après
notre étude théorique, T ∗p = nE = 2 et σ∗

2

p = 14.18dB.
Les simulations confirment que le détecteur MAP présente ses
meilleures performances quand la valeur de Tp est minimale et
pour σ2

p = σ∗
2

p .
Sur la Figure 2, nous représentons les puissances optimales

des symboles pilotes et celles de données maximisant le rapport
signal à bruit utile pour nE = 5, σ2

t = 6dB et pour différentes
valeurs de T , la longueur d’un bloc. Notons ici que σ∗

2

p est
donnée par (14) quand T 6= 10 et par (15) quand T = 10 et
σ∗

2

d est donnée par :

σ∗
2
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t T − σ∗
2

p nE
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Les courbes représentées en lignes continues sont obtenues en
utilisant notre étude. Celles tracées en lignes discontinues sont
obtenues en utilisant les résultats de [2]. Nous remarquons que
le critère de la maximisation du rapport signal à bruit utile
donne les mêmes résultats que celui qui se base sur la maximi-
sation de la borne inférieure de la capacité du canal [2]. Nous
vérifions également que lorsque T augmente, σ∗

2

p augmente.
Notons finalement que quand T = 2nE , σ∗

2

p = σ∗
2

d = σ2
t .

Ce résultat peut être démontré en utilisant les équations (15) et
(16).
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FIG. 1 – TEB en fonction de RSBu à la sortie du détecteur
MAP pour T = 256, σ2

t = 4dB et nE = nR = 2.

6 Conclusion
Dans ce papier, nous avons considéré le problème d’optimi-

sation conjointe de la longueur de l’intervalle d’apprentissage
et de l’allocation des puissances pour les canaux MIMO non
sélectifs en fréquence quand un détecteur MAP est utilisé en
réception. Nous avons défini un rapport signal à bruit utile à
la sortie du détecteur MAP. Nous avons montré que la lon-
gueur optimale de l’intervalle d’apprentissage maximisant le
RSB utile est égale au nombre d’antennes en émission et nous
avons donné l’allocation optimale des puissances.

7 Annexe
Soient {t, α} ∈ [nE , +∞[×]0, 1[ et g(t, α) = σ2

t (T−t)α(1−α)
(1−α)(T−t)+nEα .

Ainsi, RSBu,eq = g(Tp, α).
Nous considérons maintenant le problème d’optimisation sui-
vant : 




max g(t, α)
s.t.
nE ≤ t ≤ T , 0 < α < 1

(17)

Puisque les contraintes sont indépendantes (chaque fonction de
contrainte dépend uniquement de α ou de t), il est possible
de commencer par maximiser la fonction objective en fonc-
tion de α ensuite en fonction de t. Le problème (17) est alors
équivalent à deux sous-problèmes [7, p133]

α∗(t) = arg max
α∈R

{g(t, α), 0 < α < 1} (18)

et
t∗ = arg max

t∈N
{g(t, α∗(t)), nE ≤ t ≤ T} (19)

Puisque, pour une valeur fixée de t 6= T − nE , ∂2g
∂α2 < 0. g

est alors concave en fonction de α. Ainsi, quand t est fixée, g
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possède un maximum unique atteint pour α = α∗(t) telle que

α∗(t) =
(T − t)−

√
nE(T − t)

T − t− nE
(20)

Ainsi, pour une valeur donnée de Tp 6= T−nE , le RSB utile est
maximisé pour une valeur de la puissance pilote σ2

p = σ∗
2

p (Tp)
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σ2

t T
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Notons que lorsque t = T −nE , α∗(t) = 1
2 et σ∗

2

p (T −nE) =
σ2

t T
2(T−nE) .
En se basant sur (20), nous notons que 0.5 < α∗(t) < 1
quand nE ≤ t ≤ T − nE − 1 et 0 < α∗(t) < 0.5 quand
T − nE + 1 ≤ t ≤ T − 1. Cette remarque sera utile dans la
suite de la preuve.
Nous voulons maintenant résoudre le problème d’optimisation
combinatoire donnée par (19). Pour se faire, nous séparons l’in-
tervalle [nE , T ] en trois sous-intervalles et nous analysons la
fonction objective g(x, α∗(t)) sur ces sous-intervalles. Nous
considérons également les deux cas où T 6= 2nE et T = 2nE .
1. Quand T 6= 2nE

Supposons que T > 2nE . Soit M = maxTp,α RSBu,eq . En
utilisant l’optimisation combinatoire, M = max{m1,m2,m3}
où

m1 = maxnE≤m≤T−nE−1 g(m,α∗(m)),m ∈ N
m2 = maxTp=T−nE ,α g(Tp, α)
m3 = maxT−nE+1≤m≤T−1 g(m,α∗(m)),m ∈ N

(22)

Soit t ∈ [nE , T − nE − 1] et G(t) = g (t, α∗(t)). Puisque
G′(t) < 0, G est une fonction décroissante et max(G) =
G(nE). Ainsi, m1 = g(nE , α∗(nE)). D’autre part, m2 =
maxα g(T − nE , α) = g(T − nE , 1

2 ) = σ2
t

4 . Soit maintenant

ft(α) = g(t, α) − σ2
t

4 . Pour t = nE , ft(α) > 0 pour tout

0.5 < α < 1. Puisque α∗(nE) ∈]0.5, 1[, alors m1 >
σ2

t

4 = m2.
De la même manière, nous prouvons que m3 = g(T − nE +
1, α∗(T − nE + 1)) et m3 < m2. Ainsi, m1 > m2 > m3 et la
solution de (10) est donnée par
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Maintenant, quand nE < T ≤ 2nE , M = m′
3 où

m′
3 = maxnE≤m≤T−1 g(m,α∗(m)),m ∈ N (24)

On peut facilement voir que m′
3 = g(nE , α∗(nE)). Ainsi
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)
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2. Quand T = 2nE

Dans ce cas, M = max{m2, m3} où

m2 = maxTp=T−nE ,α g(Tp, α)
m3 = maxT−nE+1≤m≤T−1 g(m,α∗(m)),m ∈ N (26)

De la même manière que dans le premier cas, nous prouvons
que m2 > m3. Ainsi

T ∗p = T − nE = nE

σ∗
2

p = (1− α∗(nE))σ2
t T

nE
= σ2

t T
2nE

(27)
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