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On considere le probleme de Cauchy sous forme autonome :

yit) = fly(®)
{y(to) = Y ’ 0.1)

ou f est une fonction définie si®? et y, un point deR¢. On suppose en outre gifeest continue
et globalementLipschitzienne, de sorte que pour taytc R, le systeme(.1) admet une solution
globale uniquesurR. L'application flot exacty,(y) est ainsi définie pour tout, y) € R x R¢. On
suppose en outre dans tout ce chapitre fjst suffisamment réguliere, par exemple ici quest
indéfiniment diff érentiable.

De tres nombreux problemes applicatifs sont mis en éguat I'aide d’un systeme d’équations
differentielles de la forme)( 1) (voir par exemple le mouvement a deux corps dans le coinsatjuc-
tion). Au moment de I'approximation numeérique, il est eggaire (connaissant une valeur initiale) de
pouvoir calculer une ou plusieurs valewy(d;), y(73)... L'objet de ce cours est I'étude des méthodes
qui permettent d’opérer ce calcul (a I'aide d’un ordinajeOn va aussi répondre aux questions sui-
vantes : existe-t-il des méthodes arbitrairement pesc?sQuelles sont les conditions a imposer pour
gue la solution numérique approche la solution exacte @uain ordre ?

1 Définition du flot num érique et de 'ordre local

L'exemple le plus élémentaire est la méthode d’Eulerswaindivise l'intervallg0, 7] en0 = ¢, <
t1 <...<ty=T,t; =ty + nh et, pourt voisin det,,, on utilise les approximations

Y(tni1) — y(tn)
h

y(t) ~

et
Fly() = f(y(tn))

En reportant dans I'eéquation difféerentielle, on aboatidh méthode d’Euler :

Yn+1 = Yn + hf(yn)



ouy, = y(t,). En commencant aveg pourn = 0, on calcule de proche en proche (récursivement)
Y1, Yo,... jUSQU'AYN QUi €St sensé fournir une valeur approchéepdéy,) = y(7'). On verra que,
lorsqueh — 0,0nayy — y(T'). Cela montre I'existence d’'une méthode d’approximatiomarique.

ti=to+h t t1=th+h
Explicite ! 0 0 Implicite ! 0

Fic. 1 — Méthodes d'Euler

Définition 1.1 On appelle flot nu@ique une applicatiow,, définie surl x R¢ dansR¢ oli I est un
intervalle ouvert contenartl, telle que, pour tout € I et touty € R¢, ¢, (y) soit une approximation

deyn(y).

Exemple 1.2 Pour la nethode d’Euler explicite &finie ci-avant, on a

on(y) =y +hfy)

Le flot nungrique assod@ a la méthode d’Euler implicite (voir figurd) est quanta lui donré par
I’ équation

on(y) =y +hf (cbh(y))

Définition 1.3 Soit ¢;, un flot nun@rique. On dit quep, est d’ordrep si il existe une fonctiom de
I x R? dansR? ou I est un intervalle ouvert d& contenant), continue et telle que

on(y) = enly) + W e(h,y) (1.2)

1.1 Meéthodes de Runge-Kutta

Les méthodes de Runge-Kutta sont une généralisatiositpgegcomme le sont par ailleurs les
méthodes multipas dont nous ne traiterons pas dans ce) cleuiess méthode d’Euler explicite.
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Définition 1.4 Soient € R* etA € M,(R), respectivement un vecteur et une matrice de coefficients
a valeurs eelles. Les relations suivantes

Vi = yo+hd_a;f(Y), i=1,...5s,
yio= Yo+ hy o bif(Y)),

définissent un pas de laagthode de Runge-Kutta reet( A, b). Les vecteury; sont lesttapes internes
de la nmethode, tandis qug, désigne I'approximation ag@s un pas.

(1.3)

Remarque 1.5 LorsqueA est triangulaire inérieure stricte, la rethode est ditexplicite Il est en
effet ai®¢ de voir que legtapes interne%y, ..., Y, peuventtre calcukes successivement dans cet
ordre en fonction de quanés ceja évallees. En toute@réralité (A quelconque), la thode est dite
implicite, et recessite la &solution d’'un sys&tme non-ligaire (pour un chamg non-linéaire) par
une néthode iérative (néthode du point-fixe ou variante de la&ethode de Newton). Lesétihodes
de Runge-Kutta sontagéralement repgsenées par leur tableau de Butcher (dans lequel on prend
c=Aloul=(1,...,)T € R%):

ci|ayp ... Qg
(1.4)

Cs | Qg1 ... Qgs
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Exemple 1.6 Les neéthodes d’Euler, respectivement explicite et implicibatsepesentables par les

tableaux respectifs suivants :
0]0 ot 1]1
1 1

La methode dite “de Runge” est repsentable par le tableau :

0 0 0
1/2(1/2 0
0 1

Exemple 1.7 Supposons qug soit scalaire et ligaire, de la formef(y) = Ay, A € C. Alors le flot
nunérique ¢*X assock a une néthode de Runge-Kutt@, b) est doni pourh suffisamment petit
par

vy € R, ¢ (y) = R(Ah)y

ou

R(z) =1+ 20" (I —zA)™1
La fonctionR est appete fonction de stabikt de la néthode de Runge-Kutta : lorsquB(z)| < 1,
la méthode est dite stable.



1.2 Meéthodes de composition

Soit ¢, le flot numérique d’'une méthode fixée, tel que

on(y) =y + hf(y) + O(h?)

Soient alorsyy, ...,vs des nombres réels. La compositiond@gpour les pas; i, ..., vsh

Un = Qyn 0+ 0 Oy (1.5)

est appeléenéthode de compositionL'intérét de ce genre de composition est qu'’il est pdssile
choisir les coefficientsy, ...,vs de maniere a ce qug, soit plus précise que,, tout en concervant
les propriétés géométriques de Ainsi, si le flot numérique,, est symplectique, il en sera de méme
devy,, Si ¢, conserve le volume, aloks, également, ...

Exemple 1.8 Supposons qug, soit le flot nun@rique asso@ a la méthode suivante (d’ordrg)

Snly) =y + I () + 507 (0) ) = ouly) + OH)

Alors, la composition

wh - Cb'ygh o Cb'yzh o Cb'nh
avecy; + 72 + v3 = 1 et} + 93 + 73 = 0, verifie
Un(y) = on(y) + O(hY)

et est donc asymptotiguement pluggse que la iethode d’Euler (elle est d’ordre au moi}

1.3 Meéthodes de splitting

Les méthodes de splitting reposent sur une decompositiditive du champ de vecteyren 2
(ou plus dans le cas général qu’on ne traitera pas ici)tiome que I'on sait intégrer, soit exactement,
soit numeériquement :

fy) = fily) + f2(v).

Supposons par exemple que les flots exagtst o2 associées aux deux systemes

y = fi(y) andy = fi(y),

avec méme condition initale puissent étre calculésrdilpartant d’une valeur approchggde la
solution, on calcule

On(yo) = (5, © 1) (Yo) OU B} (y0) = (21 © ©7) (Wo)-



On rappelle qu’en raison des propriétés du flot exact, gh,a= (©',)~! et de méme poup? de
sorte quey; est I'adjoint deg,, i.e.

Les deux valeurs; (o) eton(yo) sont des approximations d’ordtele la solution exacte, comme on
peut le voir a partir des premiers termes du développeererérie de Taylor :

onw) = oh(vh) = b (30 + hfa(wo) + O(2))
— g0+ hfalyo) + O(2) + i (o + haluo) + O(h%)) + O(?))
= Yo+ h(f1(yo) + fz(yo)) +O(h?)
= o+ hf(yo) + O(h?)

Les formules pou, et ¢; sont connues sous le nom de formuled.aeTrotter. Une autre formule
célebre est la formule d&trangqui correspond a la composition suivante

Bh = Phya © Ph © Phya
On vérifie facilement qu’elle est d’ordge

Remarque 1.9 Il est clairement possible deegéraliser cette technique dans deux directions :
— en cecomposanf en N > 3 parties

Fw)=>_fiy)

puis en considrant les nethodes de ma forme
1 2 N
On = PR 0 PR 0 0Py

— en composant les flots nénguesy, and¢; (par exemple) pour obtenir destiodes d’ordres
plusélees.

2 Transport et accumulation des erreurs locales : erreur glbale

L'erreur globale c’est-a-dire I'erreur d’approximation de la solutionaeke a I'extrémitél’ de
l'intervalle d’intégration, résulte du transport et deccumulation en bout d’intervalle des erreurs lo-
cales. Dans ce paragraphe, nous estimons cette erreutegpaha des flots numériques quelconques
d’ordres au moing.

Soit donc, pour un flot numériqus,, la sequence des approximations numeériques

Yir1 = On(Yi) (2.6)
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associée a une subdivision a pas 7'/N constant, = 0, ¢4, ...,ty = T de l'intervalle d’intégration
[0, T']. L'objectif est d’estimer la quantité

E = onu(yo) — yn- (2.7)

Une majoration de|E|| peut alors étre obtenue en remarquant guest la somme des erreufs,
(voir la figure2) et en écrivant donc :

E = onn(yo) —yn

=

-2

= (enn(yo) — ev—1n(y1)) + (ev—in (k) — Lv—k—1n Wrs1)) + (en(yn-1) — yn)

e
I

N-2

= Ei1+ ) B +En (2.8)

k=1

ou chaque term&), représente la contribution de I'erreur locale= ¢, (yx—1) —yx & 'erreur globale.
Supposons maintenant que le flot numérique considgrést d’ordrep, de sorte que sur tout
compactk C R¢, il existe une constant€é > 0 pour laquelle

lex|| < CRPH! (2.9)
On rappelle maintenant une version simplifiee du lemme de@all :

Lemme 2.1 Pourt; € [0, 7], soienty;_, (y) ety;—, (7) les solutions exactes de.() avec conditions
initiales respectiveg ety ent = t,. Soit en outrel. la constante de Lipschitz desurR?. Alors, pour
toutt danslt;, T, on a

et (y) — e, )| < |ly — Glle™T (2.10)

Théoreme 2.2 SoutK, C R™ un voisinage compact de la solution exagtéy,), t € [0,7] de 0.1)
de la forme
K,={yeR%3t € [0,T]]ly —ee(wo) < 0}, p>0

Alors pourh suffisamment petit (i.€V suffisamment grand), I'erreur globale est majerpar

1B < hp% (e —1) (2.11)

ouh=T/N.

Preuve. Le flot numériquep, étant d’ordrep, pour unhy > 0 dans/ donné, on peut majorefh, y)
sur|0, ho| x K, par une constanté > 0. Supposons que la séquence gesoit toute entiére contenue
dansk,. Alors, d’apres le lemme de Gronwall, on a

N T
IE| < Ch? Y~ het Tt < ChP / elT=a < hp% (e —1)
k=1 0
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FIG. 2 — Transport et accumulation des erreurs locales.

Maintenant, sh est tel que
hp% (6L(T—to) _ 1) < p

alors on peut montrer par récurrence que la séquence; eessort pas du compaéf, et donc que
I'estimation obtenue est valable. [

Remarque 2.3 Le theoreme reste valable pour une subdivision de l'intervalle @grationa pas
non constants. |l fait alors remplacérpar le maximum de§;.; — t;).

3 Deétermination des conditions d’ordre pour les néthodes de
Runge-Kutta
Il est clair qu’'une estimation du typé.@) ne peut reposer que sur un développement en série de

Taylor des deux flotg,, et ¢,. On rappelle donc dans le paragraphe suivant, la forme @t e
développement de Taylor d’'une fonction a plusieurs s



3.1 Rappel de calcul diferentiel

Série de Taylor pour d variables : poury € R? fixé et A € R?, on rappelle que toute fonction
f deRR? dansR¢ indéfiniment differentiable est développable en séedaylor

fily+A) = Zl‘zz Z Pfiy) A ..n, (3.12)

o=1 T ji=lja=1 o= 8%18‘%2”' Yia

Sous cette forme, les termes de la série sont difficilesrdpuger, et on leur préfere la représentation
compacte suivante, basée sur les formes multilinéaires :

fP%) : RIxRYx ... xR — R4
(A(l ’.“’A(q)) — f(q)(y)<A(1), ) __’A(q)>

ou les composantes de ce vecteur sont définies par

d

Viel.od (fOm)(a0,.a0)) = ZZ D i (RN RN

n=lj2=1  jg= 8%18‘%2”' Yia

Il est important de noter les deux propriétés suivantes :
— l'application f(@(y) est linéaire en chacun de ses arguments ;
— Sio estune permutation dgd, . .., ¢}, alors

F9(y) ( AL A(q)) = F@(y) ( AL A(o(q)))

La série de Taylor d¢ peut donc aussi s’écrire

fly+A)= Z < ..,A)

q termes

Généralement, cette série ne converge pas. C’est lanrpsur laquelle, on lui préfere la version
tronquée avec reste.

Formule de Taylor avec reste inégral : poury € R? fixé et A € R?, on rappelle que toute
fonction f deR? dansR¢ indéfiniment differentiable est développable en séedaylor avec reste

fly+A4) = +Z f(q < )+RN+1(@/>A)

ou
La—onN
RN+1(y,A):/ %fW“)(yHA)(A,...,A)dt
O .
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3.2 Les premier termes

Avant de poursuivre de maniere systématique, consiggrar exemple -et en raison de sa simpli-
cité- le flot numérique,(y,) associé a la méthode d’Euler implicite :

n(yo) = wo+ hf(on(vo))-

En remplagant dans le membre de draitéy,) pary, + O(h) et en développant, puis en réitérant le
processus avec I'approximation ainsi obtenue, on obtigrtessivement

on(yo) = wot+h fly) +O?),
=

= Zetwo)|,_,
(o) = wo+h  flyo) +0° f'(yo)f(yo) +O(R?).
—— —_—
:%%(yo)hzo :%%(yo)‘

t=0
Le développement de Taylor dg,(yo) & I'ordre 2 ne fait donc apparaitre que des dérivées de la

solution exactey; (o) au pointt = 0. Cependant, une itération supplémentaire permet diible
terme d’ordre3

8 (7o) (0)F o) + 57" (0) () F(30)) ).

- -
g

# Loeo)|_ =1 W) (o) F(wo)+£" (wo) (£ o) f o)

qui lui, ne coincide pas ave%igot(yo)’ . Le développement de Taylor & tout ordre @gyo)
t

nécessite ainsi de distinguer chacune des dérivées teest bien sir legitime d’omettre I'argu-
menty, (ce que nous ferons désormais) ddiig,), f'(vo), f”(vo), -.., c€ qui allege I'écriture, mais
ne suffit pas a rendre lisible I'ensemble de la série. Umapimation supplémentaire tient a I'oc-
curence de coefficients devant chacun des termes (par exdenpbefficientl /2 devantf”(f, f))
gu'’il est indispensable de pouvoir calculer. Pour toutesraésons, il a été tres tot proposé (Cayley
1857, voir [?]) de représenter ledifferentielleselémentairesle f par des arbres racinés, c’est-a-dire
des graphes orientés (par convention vers le haut, lag@tant “au pied de I'arbre”) et sans cycle.
Dans les deux paragraphes suivants, nous construisonédebppements “en arbre” des séries de
Taylor de la solution exacte;, (yo), puis de la solution numeériqueg,(y,) obtenue par une méthode
de Runge-Kutta.

3.3 Derivees de la solution exacte

La solution numérigue ne pouvant étre développée gideation des dérivées dg il convient
d’exprimer %apt(yo)‘t_o, %apt(yo) , ..., Suivant la méme base. Pour les quatre premieregdsr
- t=0
deyn(yo), On obtient :

d
E%(‘%)

t=0



@@t(yo) o = f'f
!
d3
ﬁ@«%) = f//<f7f)+fyfyf
t=0
v o
4
%@t(yo) = f"(LEND+H D+ GO+ LOH+FED+ P

= YLD+ LN+ N+ IS

N

A chaque élement differentigl, f'f, ..., a été associée la représentation graphique dhne adont
l'interprétation peut maintenant &tre décrite en 3 f®in

1. la racine de I'arbre, comme tous les noeuds, correspol&ément differentiel obtenu en
dérivantf un certain nombre de fois (par rappor)a

2. si un noeud possedebranches, alors la fonctiohest dérivée: fois. C'est alors une fonction
multilinéaire ak arguments;;

3. lei — eme argument de cette fonction est I'eélément diffésdrtorrespondant a la— eme
branche issue de ce noeud.

L'équivalence entre arbres et éléments differenpelst maintenant &tre décrite formellement :

Définition 3.1 L'ensemblel” des arbres estéfini récursivement par :
l. ,€7.
2. 7=[r,...,7) €T ssi(r,...,7) € T

La notation|ry, ..., 7] désigne I'arbre obtenu en connectant kebranchesry, ..., 7, & une nou-
velle racine commune. Lordre des branches n'importe pas,gius que 'ordre des arguments de

"(f'f, [),ouf"(f, f'f, f). Par exemple, on notera

[o: @ o] = .\I/. [lo]: of = J [lo; o]] = Y [[[o]]] :i
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! v !
f'f 1(f, f) f'ff

=
9
S~—
haur )

d Ofi d > fi d ofi 9f;
E(7) | fi Zj:l ayjfj Zj:l,k:l mfjfk Zj:l,k:l ayja_ysz

Définition 3.2 A tout arbrer de7, on associe Blement difrentiel F'(7) défini recursivement par :

1. Fle)(y) = f(v),
2. F([ri, 7)) (@) = S (F) @), Fr)() ).

Conformément & I'usage en vigueur dans ce paragraphe,amattons dang'(7)(y) 'argument
y lorsqu’aucune confusion n’est possible, et notéiis) en lieu et place dé'(7)(y). Les premiers
termes du développement de Taylorggy,) peuvent alors s’écrire sous la forme

cntw) = w+hf+ o (£F)+ L+ 1)
4

F (G E D R3NP FGD + ST+
(FO) + F(E))

3

h? h
= Yo+ hF(e) + gF(I) + 37

h4

+I(F<W) + 3F<vt> - F<Y> + Fé)) +o

Si I'ordre |7| d’un arbrer est défini comme son nombre de noeuds, on peut vérifier guartees
d'ordre ¢ apparaissent tous dar& ¢:(yo)|,_,- Il reste finalement & déterminer le coefficientr)

qui apparait devant chaque arbre= 7. La tache est facilitée par l'introduction du coefficietd
normalisations suivant :

Définition 3.3 On céfinit la synétrie o(7) d’'un arbreT € 7 récursivement de la maére suivante :
1. o(e) = 1.

2. Si(m,...,m) € T* sontn arbresdistincts etry, ry, .. ., 7, k entiers non nuls, et si
T = TlyeeeysTlyeeesTky---s Tk,
1 Tk
alors

o(r) = H rilo(m)".
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FIG. 3 — Arbres d’ordres inférieursfet coefficients de symétrie associés.

Les arbres d’ordres a5 sont énumeérés dans le tableaainsi que les valeurs deassociées.
On alors le résultat suivant :

Théoreme 3.4 Le flot exacty, (1) est ceveloppable enésie formelle eton a :

t\TI
i(yo) = yo + Z i) (3.13)
TET

ou le coefficienty(7) est cfini recursivement de la masre suivante :
1. v(e) = 1,
k
2. 9[- ml) = 17 TT=y v (m)-

Preuve. |l suffit de vérifier a posteriori que, (y,) donné par le développemet{3 est solution de
I'eéquation intégrale satisfaite pat(y,), a savoir

o) =+ ' Fleulyn))ds

A cet effet, on calcule :

Fewo)) = Fluo+ D)= Fluo +Zk,f(’“< A (3.14)
k fois

ou

|7]
A=Y I F ()

TE’T
En développant cette somme, on obtient donc

Al gl
Flee(wo)) = F(wo +Z Z e tl7 Tmt( . ‘.w%k)f(k)(F(ﬁ),...,F(%k)>

k=1 T71,..,
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On observe alors que, $i = [7,..., 7], on a par définition de&"'(7),
suivantes

7| et y(7), les ralations

F® (F(%l), L F(%k)> — F(r)
A I o g

8 (7) = v(7)

et ()0

7l

de sorte qu’en réécrivamt= [r,...,71,..., Tm,- .., Tm] OU l€es7; sont désormais supposés distincts

™m

1
deux adeux €} ’" r; = k, il vient

o(7) o) = () -+ (7)™ =

1' Tm'
On peut donc remplacer la somme surfesplets d’arbresq, ..., 7, par une somme sur les arbres
T =1|n,...,T &k branches : il faut cependant prendre garde au fait que-lgdets7, . .., 7, sont

ordonnés, alors que les branches-de le sont pas, et donc diviser pfa'rk,’“—"' On a finalement

Flowo) =

2 5(r)y(7)

=1
|| F(T) (3.15)

et donc
7l

y0+/0 fps(yo)) = y0+ZWF(T)

3.4 B-<ries et ceveloppement de la solution nurarique

Bien qu'il soit possible de construire le développemensérie de Taylor de, (y,) directement,
la tache est rendue plus aisée par I'introduction du qoinde B-séries, dont nous verrons plus loin
gu'’il permet en outre de résoudre quelgques questions pde®liées a la préservation des invariants.

Définition 3.5 Soita une application de I'ensemble des arbfEversR. On appelle B-grie la srie
formelle suivante :

hl7l
o(7)

B(a,yo) = yo+ Y ——a(r)F(7)(%0) (3.16)

Remarque 3.6 Dans le cas §réral, une B-g&rie n’est pas convergente : c’estjd le cas lorsque le
champ de vecteuf est lintaire et scalaire pour lequel laésie est entre. |l faut donca ce stade
consicerer la £rie comme formelle.
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Lemme 3.7 Soit B(«, y9) une B-&rie. Alorsy, + hf (B(a,y@) est encore une Bésie et on a la
relation suivante

Yo + hf(B(a, yo)) = B(5, o)

ou [ est cefini recursivement par

1. B(e) =1
2. sitT=[mn,..., 7] alors (1) = a(n) ...a(m).
Preuve. La preuve est quasiment identique a celle du théorgrd=n prenant
A = B(a, yo) = Yo

dans la formule.14), on obtient I'équivalent de formule(15 ou I'on a essentiellement remplacé
1/ypara:

|7]—1
f(Blow) = fa+ X o ca(n).a(m)F(r)

de sorte que

7]
vo+hf (Blasw)) = wo+> (f(T)ﬁ(T)Fm.

Afin de déterminer le développement en série du flot nigoére,(y,) associé a une méthode
de Runge-Kuttg A, b), nous supposons que chaque étape intéfneouri = 1,...,s, peut étre
représentée par une B-série de coefficientpouri = 1, ..., s. Pour chagque arbre, on notea(r)

le vecteur de&R®* de composantes;(7),7 = 1, ..., s. Les équations liant les; conduisent alors aux
relations :

Y;':yO‘FZai,jhf( Oép?/o)) _y0+za2j (35 90) — <Zazgﬁg>yo>
J=1 J=1

En notante le produit (commutatif et associatif) de vecteurs comptesgar composante défini
comme
V(u,v) € R* x R*, (uwov) = (uv;)iz1,. s

on obtient ainsi la formule récursive suivante :

ale) = Al,
al[r,...,m]) = A(oz(ﬁ)oa(Tg)o...oa(rk)).

Il est alors aisé de prouver le theoreme suivant :
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Théoreme 3.8 Soit une rethode de Runge-Kutta de coefficiefdsb) ou A € M, (R) etb € R®. Le
flot nunerique®,;, assoce a cette nethode est@veloppable en Béesie et on a

I7|
on() =0+ 3 2= () P(r) o)
T€T

ou ¢ est la fonction d&” a valeurs dan®*° définie iecursivement par
1. P(g) =1;

2. sir=[n,..., 7] alors®(r) = A(cp(ﬁ) 6 ®(1y) 0. 0 @(Tk)).

Théoréeme 3.9 Soit une rethode de Runge-Kutta de coefficieidsb) ou A € M,(R) etb € R®. Le
flot nunerique assod@ ¢, est d’ordre localp + 1 (c’est-a-dire d’ordre globalp) si et seulement si

VreT, 7| <p, VVO(1) = —. (3.17)
Y(7)

Preuve. Le caractere suffisant des conditions est clair : si deugrs coincident pour tous les
arbres d’ordres plus petits ou égauxy,aalors leur difference est bornée par un terme de la forme
RPTIR(t) ou 0 < ¢t < h et ou R(t) peut étre obtenu en considérant les développementsrén s’
deTaylor avec reste intégral des solutions, exacte eenqguore.
Le caractéere nécessaire des conditions repose sur libiitssle choisir f arbitrairement, de telle
sorte que la famillg F'(7)),<7 constitue une base de I'espace vectoriel des séries fiasngd la
forme B(«a,-) — Id. Etant donné un arbre d’ordre ¢ quelconque, nous allons donc construire un
champf tel que

F(7)(yo) # 0 et F(7)(yo) = 0 pour toutr # 7 tel que|r| = gq.

L'idée consiste a attribuame et une seule foig indicesl, ..., ¢ auxq noeuds de l'arbre d’'une
maniere arbitrairement fixée. Pour I'arbre

on aura par exemple

On construit alors le champ de la maniéere suivante : pour chaque noeud ,d&it: son indice et
Ji,---,Ji lesk indices des racines de ses branches. On pose

fily) =y, -y, Sik>1letfi(y)=1sik=0.
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En parcourant leg noeuds de, on définit ainsi leg composantes d¢ € C>(R?; R?). Pour I'arbre

&) (9
O,
indicé () Par exemple, on obtient ainsi :
fi Y2
fa _ | Y34
I3 1
Ja 1
Il est alors facile de vérifier que
0
Firy=11
0
&) (W
©

et queF'(r) = 0 pour tout arbre- # 7 d’ordre supérieur ou égal@ Par exemple, pour = Q)
la premiére composante d&7)(y) s’écrit

ofr 0*f; ofr 0*fy
—J2 - 4 =1
; 0y, OyrOy fifi Yz 0y30y4 fafa

car tous les autres termes de la somme sont nuls. De ménaities composantes d&7)(y) sont
nulles. [

Exemple 3.10A titre d'illustration, on cherche construire une thode de Runge-Kutta d’ordde
Soit dond( A, b), une néthodea s étapes. On rappelle que

Ae M,(R), beR®

et on notec = Al. Les conditions d’ordre sont obtenues en construisantilesea d’ordre inkrieur
ou égala 4 (voir Tableaul). Il est clair ques = 1 ne permet pas de les satisfaire toutes. Pouf 2,

il est ai€ de \erifier quec; = ¢, ne convient pas. On suppose donc guet ¢, sont distincts de sorte
que(1, c¢) forme une base d&?. Il existe dong); etds, tels que

602 =011 + dqc.

Or, "' [1,¢,c% ¢% = (1,1/2,1/3,1/4), donc



et on obtienth, = —1/6 etd, = 1. ¢; etc, sont donc les racines d& — = + 1/6 = 0. On prend par
exemple;; = 1 — ? ete, = 5 + ? Le systmeb’[e, ] = (1,1/2) donne alord);, = b, = 1/2. De
méme, il existe:; et us, tels que

Ac = e+ pac.
Or, b''[Ac, A%c] = (1/6,1/24), donc

{M1+%M%=% )
pape + 5+ p3) = 5

et on obtienfu; = —1/12 etu, = 1/2. Ce qui signifie en particulier que

1
AC = §C<>2.
Réciproquement, silc = %c<>2, alors on peut &rifier que
1 1
bTA — —bT 02 _ T
cT 90 TE
T 2 T 1 T 1 T 1
b"Ac® = b Alc—=1)=0b" Ac— =b" A1l = —,
2 6 12
1 1
bTAZ — _bTAOZZ_
© T P Taop
T 1 T 2 1 T ©3 1
b (coAc) = =b (coc)==b ¢ =-.
2 2 6
Il n’existe donc qu’une seuleéthode d’'ordrel avecs = 2. C’est la neéthode désauss
1_ V3 1 1_ V3
% \% L 4 /3 4 ) 6
Dl I
‘ 2 2

Exemple 3.11 Cherchons 8sormaisa construire une i@hode explicite d’ordre3. Il est ai€ de
constater ques = 2 est insuffisant. On prend donc = 3. En supposant comme gedemment
queAl = ¢, A etc sont de la forme

0 0 0 0
A= Co 0 0 etc= | o
az; c3—az 0O 3

Des conditiond”ec = 1, b7 Ae = 1/2 etb’ (Ae)? = 1/3 on tire by, by et bs. a3, est alors obtena
partir de I'équation restanté” A1 = 1/6. On obtient alors la rathode suivante

0 0 0 0
Co Co O 0
c c3(3c3—3catc3) c3(c2—c3) 0
3 c2(3ca—2) c2(3c2—2)
1 —3ca+6cacz+2—3c3 —1 3c3—2 1 _3c2—2)
6 cocs 6 ca(ca—c3) 6 ca(ca—c3)
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On peut par exempleliminer les pararatres libres restants en imposant les deux conditions ¢ord

4,07 (Ae)® = 1/4 etb” A(Ae)? = 1/12, ce qui donne finalement lagthode

o]0 0 O
1/211/2 0 0
1 ]1-1 2 0 -
11/6 2/3 1/6
Ordre| ~(7) (1) Condition
1 ° 1 e ble=1
2 3 2 c= Ae ble = %
3 Y 3 c?=coc bl o2 = %
E 6 Ac b'Ac = ¢
T e 7o N e
\(I 8 co Ac bT(COAC):%
? 12 Ac? bl Ac®? = %
i 24 A%c bl A% = o
5 v 5 c<>4 ch<>4 — %
N 10 2o (Ac) | V(0 (Ac) = &
Q 20 | (Ac) o (Ac) | b ((Ac) o (Ac)) = 5
y 15 | co(Ac™?) bleo(Ac?) = L
V} 30 | co(A%) bleo (A%e) = o
E 20 | A(c®) bTA(?) = L
\fl 40 | A(co (Ac)) | b7 A(co (Ac)) = 55
? 60 A2 br A2 = &
; 120 Adc bl A3c = 1_50

TAB. 1 — Les17 conditions d’ordres.
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