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`L ϕ⇔ ϕ′
¦��������h�·�p�

ϕ → ψ
¦����p���@�h�@�

ϕ′ → ψ
¢

;BA8CD? "O�
`L ψ ⇒ ψ′

¦��������h�·�p�
ϕ→ ψ

¦����p���@�h�@�
ϕ→ ψ′

¢
;BA�>FEG?

ϕ → ϕ
¢

þ �]�+�@�p�������h�@�h���¯�h��¨��@�F�@�����p�>�������������º���p���;�r�;���>� �����·���>��j���p�N°��IH��>��³c�����]�����������;�¯�r�����
f
�p�

L
�����¥�.�Q� �;���©�;�«������p�;���;���r�@�«�����f�¹��� �����h�«�����;�

P(L)
æ

ψ ∈ f(ϕ)
�h�©�

ϕ→ ψ
¦¥��� ³¯�Ê�T¢

f(ϕ) = {ψ ∈ L, ϕ → ψ}
¢£¤�^�h�>¬O�r�F�p�h�������©�*�p�;�p¬!�������@�h�@���@�;� �����º���������©�����������r��¦T���§� ����>���O¨O���@�����p�«�����©�r����°����@�f¢ þ �'�p�h�������r�@�¡�*�p�;�p¬!�>�������;�>�r�@���h�JLK

−→
�>�NM

−→
¦����c�p�;�p¬\�����������;�¯�r�����¥�

fFH

�@�
fN

¢

çjÔ§Ì è ���F�����������ª�6� ëx�f������¨¯�����;���>� ����°��������ª³*�p�h�����r�îì*çjÔ�ý§´ èç��+�����¹ëx�h��°� �������°����@���§�;������¨±�����;���>�>ì è æ��r� `L ψ ⇔ ψ′
¦¥�������h��p�

ϕ → ψ
¦+���'���p��»;�r�

ϕ → ψ′
¢T£¤���F�N�]çjý§ý§´ è �>�^ç6ÔXÌ è�©�������r����²x�����¡���©�����¥���©�f�@¦����c�����@���r�����«���������@� �r�>¬O�h�.����������h�«������³ª�h�.�>�����h�©���T� �;������¨¯�����@���@��¢�ýX�;�8�����h�«�����;�

vrai
�>�

faux
¨��@�h�����@���º��������æ

vrai = ϕ ∨ ¬ϕ
¦
faux = ϕ ∧ ¬ϕ

¦��ê
ϕ
�f�x���X� ���N�+���r�r�ª�����;����� �����h�«�����ª�p�

L
¢Éx�p�@���h�����;�L�����¤�����h�«�����¹³º�h���@�����r�r�¤�T� �;������¨¯�����@���@�¤���¤�h�@����>���N���r�s�����s���ÄçjýBýX´ è �@�{ç6Ô�ýX´ è ¦��*�����'�¥�����@���F����»>��r�;�N�;���]�p�sç6ÔXÌ è ¢¹´u���h�@�h�F�;���p� f ¦�çjÔ§Ì è �f�x�fæ�"O� `L

ψ ⇒ ψ′
�>�
ψ ∈ f(ϕ)

¦8�������¡�
ψ′ ∈ f(ϕ)

¢¤£¤�@����©��°�������������«�Q� �;���r�@�«�����
f(ϕ)

�X� �;�©�������������©�����x�å�@�¥�©�;�«�����«�����@����>���������Z�p�
L
¦K�F�����«�����]���������s�p�Z�r ��;���h���f�«�����¥�;���;�����>�������O�PÊöRQ�ò ù¯ú &01^à �¥������ëx�����������p�^�r ��@���h���;�xìQäK��ê������]öRQ�ò ù Pú &01 T �;�©�E���F�;���©�;�«�������p�·�����r�^�����f�u�p�f�p���î�h��¨��@�F�@���E�@�����@æ

T = {ϕ ∈ L, T `L ϕ}
¢·Æ����+�@��������SÑ�Q� �@���r�@�^������p��r���p�r�f�����;���h ��@���r���;���p�

L
�>�!T �Q� �;���©�;�«�����«�p�«�r���p�r�f�����;�®��Q�r ��;���h���f�@¢VU¹���@�'�=W������c�XS

⊆
T¢Æ������r�6¦

f
�;�©�������.�����������@���r�����c�p�

L
�����¥�8T�¢

Y��u�@�����r�����@�h�@�X�����u�>�f�X�����������@���r�������X�r�;¨����@���§³·���u�@�����r���p�>��r�;�E���������;�¤�>�������;�>�r�@���h�
→
�r���r���x�j�����h������ç6ý§ýX´ è �>�ºçjÔXÌ è ¢"O�����^�@¬O��°��������h�©�

ϕ ∈ f(ϕ)
�+�����L�h���p�

ϕ ∈ L
¦����«�h�h���p������@°������@�F�@���ªçjÔ�´E� è ¢Õ������E�@�@�r�h�������¤�@���@¦������p�����·�����h�©�¥�>¬p��°��@�E���f�E�h»@°����f��ç�´EË è ¦ç þ ® è ¦p�F�������r������� �>���«�����¯�h��¨��Nçå£¹ï è ç��+�����uër�>���^�����¯�r��¨���F�������r���OÂ�ì è �@�u�r�¡�����r���r��¨����r���@���«�����¯�h��¨��ªçQ£¹Ë è çj�¥�����Bër�>�p��«�����¯�h��¨��º�r�¡�����r���h��¨O���xÂ�ì è æ

;B> S ? Õ��
ϕ→ ψ

�>�
ϕ→ ψ′

¦p���p���;�r�;�
ϕ → ψ ∧ ψ′

¢
;LZ T ? Õ��

ϕ→ ψ
�>�
ϕ′ → ψ

¦����p���@�h�@�
ϕ ∨ ϕ′ → ψ

¢
;L[]\^? Õ��

ϕ→ ψ
�>�
ϕ→ ψ′

¦p���p���;�r�;�
ϕ ∧ ψ → ψ′

¢
;L[ S ? Õ��

ϕ→ ψ
�>�
ϕ ∧ ψ → ψ′

¦����p���;�r�;�
ϕ→ ψ′

¢
_8�����>�¹���f�.�h�h���p���>�r�������^�@�s�r�@�h�F�;�N�p�Z�Q� �����������@�¯�h�����

f
¢
f�r���r���x�j���������>�Eç6ý§ý§´ è ¦KçjÔXÌ è �@�«çjÔ�´¤� è ¦��@���p����� f �;�©������������������@���r�����c�p�

L
�������8T �r���r���x�j�����h�����

ϕ ∈ f(ϕ)
¢

çj´EË è f �f�x�������ª�����������@�¯�h�����\��� L
�������8SZ¢

ç þ ® è f(ϕ) ∩ f(ϕ′) ⊆ f(ϕ ∨ ϕ′)
¢

çQ£¹ï è "O� ψ ∈ f(ϕ)
�������¡�

f(ϕ) ⊆ f(ϕ ∧ ψ)
¢

çQ£¹Ë è "O� ψ ∈ f(ϕ)
�������¡�

f(ϕ ∧ ψ) ⊆ f(ϕ)
¢

£¤�;�ª���r�����r���>�h�;�ª�r�����.�*�������r�@�¥�����.�����@�$�>�����O���;�;¢XÉÊ�E�j���p��r���p�r�@�������������r�@�]�����sçjÔ�´¤� è ¦ªçQ£¹ï è �>��çå£¹Ë è �r�����Z�©���©��r���p�'�¥�;�©�h�����;���r�;�'�������c���l�@���\��ê�çj´EË è �;�©�!�r���r���x�j�����h��¢¶L�����º���f�������r�*�������©�F�f���p���h�����r�������@�F�@�����������p�@�j���p�ª����������h�¯�h���©�������¹�����ºç�´EË è ���0�;�©�¤�p�h�����º���º�@�����r�����@�h�@�E���;�¤���h������h���@�r�;���©����¨¯�����h�;�;¦¥�����r�h�O�������h�;���@�$à `¯äåæOë©�h��5��@¬O��¨O���h�ª�����r�r�>ìçj�hÔ�´E� è çj�¥������ë©�©�r�h����°*�h��5¥�>¬p��¨O���xÂ�ì è ¦�ëx�F�������h�������.�>���^�p������r��¨����h�;�©�r�h�@�����r�>ì'çj�î£¹ï è ç��+����� ëx�h�;�©�r�h���î�r�f�l�>���^�����¯�r��¨���F�������r���OÂ�ì è ¦8�>�^ëx�r�¡���¥�©���r��¨O���h�c�@���«�������r��¨��c�����r�r�>ì�ç6�¡£¹Ë èç��+�����Eër�©�r�h����°«ì �@���«�����¯�h��¨��º�r�¡�����r���h��¨O���xÂ�ì è æ
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ψ ∈ f(ϕ)
¦��������h�

ϕ ∧ ψ ∈ f(ϕ)��� ³¯�Ê�T¢�¦��©�
ϕ → ψ

¦��������h�
ϕ → ϕ ∧ ψ

¢



;Ba�[ S ? "O�
ψ ∈ f(ϕ)

�@�
ψ′ ∈ f(ϕ∧ψ)

¦p�������¡�
ψ ∧ψ′ ∈ f(ϕ)��� ³¯�Ê�T¢�¦O�r�

ϕ→ ψ
�>�
ϕ ∧ψ → ψ′

¦��������¡�
ϕ→ ψ ∧ψ′

¢
;dce[]\^? "O�

`L ψ ⇒ ϕ
�@�
ψ ∈ f(ϕ′)

�������h�
ψ ∈ f(ϕ ∧ ϕ′)��� ³¯�Ê�T¢�¦��©�

`L ψ ⇒ ϕ
¦��>�

ϕ′ → ψ
�������¡�

ϕ ∧ ϕ′ → ψ
¢

f ¨O���p�;�F�N�;���;¦Lç�´EË èhg çjÔ�´E� è ���F�����������]çj�hÔ�´E� è ¦Lçå£¹ï è���F������������ç��>£¹ï è ¦>�@�;¦;�����Eç6ÔXÌ è ¦�çj�hÔ�´E� è ���F������������ç6Ô�´E� è�>�«çj�î£¹Ë è ���N������������çQ£¹Ë è ¢
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f : L ;
T �r���r���x�j�����h�����ªçj�hÔ�´E� è ¢
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¶K�������h���p�h�«�O�Ê�����������@���r�����X¦§çå£¹Ë è �>�Fçj�î£¹Ë è �r�������;������¨¯�¯����;���h�;�;¦L�F�����N���·�;�©�F�r����¨��@���^���r�����c�p�c�>���¥�©���p�@�h�@�N���'�����r��«�����¯�h�����sçj�î£¹Ë è ¢0®����N���p�h�r�«���r�����h���@�r�.�����r�@�h�;�h�h�����r�«���;��O�å�����������;�¯�h�������N�;�©�*������¦8�@�{���h�;�r�@���@�c���\�����r»;°�����çj´EË èç������X�>¬p�@�F�����8�@� �h�@�h�F����������°����8�p�uÔ��@���r�;�;¦;���¥�����º���ª�@�����r����p»@�h�.�Q� �����r�@�¡�r�;�î�h�����!�p�.�h���p�h�;�����f���@¬O�r�@�¥�©�������;æ�ë©�¡�����©�������>��N�;�������r�¥�p�@���xì è ¦Xçj�î£¹ï è �>�«çQ£¹ï è �©�������f������¨¯�����@���h�;�;¢
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(W,F, P l,D,≤)��ê
W
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D
�©�����u�p�f�K�@���r�@�^�����f�@¦

F
�f�x�8���F�r�����©�Q�;���r�@�«������p�.�Q� �;���©�;�«�����

P(W )
�p�f���r�����©�å�@���r�@�^�����f�·�p�

W
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W
¦
P l
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F
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D
¦T�Q� �;�p��©�;�«�����

D
�>�h�����¤�«�����T�T� �������h�@���¯�h�����Z�T� ���¡�p�h�������r�r���@�

≤
¢ý§�!�h�@���¯�h�����s�T� ���¡�p�h�Z�x�h�r���î�

<
�;�©�*�p�>�������c�>���N�F�\�T�  ¥�¯������h���p���¥���

d1 < d2

�r��à
d1 ≤ d2

�>�
d2 6≤ d1

ä¹��� ³��å�X¢�¦§�r�à
d1 ≤ d2

�>�
d1 6= d2

äQ¢
P l
���������p� �����¥���r���r���x�j�����h�º���*�@�����p���r������çjÆ«ð è æ

;B} u ? "O�
A ⊆ B

�������¡�
P l(A) ≤ P l(B)

¢
"O�T���\�p�;�r��°����

P l(∅)
�����

⊥
�>�
P l(W )

�����
>
¦O���\�N�p���¥�

�¥�����·�r���p�
d ∈ P l(F)

æ
⊥ ≤ d ≤ >

¢
®����{÷îö ú õ2x@öQõ ú 1�ñe1�-z)�ô¯õO÷'&0{6&|)w& öåò PL �������

L
�f�x�c���b�;�©������@���p�*���������r�����������h�*��ê�6� �@�¥�©�;�«�������p�;� ûFù�ø ñe1>÷ W �f�x��6� �@���r�@�^�����

M
�p�'�r���p�r�����f�������h�@�h���h�>�h���r�������Z�>�����h�©�������;��¥�����

L
¢T¶L�������r���p�r�^�����h�«�����

ϕ ∈ L
¦
[[ϕ]]

�p�f�©��°����«�Q� �;�p��©�;�«�����l�p�;�c�;���;�N�;���h�'�p�
W

ç
= M è �����.�h�¯�h���©������� ϕ æ

[[ϕ]] = {w ∈ W,w |=L ϕ}
¢Eýu� �@���r�@�^�����
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{[[ϕ]], ϕ ∈ L}
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M
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[[ϕ]]
�p�

W
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W
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m ∈ M
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[[ϕ]]
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M
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P lM
³$�����©�h���\�p�

P lW
æ·�+�����]�r���p�'�©�����x�å�@�¥�©�;�«�����

Mi�p�
M
¦
P lM (Mi) = P lW (Mi ∩W )

çj���f�����>�������r�����¥�������r��F�@�����f�F���r�f�>���©�f�«���r�������©�;���Z�����h�©���p�f�N���@�h�F�>�r���r�f�«�h���+�������°��������;�.�������
M è ¢§ÉÊ�u�f�x�«�j���>�����Z�p�*¨��;�r�����;�«�����!çjÆ«ð è �f�x����h�;�r�@�h¨���¦f�p�¹�Nµ;�F�·�����¹���;�L���p�h�r�f�§���r�����r���>�h�;�K�T� �����·�������>��r�;���>�������¹���������r�����������h�������r�h�p�p�����r�;�¹�������¤�@���h�>¬O�r��¦��@�¹������6� ���p���@�h�@���@� �������������¥�©�����������r�ª�;�����>�å�Fµ@�F� �;�©�����r�f�©�;�r¨��@��¢Æ������r�6¦

P l
�+�����r�¡������µ>�r�h�.�p�@�����B�����h�;�>�r�@�F�;�����@���F�F�ª����������������@���r�������p�

L
�������

D
¦0�@�º�����©�N�+�@�h�N�@�©�h�h�]�©����¨��;������s�©���F�������¥�;�¯�r�������X� �f�>�h���h���r���>���h�h�;�r�¥�����������h��æ

P l(ϕ) =
P l([[ϕ]])

¢e_8�����@���Q� �@¬O���r�f�r�r�����N���«çjÆ«ð è �±¨��;�·�>�@�©�r���>���O¨��@�p��r�����c�T� �;�>�h���r���h��æ
çjÆ«ð è "O� `L ϕ ⇒ ψ

¦��������¡�
P l(ϕ) ≤ P l(ψ)

¢
i�jlk�m�n0obnvp�m�qts|qÇà áp¦Oâ¯äXýE��& ø ó>ò ú 1 ø xI1#-�ô ú -.)�ô�õO÷'&0{�&|)w& öÊòªçj��������h���f�p�*���l�@�N�������+�@�h� è �f�x�F�p�>�¥�����\�������r�6æB�>�h�����^�p�������@������.�©�r�h���î�h���h�º�p�ª���������©�����������r�

PL
¦p���c�p�>�¥�����

PL |= ϕ
J=K
−→ ψ

�©� �r�����
P l(ϕ) = ⊥

¦�r�����
P l(ϕ ∧ ψ) > Pl(ϕ ∧ ¬ψ)

¢þ ���p�>�¥�����·�Q� �����������;�¯�r�����
fFH

���
L
�������

P(L)
¦p���h�©�p�>���@�³

PL
æ

fFH(ϕ) = {ψ ∈ L, PL |= ϕ
J=K
−→ ψ}

¢
� c p2� c n0jlobj�q�s0u��@� & ø ó>ò ú 1 ø x�1#-�ô ú -.)�ô�õO÷I&0{6&|)w& öÊò fFH

÷@ô¯ö,&�÷'Pó>ô�& ö $ ����� 4�(�$R����4 1@ö $ ÷ � ��� 4�( 1@öXñ ù¯ø x81î÷îö0õ ø 1·ñ*P©ô�-e-z)w&0x¡ô¯ö,& ù¯øz�Õ��;�F�����©�r�¡�¯�h�����Xæ�£¤���F�F�Fç6ý§ý§´ è �>�«ç6ÔXÌ è ��°����r�;��������������f�¹�r�@¬��h�;�����r��°��������p¬T¦����X�h�;�©�r�ª³F�p�@�F�����h�r�;�.çj�hÔ�´E� è æþ �'�
ϕ ∧ (ϕ ∧ ψ) = ϕ ∧ ψ

�@�
ϕ ∧ ¬(ϕ ∧ ψ) = ϕ ∧ ¬ψ

¢
"O�
ϕ

J=K
−→ ψ

¦8�������h�N�©�����
P l(ϕ) = ⊥

�r�����
P l(ϕ ∧ ψ) >

Pl(ϕ ∧ ¬ψ)
¢ þ �c���p�r���@���·�r���¯²x�����¡�

ϕ
JLK
−→ ϕ ∧ ψ

¢
2
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�r�¡���p���>�r�����{�©���F�����c�;�$�r�;�r�F�f�*�p�
P l
¢E£¤���F�F�]�Q� ���{���>��N�����r�h�!�������+�@�h���>�]���r���;�p�*���X¦E��� �;�©�Z���!�@�����p�;�Z�r»;°����;�ç�´EË è �>�ªç þ ® è à �����+�r�����¤�j�����©�����@�f�u�����¤���������p���@�h�@�¥�>���¥������������r�����������h�.�r�������>�����p���r�����päX�@���p�'�©Âp�©�r»@�F�@���p�Fà:9±äQ¢Ô������+�@�����¥�������ª���.�rÂp�x�h»@�F�@�Ç�f�x�����>�����K�>���N�F� �h�;�r�¥�f�î��h�����u���;�L�h»@°����f��ç�´EË è ¦¥ç þ ® è �>��çå£¹ï è à �±¨��;�ºçjýBýX´ è ¦¥ç6ÔXÌ è�>��ç6�rÔ�´¤� è �����6¦��@�*���h�;�r�@�¥�>���p�«çj´EË è �@��çjÔ§Ì è ¦��;������¨¯���p�³\ç6Ô�´E� è äå¢0£¤�ª�rÂp�x�h»@�F�ª�r���r���x�j���������¥�r�r�T���N�h»@°����FçQ£¹Ë è ¢�ýX��j�����]�����!�Q� ���p���@�h�@�¥�>�'���������������r�����������h���>�����r���@�����'�����rÂp�x��r»@�F��� �;�©�]���F�¥���©�¡�����]�������h�������Q� ���Ä�>�����������h�r�����\�p�x²©³�p�������«���r�;���©�f�E�p�@�������r�������¹�@�·�r�@�*�����h�������f�E�+�������@�º�rÂp�x��r»@�F��æX�������@�h�@���@�*���r�@���@�h�@���r���@�����\àw9;äå¦

ε
�Q�;���h�������N�;���Fà �¯äå¦X���p����@�h�@���@�º�+���h�r�����������©�r�*à�ðîäå¦��>�¡��¢�¢�¢§ç6�î�·à â�ä è ¢

ÉÊ�XÂZ�F�>�;�¥�;�������������'�@���F�¥���©�h�@�F�@�����>�h�h����°���¦O�r�;�F���h����������¹���f�¤���p�r�;���¡�@æ��@�\�@���¹�p�Fç�´EË è ¦p�6� ���p���@�h�@���@�������¤���������©������������r�^�h�¯�h���©�j�����Nç þ ® è ¦+�h���p�8�;¨��@���h���@�����;�F�@�����+��������� ë©�;����r�h��¨O������ì
P l(ϕ ∨ ϕ′) = ⊥

¢8£¤���@���ª�����r�r���>�������@�ª�f�x�^�r�E�p�@��r���p�h�����«�����*���;�^���p�h�@���¡�ª�r��°�°�»@�h�@���.�T� ��²x���p�h�@�.���������h������r���>�h�!�����©�h���@������»@�h��¦¹�����+�@���@�IçjÆ�á è ¦·³ P l ¦¹�¯���������r���p����r���F�@�\�>�>�r�r��>¬��>�;�p�r���������@�¡����°��;�����h��¢Eý§�;�\���p�h�@���¡�����p��r�h�O�������r�@���8���;�·÷îö ú õ2x>öQõ ú 1>÷·ñe1�-z)�ô¯õO÷'&0{6&|)w& öåò@/@õ�ô�)�& öåô�öv&|��1î÷8������©�����u�p�f�8�x�h�r�¥�î�r���r�f�8�p�·���������r�����������h���r���r���x�j�����h�����L���������h������r���>�h�^�����¥�;���;�]ç6ÆF� è ¦T�����B�f�x�º�����r�¡���p���>�r�����!�r�@�*�����h��������p�·�����r»;°����ºçj´EË è ¦������¥�©�p�����ªçjÆ�á è ¢¯ÉÊ���L�p�@�F�����h�r�;���L�����·���;��x�h�r���>�r���h�;�ª���N���������©�����������r�������������h���r��¨��f�º�������h�����r�r�@��� �����������¨��@�����ª�r�@�*�����h������� �+���������.�©Âp�©�r»;�N�@�F¢´u���>���������@�����@�@�h���·�����¡�����©�������;�N�;���K�����u�p�>�j���p�u�@�F�Q� ���p��©�;���>�'�p�c�����h»@°�����ç�´¤Ë è ¦¤���r���;���F���I�@���������+�@�h�I���!���>��>�h��¨��@���ª�@�{à â�ä¤�����@�����©Âp�©�r»@�F�*�>�����O�l�����8�¥�����r�¡�����ªµ>�h�r��r�¡���p�����'�@�&�r�;�r�F�;�c�T� ���p���@�h�@���@�������c���������r�����������r��¢ £�� �f�x��p���F�*��°���¦��������h�����������h�����r�������@�F�@���8�����¤�p�>�j���p�u�@�*�Q� ���p��©�;���>�«���sç�´EË è �;�©���h�;�@�����O�'�>���N�F�^���;�@�;�h�r�����h�ª���������p������^���r�;���r�;�L�©���r�¥�¯�r�����¥�@¦¯�@�u�������r�������Q� ���p���;�r�;���>�·�����8�������p��©�����������r��¦u�����¹���]�+���h�©»f�p�\�����N�����h»@°����ç�´EË è ���{�p�@�¥���r�;¦�©�;�«�����c�����;�{���������r�@�'�����r�r�·�¥�����*���'�h�����r�������@�F�@���^�¥����p�>�j���p���r�����ªç�´¤Ë è ¢
� ���=�.Ý�ÙBÚ�
8�y\ÚLÛ@]ÚLß�	¹Ù�	8�IÜ�
ÅÞ�
¹ÙXÙ�
Åß>Ø��

��	·Ú�
�Ø]Þ�
���ªÚ���6�.Ý��Bß'�cß��>ß¡Ù�	
� c p�� c nvjlobj���s0ur�@� & ø ó>ò ú 1 ø xI1#-�ô ú -z)�ô¯õO÷'&0{6&|)w& öÊò fFH

÷@ô¯ö,&�÷IPó>ô�& ö $ ú���� 4 �
Õ��;�N�����©�r�¡�¯�r�����§æ#"O�����+���r�����

`L ψ ⇒ ϕ
�>�
ϕ′

JLK
−→ ψ

¢Æ������¡���©�����
P l(ϕ′) = ⊥

¦��©�����
P l(ϕ′ ∧ ψ) > Pl(ϕ′ ∧ ¬ψ)

¢
"O�
P l(ϕ′) = ⊥

¦§������ç6Æ.ð è ���l� P l(ϕ′ ∧ ϕ) = ⊥
¦§�p�����

ϕ ∧ ϕ′

J=K
−→ ψ

¢�¶8���� �ÂO�+���h �»;�r��¦
ϕ ∧ ϕ′ ∧ ψ = ϕ′ ∧ ψ

¦¥�>������NçjÆ.ð è ���!� P l(ϕ ∧ ϕ′ ∧ ¬ψ) ≤ P l(ϕ′ ∧ ¬ψ)
¢TÕ�������¦�©�

P l(ϕ′ ∧ ψ) > Pl(ϕ′ ∧ ¬ψ)
¦§�����

P l(ϕ ∧ ϕ′ ∧ ψ) >

Pl(ϕ ∧ ϕ′ ∧ ¬ψ)
¦��������

ϕ ∧ ϕ′

JLK
−→ ψ

¢
2

£¤�>�©�h�����r�����r���>�h���p���6� �������@�h�@���@�������E���������r�����������r�º�>¬p����������������h�;�r�����h���«�©����¨¯�����;¦K�>�����©���p�;�r�*�>���F�N�Në©�r���h���r�;�������©ì^�@�

à â�äQæ¯�;�^���h�;�r�@�¥�>�¤��� çj´EË è ¦¯�Q� ���p���;�r�;���>�·�����L���������r�����������h�¹�h�¯��r���x�j�����.�����r�r�·çQ£¹ï è ¢X´u��>¸0�>�;¦T�+�������h���p�h�*�O�å�����������;�¯�h�����çj��� ³��å�T¢O�+�����·�h���p�h�ª�����������@�¯�h�����Z�����@�c�������p�h�@� ���\�h�����r���p����@�F�;���L�����B�p�@�j���p�L�@�N�©���«�©�;���B°��@���@�¡��� è ¦Oç��>£¹ï è�g çj´EË è���F������������çQ£¹ï è ¢£¤�>�r�r�F���h�����h���@�r�N�h�����+�@�����*���¥�r�r�L���*�>���F�¥���©�h�@�F�@���ª�p�*���
���å����°���������¦p�����ª�Q� ���\�p�@���������*�������h�@�������;æ
i�jlk�m�n0obnvp�m ��svuÅà�ð��O¦�ð�ð>ä�¶L�����F�h���p�

X ⊆ L
¦E�����p�@��������\�������r�����¢¡@P©ôI-e-z)w&0x¡ô¯ö,& ù¯ø fX

�p�
L
�������

P(L)
æ
ϕ ∈

fX(ψ)
�h�©�

Th(ψ ∧ ϕ) ∩X ⊆ Th(ψ).þ �]�����r�
ψ →X ϕ

�¥�����
ϕ ∈ fX(ψ)

¢
£¤�>�r�r�F�����h������]�>�h�F�p�r�������r�@�F������"p���¡ ��@���@Ílà�ð£�fäå¦X�¯�����p��j���@�������h�@�����«�;�����>���K�p�«�����@���¡�>�����r�@�r���p�h�����\�@���T� ���p�h�r�f�������©��*�������r�F�;�ª�p���F�������N���h�¯�r�����§¢K£¤���F�F�*���'�@���¡�>�����h�>�h���p�h������r���r���x�j�����*ç�´¤Ë è ¦�"p���¡ ��@���@Í'�X� �c�>���¥�©���p�@�h�F�����N���;�ª�;���º��ê
fX

�h�¯�r���©�j�����'çj´EË è ¢·£¤�@�+�@���������;¦u�>���F�N�c�h�@�*���¡�����\�����à�ð�ðîäå¦�°��;���@�¡�����@�F�@���f¦����;�¤���å�����������;�¯�h�������¹�j�����©�����;���.çj´EË è ¢ýX�c�h�;�r�����¡�¯�*�©����¨¯�������h�;�r���F�]���;�F���r�����>���������f�F���r�����h���@�r�;��p�;�¤���å�����������;�¯�h�������@¢
� c p2� c n0jlobj¥��s¦q�§ ù õpöd1�¡�P©ô�-�-.)w&0x¡ô¯ö,& ù¯ø 1>÷îö0õ ø 1¹ñ�P©ô�-�-.)w&0x¡ô*Pöv& ù�ø /@õV&K÷>ô�öv&�÷�ó>ô*& ö�ô�õO÷¡÷I& $ � § 4�(G$I¨ O 4 1@ö $ ú���� 4 �
ýX�f���p�@�F���¥�x�h�h���r�������·�r���������F�F�;�p���¯�h�;�.çj¨������ à `¯ä è ¢U¹���;�������Z���f�@���Ê�����������@���r�������.�r�����@���«�p�f�.�O�Ê�����������@���r��������r���r���x�j�����h�����uç��>£¹ï è ¦î�r���p�B�>���F�N�8���;�X���p���;�r�;���>�f�T�����X�������p��©�����������r��¦>�>�K�����8�����¥�©���@���¡�X���p�r�h�;�T���r�����r���>�h�;�T�p�f�t���Ê�����������@����r������� �r�����@���º�h�¯�h���©�j�����r�f���¥���ª�p�;�º���p���@�h�@�¥�>�«�¥��� ���������r������������r�]�����r�r���>������»@�h�;�;¦§���¤�f�x�N���F�+���h�©�������]�p�Z�r�¡���p�����h�����;�]�������°��������;� �;���r�@�h�F�;�^�T� ���p���;�r�;���>���¥���.�������¥�©�����������r��¢L£¤�>�r�r����F�+���h�©�����������r�ª���r�¯¨O���@���·���ª���N���h�����h���>�r� �r����¨¯�����h��æ
; ��© ? "O�

ϕ→ ψ
�>�
ϕ→ ¬ψ

¦��������h�
ϕ → faux

¦
��� ³¯�Ê�T¢�¦��©�

{ψ,¬ψ} ⊆ f(ϕ)
�������¡�

faux ∈ f(ϕ)
¢

"O� çjÔXÌ è �;�©�N�h�¯�h���©�j�����;¦L�p���¥�*�@�$�¥���r�r���>�������;�«�+�����«�r���p�r��O�Ê�����������@�¯�h�����X¦����!�
ϕ → faux

�r�r�
ϕ → σ

�¥�������¡ ¥�������
σ ∈ L

à ��� ³��å�X¢
faux ∈ f(ϕ)

�h�©�
f(ϕ) = L

äå¢uÆ������r�6¦8�;����h�;�r�@���@�¹�p� çjÔ§Ì è ¦�çj¶Eé è �+�@���Lµ@�r�h�E�����r�^�����@���>���N�F�¹������;������¨¯�����@���@��æ
çj¶Eé è ç ϕ→ ψ

�>�
ϕ→ ¬ψ è �h�©�uç ϕ → faux è ¢

ç�´EË è ���F�����������ªç�¶Eé è ¦¯���h�;�@���r�@�F�;����ç�¶¤é è �;�©�K���\çj´EË è �r�f�x��r�h�@����� ���p¬c�����h�«�����;� �>�����r�¡���p���î�h�����r�f�@¢�ÉÊ�u�r�@�^�����«�>�h�h����°���T� �>¬p��°��@�Fç�¶Eé è �@���Q� �����r�@���@�N���\çj´EË è ¦X��� �f�x�ª�+�����r�h����� �>������E�j�����L�Q� ���p���@�h�@�¥�>�·�����K���������r�����������r�·�����h�r�p�p�����r�B²x���h���X� ���>�Qæ
� c p2� c n0jlobj¥��sª�«§ ù õpöd1X& ø ó>ò ú 1 ø xI1F-�ô ú -z)�ô¯õO÷'&0{6&|)w& öÊòF÷@ô¯ö,&�÷'Pó>ô�& ö $0¬8I4 �
Õ��;�F�����©�r�¡�¯�h�����Xæ�"O�

ϕ
J=K
−→ ψ

�@�
ϕ

J=K
−→ ¬ψ

¦u�������¡�F�©�����
P l(ϕ) = ⊥

¦§�©�����*à
P l(ϕ ∧ ψ) > Pl(ϕ ∧ ¬ψ)

�@�
P l(ϕ ∧

¬ψ) > Pl(ϕ ∧ ψ)
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P l(A ∪ B) ≥ P l(C)
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P l(A) ≥

P l(B)
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ψ = a∨ b∨ c
¦
ϕ1 = a∨ b

�@�
ϕ2 = a ∨ c

¢ þ �!�
ψ ∧ ϕ1 ∧ ϕ2 = a

�@�
ψ ∧ ϕ1 ∧ ¬ϕ2 =

ψ ∧ ¬ϕ2 = b
¢ þ ���c�p�����

ψ
M

−→ ϕ1

�>�
ψ ∧ ϕ1

M
−→ ϕ2������ �ÂO�+���h �»;�r��¢+¶8���^ç6�¡£¹Ë è ¦¥���!�����r���@��� ψ M

−→ ϕ1 ∧ ϕ2

¦��� ³¯�Ê�T¢
P l(A) ≥ P l(B ∪ C)
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P l
�h�¯�r���©�j�����.ç6Æ�ã
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N è ¦ ψ, ϕ1
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ϕ2
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ψ
M

−→ ϕ1
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ψ ∧ ϕ1
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−→ ϕ2
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A = [[ψ ∧ ϕ1 ∧ ϕ2]], B = [[ψ ∧ ϕ1 ∧ ¬ϕ2]]
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C = [[ψ∧¬ϕ1]]
¢@¶8���B OÂ��+���h �»;�r�8���.�

P l(A∪B) ≥ P l(C)�>�
P l(A) = P l[[ψ ∧ ϕ1 ∧ ϕ2]] ≥ P l[[ψ ∧ ϕ1 ∧ ¬ϕ2]] =

P l(B)
¢u¶8����çjÆ�ã

N è ¦¤�����l�p����� P l(A) ≥ P l(B ∪ C)
¦�p���¥�

P l(ψ ∧ ϕ1 ∧ ϕ2) ≥ P l(ψ ∧ (¬ϕ1 ∨ ¬ϕ2))
¦§��� ³¯�Ê�T¢
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−→ ϕ1 ∧ ϕ2
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�h�¯�h���©�j�����.çj�î£¹Ë è ¦���� ³��å�X¢p���@�EçQ£¹Ë è ¢
â�¢

⇒
æ
fN
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P l(A) ≥ P l(B)
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P l(A) ≥ P l(C)
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ϕ = a ∨ b
¦
ϕ′ = a ∨ c

�@�
ψ = a

¢ þ ��
ϕ ∧ ψ = ϕ′ ∧ ψ = (ϕ ∨ ϕ′) ∧ ψ = a

¦
ϕ ∧ ¬ψ = b

¦
ϕ′ ∧ ¬ψ = c

¦8�>�
(ϕ ∨ ϕ′) ∧ ¬ψ = b ∨ c

¢ þ �{���p�����
ϕ

M
−→ ψ
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ϕ′

M
−→ ψ
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ϕ ∨ ϕ′

M
−→ ψ

¦§��� ³¯�Ê�T¢
P l(A) ≥ P l(B ∪ C)
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⇐
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�h�¯�h���©�j������çjÆh9
N è ¦ ϕ, ϕ′

�>�
ψ
�r�������p�;�*�����h�«�����;�
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ϕ

M
−→ ψ

�>�
ϕ′

M
−→ ψ

¢�"p�����@���.���f� �@���r�@�^�����;�
A = [[(ϕ∨ ϕ′) ∧ψ]], B = [[ϕ∧ ¬ψ]]

�@�
C = [[¬ϕ ∧ϕ′ ∧

¬ψ]]
¢ þ ��

B ∪ C = [[(ϕ ∨ ϕ′) ∧ ¬ψ]]
¦
A ⊇ [[ϕ ∧ ψ]]

¦
A ⊇ [[ϕ′ ∧ ψ]]

¦��>�
[[ϕ′ ∧ ¬ψ]] ⊇ C

¢�¶8���c OÂ��+���h �»;�r�ç��@��çjÆ.ð è©è ¦E����� P l(A) ≥ P l(B)
�@�
P l(A) ≥ P l(C)

¢¶8���$çjÆh9
N è ¦����Å���p�h���;��� P l(A) ≥ P l(B ∪ C)

¦���� ³��å�X¢
ϕ ∨ ϕ′
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−→ ψ
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Pr(A) = 3/8 ≥ Pr(B) = 1/8 ( Pr(A ∪ B) = 4/8 ≥
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1>ö
ϕ2 =

q 6⇔ r � ¨ ø ô ψ∧ϕ1∧ϕ2 = ¬q∧r
1@ö
ψ∧ϕ1∧¬ϕ2 = q∧r (ñ ù�ø x Pr(ψ ∧ ϕ1 ∧ ϕ2) = 3/8 ≥ Pr(ψ ∧ ϕ1 ∧ ¬ϕ2) =

1/8 ( x�� È�P©ñ � ψ ∧ ϕ1

M
−→ ϕ2

� ¨ ø ô$ô¯õO÷¡÷'& ψ ∧ ϕ1 = r1>ö
ψ ∧ ¬ϕ1 = q ∧ ¬r ( ñ ù�ø x Pr(ψ ∧ ϕ1) = 4/8 ≥

Pr(ψ ∧ ¬ϕ1) = 4/8 �!� 1·-21 ø ñ�ô ø ö ( Pr(ψ ∧ ϕ1 ∧ ϕ2) =



3/8 6≥ Pr((ψ ∧ ¬(ϕ1 ∧ ϕ2)) = Pr(q) = 5/8 ( x�� È�P©ñ �
ψ 6

M
−→ ϕ1 ∧ ϕ2 Ã fN
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ç6�p�@�F���¥�x�h�h���r�����Z���F�F�;�p���¯�h��¦p�����.çjÆ.ð è©è æ

ϕ
M

−→ faux
�r�r�

P l(ϕ) = ⊥
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¨ ø ñ�òvº ø & ö�)�ôh-.)�ô�õO÷I&0{6&|)w& öÊò P lX Ã- ù õ ú ö ù õpö ϕ ∈ L ( P lX(ϕ) = {x ∈ X,ϕ `L x}

�
¨ ø ñ�òvº ø & ö D = {P lX(ϕ), ϕ ∈ L} ()=� ù¯ú ñ ú 1Ç-�ô ú öv&016) ≥ ò@öåô ø ö ⊆ $ x�� È�P©ñ � ≤ 1î÷îö

⊇ 4 �
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�h�¯�h���©�j������ç6Æ.ð è æ¤"p�
ϕ `L ψ

¦O�>���©�
x ∈ P lX(ψ)

¦O�������h�
x ∈ X

�>�
ψ `L x

�������
ϕ `L x

�>�
x ∈ P lX(ϕ)

¢çv� è ⊇ �;�©������� �h�@���¯�r�����c�T� ���¡�p�h��¢çjá è ¶L��������Õ��@�������r�����!á�¢�ð�¦����'� ϕ →X ψ
�h�r�6¦¥�¥�������r���p�

x ∈ X
¦X�©�

ϕ ∧ ψ `L x
¦L�������¡�

ϕ `L x
¦B��� ³��å�X¢§�r�r�Q¦X�¥������r�����

x ∈ X
¦��r�

ϕ∧ψ `L x
¦��������¡�

ϕ∧¬ψ `L x
¦���� ³��å�X¢��r�r�

{x ∈ X,ϕ ∧ ψ `L x} ⊆ {x ∈ X,ϕ ∧ ¬ψ `L x}
¦0��� ³¯�Ê�T¢

�r�r�
P lX(ϕ ∧ ψ) ≥ P lX(ϕ ∧ ¬ψ)

¦¥��� ³��å�X¢��r�r�
ϕ
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−→ ψ
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P l(A ∪ B) > Pl(C)
�@�
P l(A ∪ C) > Pl(B)
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P l(A) > Pl(B ∪ C)
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P l(A ∪ B) > Pl(C)
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P l(A) > Pl(B)

¦B�������¡�
P l(A) > Pl(B ∪ C)
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P l(A) > Pl(C)
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Pl(B ∪ C)
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¦¥�������¡�
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�@�
B
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F
¦�©�
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¦��������h�
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fN÷>ô�öv&�÷�ó>ô*& ö $0¬8'4 �

Õ��;�N�����©�r�¡�¯�r�����§æ�"O�
fN

�j�����r�����ºç�¶Eé è ¦ fN

���¹�¥�;�p�L�����Bµ>�h�r��@°�����³�����
fFH

�¥���*�������r�����r���>�h�'á�¢ á�¢#"O�
fN

�r���r���x�j�����ç�¶Eé è ¦0�������¡�����!� ϕ M
−→ ψ

�r�r�
P l(ϕ ∧ ψ) ≥ P l(ϕ ∧ ¬ψ)�r�r�Tà

P l(ϕ∧ψ) > Pl(ϕ∧¬ψ)
���\ç

ϕ
M

−→ ψ
�>�
ϕ

M
−→ ¬ψ è ä�r�r�6¦�������çj¶Eé è �r���¥�8�r�º�����r�F���T� �;������¨±�����;���>��¦�à P l(ϕ∧ψ) >

Pl(ϕ∧¬ψ)
���
ϕ

M
−→ faux

ä��r�r�0à
P l(ϕ∧ψ) > Pl(ϕ∧¬ψ)���

P l(ϕ) = ⊥
äå¢�Õ������º���\�

ϕ
M

−→ ψ
�h�©�

ϕ
JLK
−→ ψ

¢
2

þ �\�@�����©�h���r� ���������F�p�@�F���¥�x�h�h���r�����X¦��r�h»;�·�r���F������¦p���º���>��>�;�h�r���h�$�������6� �����h�r�p�p�¥�î�r����� �T� �����s������¨��;�����l�F�;�r���h�s�p����������r�����������h��æ��r���p�r�����p���;�r�;���>�º�����¸Y��å���������r�����������r� �r���r���x�j������r�����ªç�¶¤é è �;�©�·�����r�r�0�6� ���p���@�h�@���@���¥���¹���������r�����������h�Nçj¨��@�¡�r��������h��°���������� è �p�@�������^�����������Fµ@�F�N�F�;�r���r�N�p�«���������©�����������r��¢£¤�ª�r�f�©�����h�����N�����r�h� ������¦��¡ ��������º������������� ���ª�����h�h��°��º�p����s������¨��@������p�>�¥�����h������¨��;�h�Z���I�p�>�¥�����h�����Ä���r��°����������!�f�x��¥���r�r��������¦��������¡�¹�@�ª�����h�h��°����;�©�����F�F�;�������;¢ýX���¥���h�r��°����������u�Q� ���p�r�h���r�@�¥�u�X� �;�©�¹�¥���E�����h�©�¥���F�F�;�p���¯�f¦�������r���X� ���0�j���p�������h�r�p�p�����h������� ������¨��;�����º�N�f�©���r�º�p� �������p��©�����������r��¢±ï������B�@�E�����r�h��°���¦;������¨¯��µ@�r�h�¤�p�f�>�h���K�*�������h�@�������;¦�p�@�F�@���r�ª���h�r�6~ª�©���F����� ���������\�Fµ@�F��¢
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fN

¦¥�*�����������§�+�@����µ>�h�r�.�j�����©�����@�«������6� ���p���@�h�@���@� ���h��°����������
fFH

æ
;Bc ��� ? "O�

ϕ1 → faux
�>�
ϕ2 → faux

¦��������¡�
ϕ1 ∨ ϕ2 → ϕ1

¢
;dc ����æ ? "O�

ϕ1 → faux
�@�
ϕ2 → faux

¦+�������¡�
ϕ1 ∨ ϕ2 → ϕ1�>�

ϕ1 ∨ ϕ2 → ¬ϕ1

¢
ç��h¶Eá è �;�©�������.�h�;�©�r�h���î�r�����'�p���@�����r�h��¨O�����§�p�Iç þ ® è ¦¥�T� ��ê�©�������@�r����ÂO�F��æ+ç��h¶Eá è �����F»;���������¤³«���«�>���¥�>�����©����� ϕ1 ∨
ϕ2 → faux

¦��*�����8�©�;�����;�F�@���E³
ϕ1∨ϕ2 → ϕ1

à �>�E�����u�©Â���F�>�r�h����¦;³
ϕ1∨ϕ2 → ϕ2

äQ¢¯£¤���F�F�u���ª���u¨��;�r�¡��¦î�+�����T�r���p�r�¨��;�h�r�������T� ���p���@�h�@���@�u�����T���������r�����������h��¦�çj�r¶¤á è �>�¹ç��h¶Eá�� è �r������;������¨¯�����@���r�f�@¢§Õº���¥�«�>�f�«�;���ª��³�¦K�±¨��;�cçj�r¶Eá è ¦K���l�>�����>���p��p���¥���;�\�j�����
ϕ1 ∨ ϕ2 → ϕ1

�@�
ϕ1 ∨ ϕ2 → ¬ϕ1
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fFH
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⇒
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fFH
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fFH

�h�¯�r���©�j������ç�¶Eá è ¦E���������r�h�p�p�����Z������������¨��@������F�;�r���r���p�����������©�����������r�
P l′
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¦¹�p�@��������;�!³������©�h�����p�l�������������©�����������r�

P l
�>���h���r�;�����r�����
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fFH
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(P l′,≤′)
æuç©ð è �p�@�p¬������h�«�����;�º�>�����h�h���p���î�r�����h�;��������>�¡�����@���E�����¥�8���º�Fµ@�F���@�����r�r�·�¥�����
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P l′
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(P l,≤)
¢þ �]���h�p�>»f�p�ª�������©�Qæ

î "O� P l(ϕ) = ⊥
¦��������¡�

P l′(ϕ) = ⊥′
¢

î "O� P l(ϕ) 6= ⊥
¦��������¡�

P l′(ϕ) = (P l(ϕ), ϕ)
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