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Résumé

La notion d’oubli de symboles propositionnels (réduc-
tion du vocabulaire) vient d’étre généralisée en la notion
d’oubli de littéraux. Le but est de fournir des méthodes
constructives facilitant le calcul effectif de divers forma-
lismes de représentation des connaissances. La notion est
encore étendue ici, en permettant a des symboles proposi-
tionnels de varier. Les définitions (syntaxiques et séman-
tiques) sont une extension naturelle des notions précé-
dentes. L’application au calcul effectif de la circonscrip-
tion est détaillée. L’apport des symboles variables est clair
dans ce cas : les deux étapes des méthodes antérieures sont
réduites a une seule. Cela permet de réexaminer un résul-
tat vieux de quinze ans, et de fournir des points de départ
en vue d’une extension a d’autres formalismes connus.

Mots Clef

Représentation des connaissances, calcul propositionnel,
raisonnement non monotone.

Abstract

The old logical notion of forgetting propositional symbols
(or reducing the logical vocabulary) has just been genera-
lized to forgetting literals in order to help the computation
of various formalisms in knowledge representation. We ex-
tend this notion, by allowing propositional symbols to vary.
We describe the new notion, on the syntactical and the se-
mantical side. Then, we show how to apply it to the compu-
tation of circumscription. This has been done already with
standard literal forgetting, but here we show how introdu-
cing varying propositional symbols simplifies significantly
the computation. We revisit a fifteen years old result about
computing circumscription, showing that it can be impro-
ved in the same way. We provide hints in order to apply this
forgetting method also to other logical formalisms.

Keywords

Knowledge representation, propositional calculus, non mo-
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1 Introduction

La notion d’oubli de symboles propositionnels, que I’on
fait remonter a un papier de Boole de 1854 sous le nom
d’elimination of middle terms, est bien connue en logique
et en représentation des connaissances (voir par exemple
[5, 4, 11]). Il s’agit de réduire le langage, en supprimant des
symboles propositionnels. Par exemple, dans la formule

(Oiseau N —exceptionnel — vole) N\ —~exceptionnel,

“oublier” le symbole exceptionnel, considéré ici comme
auxiliaire, fournira la formule Oiseau — vole.
Récemment, Lang et al. ont étendu cette notion de fagon si-
gnificative en permettant plus finement I’oubli de littéraux
[2]. Dans I’exemple ci-dessus, on oublie en fait le littéral
—exceptionnel.

Les nouvelles définitions constituent une extension natu-
relle des définitions classiques. Lang et al. ont montré
que, comme la notion originale, la nouvelle version pré-
sente un grand intérét pour la représentation et le traite-
ment des connaissances. Cela permet dans certains cas de
faciliter les calculs, et Lang et al. détaillent diverses ma-
nieres d’obtenir les formules qui oublient les littéraux, afin
de fournir des méthodes pratiques de calcul de divers for-
malismes. L’exemple fourni par les auteurs concerne la
circonscription, qui constitue en fait I’exemple le plus di-
rect d’utilisation de cette méthode. La circonscription est
un mécanisme de minimisation de certains symboles. Cir-
conscrire le symbole exceptionnel dans la sous-formule
(Oiseau N —exceptionnel — wvole) de I’exemple précé-
dant fournirait la seconde clause de la conjonction donnée
ci-dessus : —exceptionnel.

Méme sur cet exemple simple, une complication apparait :
il faut autoriser au moins un des symboles non circonscrits
a varier afin d’obtenir un résultat intéressant. Si les deux
symboles oiseau et vole varient, la circonscription fournit
bien —exceptionnel, mais ce n’est pas le cas sinon. Le ré-
sultat de Lang et al., que les auteurs montrent équivalent,
d’une certaine fagon, a un résultat connu depuis une quin-



zaine d’année [9], exige deux étapes. L’étape (1) traite la
circonscription sans symbole variable et I’étape (2) se ra-
mene a (1) au prix d’une certaine complication.

La notion d’oubli de littéraux originale conduit naturelle-
ment a la notion d’oubli de littéraux avec symboles propo-
sitionnels variables. De plus, I’application a la circonscrip-
tion se trouvera améliorée.

La section 2 fournit les définitions et notations utiles (cal-
cul propositionnel fini, “oubli de symboles proposition-
nels”). La section 3 rappelle ce qu’est la notion d’oubli de
littéraux introduite par Lang et al. La section 4 étend cette
notion au cas ol des symboles propositionnels sont auto-
risés a varier. Plusieurs définitions et caractérisations, syn-
taxiques et sémantiques, sont détaillées, ainsi que quelques
résultats utiles dans la suite. La section 5 décrit la méthode
de calcul de la circonscription grace a la notion d’oubli de
littéraux.

2 Définitions et notations de base,

oubli de symboles propositionnels

On se place dans un langage propositionnel fini PL.
Comme d’habitude, PL désigne aussi I’ensemble de toutes
les formules du langage, le vocabulaire de PL est un en-
semble fini de symboles propositionnels, noté V(PL).

Les lettres , ¢ désignent des formules de PL.

Deux constantes logiques T et L désignent respectivement
les formules vraies et fausses de PL. Les lettres w, u, v dé-
signent des interprétations de PL, assimilées a des sous-
ensembles de V(PL). Les notations w = petw E X
pour un ensemble X de formules sont définies classique-
ment. Pour un ensemble E, P(E) designe I’ensemble des
sous-ensembles de E. L’ensemble P(V(PL)) des interpré-
tations pour PL est noté Mod. Un modéle de X est une
interprétation w telle que w = X, Mod(p) et Mod(X) dé-
signent respectivement les ensembles de modeles de {¢} et
de X. Un littéral est un symbole p de V(PL) (littéral posi-
tif) ou sa négation —p (littéral négatif). Une clause (respec-
tivement un terme) est une disjonction (respectivement une
conjonction) de littéraux. Des sous-ensembles de V(PL)
pourront étre désignés par P, @,V et alors P+ (respecti-
vement P~) désigne I’ensemble des littéraux positifs (res-
pectivement négatifs) construits sur P, et P* désigne I’en-
semble P U P~ de tous les littéraux construits sur P (P
et PT sont souvent assimilés).

Pour tout ensemble (fini) X de formules, A\ X (respecti-
vement \/ X') désigne la conjonction (respectivement dis-
jonction) de toutes les formulesde X.Ona: A X = X,
A0 =Tet\0 = L. Lensemble des symboles proposi-
tionnels apparaissant dans X est noté V(X).

Une forme normale disjonctive ou FND (respectivement
forme normale conjonctive ou FNC) de ¢ est une disjonc-

tion de termes consistants (respectivement une conjonction
de clauses non triviales) équivalente a . Une disjonction
(respectivement conjonction) vide est équivalente & L (res-
pectivement T).

Une FNC primitive est une FNC qui contient seulement
des impliqués premiers : [deux clauses de la FNC ne sont
jamais équivalentes, et] pour toutes clauses ¢, ¢;, Si ¢ | ¢
et ¢ = ¢; pour une ¢; de la FNC, alors ¢; |= c.

Un ensemble L de littéraux de V* (et le terme A L) est
consistant et complet en V' si chaque symbole proposition-
nel de V apparait exactement une fois dans L ; la clause
\/ L est alors non triviale et compléte en V. Pour tout en-
semble L de littéraux de PL, -L = {p /pe V(PL),p¢€
LYU{-p/peV(PL),pe L} désigne I’ensemble des litté-
raux complémentaires de ceux L. On utilisera aussi les no-
tions et notations suivantes (la plupart provenant de [2]) :

Si ¢ est une formule et p un symbole propositionnel de PL,
alors ¢, (respectivement y,. () est la formule obtenue
a partir de ¢ en remplagant chaque occurrence de p par T
(respectivement ). Si [ est le littéral positif p (respective-
ment le littéral négatif —p), alors ¢;.; désigne la formule
©p—q (respectivement ¢, (1_;), pour i € {0, 1}.

Notations 2.1 1. Siwvy,---, v, sontdes symboles propo-

sitionnels, ©(y, —i, ...,v, —i,), O 7; € {0, 1}, désigne
la formule ( o ((80014*7;1 )Uzeiz)' : ')vm*in'
Si les v; de la liste sont tous distincts, alors I’ordre des
v; est sans conséquence pour le résultat final. Ainsi,
si V7 et V5 sont des sous-ensembles disjoints de V', on
peut definir oy, —1,v,q) par

(p(vl4*17"';1)71‘*1;U71+1‘*0;"'7vn+m,‘*0)' Ou (1}17 s U”)
et (Unt1, -, Untm) SONt deux énumérations de tous
les éléments de Vi et V, respectivement.

2. SiL=(ly, 1) estune liste de littéraux,

D1y iy 1o i) désigne la formule

(' o ((90114—1'1)124—1'2)' ’ ')ln<—in'
3. Supposons V(PL)* arbitrairement ordonné. Si

Lq,---, L, sont des ensembles disjoints de littéraux,
D(Ly iy, Lo —in,) d€signe la formule
DUy kool —kn)r OU (I1, -+, 1) €st ’énumération

de L, U --- U L,, qui respecte I’ordre choisi pour
I’ensemble de tous les littéraux, et ou, pour chaque
j € {l,---,n}, sil; est dans la partie L, pour une
valeur r € {1,---,m}, alors k; est égal & i,.

Rappelons maintenant une notion bien connue :

Définition 2.2 (Oubli de symboles)
Si V CV(PL) et ¢ € PL, ForgetV(p,V) désigne une
formule du langage PL+-, construite sur le vocabulaire



V = V(PL)-V, équivalente & ¢ sur ce langage restreint :
ForgetV (p,V) = Th(p) NPLy ou

Th(p) ={¢' € PL/p = ¢'}.

Pourtouty € PLy> ona g = ¢ ssi ForgetV (e, V) = 4.

Différentes fagons d’obtenir ForgetV (e, V) sont bien
connues, voici les deux plus faciles (a décrire) :

1. Dans une FND ¢, supprimer tous les littéraux de V' *.

2. Dans une FNC primitive ¢, supprimer les clauses
contenant un symbole de V.

Les remarques suivantes, de démonstration immédiates,
vont étre tres utiles.

Remarque 2.3 Quand on considére une formule équiva-

lente & un ensemble Th(p) N X, I’ensemble de formules

X peut étre remplacé par tout ensemble Y ayant la méme

A-fermeture que X, c’est-a-dire satisfaisant

{AX'/X"C X} ={A\X"/X"CY}.

En effet, nous avons :

— Si X et Y ont la méme A-fermeture, alors Th(p)NX =
Th(p)NY.

— La réciproque est vraie, a condition d’identifier les for-
mules équivalentes : si Th(y) N X = Th(p) NY pour
toute formule ¢ alors X et Y ont la méme A-fermeture.

Puisque I’on se limite aux langages propositionnels finis,

il existe un unique plus petit (pour I’inclusion, et a I’équi-

valence logique prés) ensemble possible, le A-réduit de X,

égal a I’ensemble

X — {¢ € X/pestdans la A-fermeture de X — {¢}}.

Ainsi, X peut étre remplacé par tout ensemble qui contient

le A-réduit de X et est inclus dans la A-fermeture de X.

Ainsi, au lieu de considérer tout I’ensemble X = PL+;
dans ForgetV(p,V) = Th(yp) N PLy (définition 2.2),
peut-on considérer I’ensemble X' = {\/Y/Y C Vi} de
toutes les clauses construites sur V, le plus petit (pour C)

......

de ces clauses qui sont non triviales et complétes en V.

Voyons maintenant I’aspect sémantique. L’ensemble des
modeles de ForgetV (p, V') est I’ensemble de toutes les
interprétations de PL qui coincident avec un modéle de ¢
pour tous les symboles propositionnels extérieursa V' :
Mod(ForgetV(p,V)) =

{weMod /', W' EpetwnV=wnV}
Ces caractérisations syntaxiques et sémantiques justifient
bien le nom ForgetV (“Oubli de Variables”, ici “variable”
= “symbole propositionnel™).

(Deux exemples sont fournis en fin de section 4.)

3 Oubli de littéraux

L’ oubli de symboles du vocabulaire a été généralisé en la
notion plus fine d’oubli de littéraux. Examinons d’abord
I’aspect sémantique, le plus aisé a définir.

Définition 3.1 [2, pp. 396-397] Soit w une interprétation

pour PL, p un symbole propositionnel de PL et L un en-

semble consistant de littéraux de PL.

On définit les interprétations suivantes :

Force(w,p) =wU{p} et Force(w,—p)=w— {p}

et plus généralement, Force(w,L) =
wU{p/p€V(PL),pe L} —{p/p€ V(PL),~p € L}.

On a donc, pour tout symbole propositionnel p :

p € Force(w,L)sip € L,p € Force(w,L) sip € w et
-p ¢ L, p¢& Force(w, L) sinon.

Ainsi, Force(w, L) est I’interprétation de PL égale a w
pour les symboles propositionnels de V(PL) — V(L) et sa-
tisfaisant les littéraux de L.

Définition 3.2 (Oubli de littéraux) [2, Prop. 15] Si ¢
est une formule et L un ensemble de littéraux de PL,
ForgetLit(yp, L) est une formule ayant pour modeles I’en-
semble des interprétations de PL qui peuvent étre trans-
formées en modéle de ¢ une fois forcées par un sous-
ensemble consistant de L :

Mod(ForgetLit(o, L)) = {w / Force(w,L1) = ¢
et L, est un sous-ensemble consistant de L}.

Cela revient a dire que les modéles de ForgetLit(yp, L)
sont obtenus a partir des modeles de ¢ en mettant & “Faux”
un nombre arbitraire de valeurs des littéraux de L :

Mod(ForgetLit(p, L)) = {Force(w’,L}) | ' = ¢
et L} est un sous-ensemble consistant de —L}.

Considérons maintenant I’aspect syntaxique. Le plus
simple est de commencer par une formule FND :

Proposition 3.3 [2] Si ¢ = ¢; V -+ V t,, est une FND,
ForgetLit(p, L) équivaut a la formule t; v --- vV ¢/, ol
t! est le terme ¢; sans les littéraux de L.

(La encore, se reporter a la fin de section 4 pour deux
exemples.)

La méthode similaire qui fournit ForgetV (¢, V') quand ¢
est une FND a été rappelée au point 1 suivant la défini-
tion 2.2. Rappelons également que, pour toute formule ¢,
ForgetV (o, V) peut étre obtenue ainsi (Notations 2.1-1) :

ForgetV(ap, V) = \/ PV’—1, (V=V") 0]
VicV



De méme, on peut donner la définition suivante pour les
cas ol ¢ n’est pas une FND :

Définition 3.4 Si p est une formule et L = {I,---,1,} est
une ensemble de littéraux de PL, alors

ForgetLit(o,L) = \/ ((/\ ﬂL') A @((L—L/%—l)) )

L'CL
Il s’agit d’une paraphrase de [2, Definition 7]. Nous ren-
voyons le lecteur a ce texte, qui montre également ceci :

1. Il'y a adéquation entre la Définition 3.2 et la Proposi-
tion 3.3,

2. Lechoix de I’ordre des littéraux ne modifie pas le sens
de la formule finale (cf Notations 2.1-3).

3. Onaaussi :

ForgetLit(p,L) = \/ ((/\ —|L’) A (,0<(L_L/)4_17L/<_0>).

L'CL

La présence de (A, —l'), qui est ce qui différen-
cie ForgetLit(yp,...) de ForgetV (e, ...), provient du fait
qu’ici on veut oublier chaque I € L, mais pas les littéraux
complémentaires I’ € —L.

Une démonstration de [2], utilisant la Proposition 3.3,
montre que I’on a ForgetLit(o, V) = ForgetV (e, V)
(voir [2, Note 5.2] ou la petite faute de frappe [le dernier
[ « 0 avant = devrait étre [ < 1] est bénigne).

Cette démonstration peut facilement étre étendue afin d’ob-
tenir le résultat suivant :

Remarque 3.5 Puisque tout ensemble L de littéraux peut
étre écrit comme une union disjointe entre un ensemble
consistant L et un ensemble V* de paires de littéraux
complémentaires, voici une formulation utile et applicable
a tous les ensembles L pour ForgetLit :

ForgetLit(p, L'UV*) = ForgetLit(ForgetV (o, V), L").

(Remarguons que L’ peut méme étre inconsistant dans
cette équivalence.)

Cette formulation présente I’intérét, pour ce qui nous
concerne ici, de séparer clairement les littéraux oubliés et
les symboles propositionnels oubliés. Soit V'’ I’ensemble
V(L') des symboles propositionnels figurant dans L', et
V" =V(PL) — V — V' I’ensemble des symboles restant.
Onaalors:

1. Les symboles propositionnels V' sont oubliés, donc les
littéraux de V' * sont a fortiori oubliés.

2. Les littéraux de L’ sont oubliés, mais leurs symboles
propositionnels (dans V') peuvent demeurer, puisque
les littéraux de =L’ ne sont pas oubliés.

3. Les littéraux de V"* ne sont pas oubliés, donc les
symboles propositionnels de V"’ sont fixés.

Ainsi, ForgetLit(p, L1) peut-il étre défini comme suit :
oubli de littéraux avec des symboles propositionnels fixés.
Il est alors tentant et naturel de généraliser la notion, en
permettant a certains symboles propositionnels de varier
lors de I’oubli des littéraux.

4  Ajout des symboles variables

Comme pour la notion originale, il est plus facile de pré-
senter les définitions sémantiques d’abord.

Définition 4.1 Soit ¢ une formule, V' un ensemble de sym-
boles propositionnels, et L un ensemble consistant de lit-
téraux de PL, avec V et V(L) disjoints dans V(PL).
ForgetLitVar(p, L, V') est une formule ayant I’ensemble
de modeles suivant :
Mod(ForgetLitVar(p, L,V)) = {w /
Force(w,L1 U L) = pavec Ly C L, Ly CV*,
Lo consistant et (w & Ly ou Ly = 0)}.

Ceci équivauta :
Mod(ForgetLitVar(p,L,V)) =
{Force(w,L1U Ly) / w |= ¢ avec
L1 C~-L, Ly CV*, L, consistant et
(w [75 LyoulLsy = @)}

Comme w | Lo ssi Force(w,Ls) = w, la condition
“(w £ LyouLy = 0)” peut étre remplacé par “(w
Lyouw [ Ly)”, et alors, on peut également remplacer
“Lo consistant” par “ Lo consistant et completen V™.

On pourrait étre plus général, en permettant d’oublier
quelques symboles propositionnels, ce qui revient a per-
mettre des ensembles non consistants L. Cette générali-
sation ne présente pas des difficultés, (il suffit de réduire
le vocabulaire, en oubliant les symboles propositionnels
concernés par les paires de littéraux complémentaires). Ce-
pendant, puisque nous n’avons trouvé aucune application
de cette petite généralisation supplémentaire, nous la lais-
sons pour des travaux futurs.

Si on compare avec la définition 3.2, ce qui se produit ici
est que la partie non consistante de I’ensemble de littéraux,
qui a permis d’oublier un certain ensemble V' de symboles
propositionnels, a été remplacée par un ensemble de sym-
boles propositionnels autorisés a varier. (Comme écrit juste
ci-dessus, ceci n’interdirait pas de permettre des ensembles
non consistants L dans la nouvelle définition.)

Remarque 4.2 Comme on sait d’aprés [2] qu’ona

ForgetLit(L1, ) = ForgetLit(Ly U Lo, ¢),



on a aussi :

¢ b= ForgetV(p,V) = ForgetLit(p, LUV®).
Il est immédiat de démontrer que 1’on obtient également :
¢ b= ForgetLitVar(p, L, V) = ForgetLit(p, LUV®).

Voici les motivations pour I’introduction de la notion
ForgetLitVar : nous voulons “oublier” les littéraux de
L, méme au prix d’une modification des littéraux de V' *.
C’est ce qui explique que, si nous oublions effectivement
au moins une littéral de L, nous permettons n’importe
quelle modification pour les littéraux de V*. Cependant,
nous ne voulons pas modifier les littéraux de V* “pour
rien” : notre but est d’oublier autant de littéraux de L que
possible. Ceci justifie la condition “(w ¥ L ou Ly = 0)”
dans la définition [et la condition correspondante w |~
L} ou Ly = () dans la formulation alternative].

L’aspect syntaxique est a peine plus compliqué, et il permet
de revoir et d’améliorer des résultats déja connus. Comme
avec la notion originale ForgetLit (voir la proposition
3.3), la maniére la plus simple est de partir d’une FND,
laquelle est aisément obtenue a partir des modéles.

Sans perte de généralité nous pouvons considérer que L est
un ensemble de littéraux négatifs (sinon, remplacer chaque
peV(L) tel que peL par —p’, p’ étant un nouveau symbole
propositionnel, puis, aprés les calculs, remplacer p’ par
—p). Afin de simplifier les notations, a partir de maintenant,
nous considérerons donc deux sous-ensembles P et V' dis-
jointsde V(PL),et L = -PavecQ = V(PL)-V—Pdé-
signant I’ensemble des symboles propositionnels restants.

Proposition 4.3 Soit p =t V --- V t,, une FND, avec

ti = (/\P1) AN\ =(Pi2)) A\ Vi) AN\ Qi)

ou Py CP Py CP—P,etouV;,etQ,; sontdes
ensembles consistants de littéraux de V* et Q* respecti-
vement. Alors ForgetLitVar(p,P~,V) =t) V--- Vi,
ou

t; = (/\ P.OOANA QAN (P=Pia)V(\ Vir)),i-e.
ti=(A\PANQoA N\ vNP-Pa)).

1€V,

Ainsi, t; est remplacé par ¢, dans lequel les littéraux de
—P (c’a-d. les littéraux de —F; ) sont supprimés tandis
que chaque littéral de V* (c’a-d. chaque littéral de V; ;)
doit figurer maintenant dans un disjonction avec la clause
\/(P — Pi,; ), cette clause dénotant la disjonction de tous
les littéraux (positifs) de PT qui n’apparaissent pas (po-
sitivement) dans ¢;. 1l est important de remarquer que les

littéraux de P~ qui apparaissent dans ¢; sont ignorés (ce
qui, est normal, puisque on doit les “oublier”) mais surtout
que les littéraux de P* qui comptent (ceux qui restent) sont
ceux qui n’apparaissent pas positivement dans ¢; (voir “in-
complétude (1)” dans la démonstration ci-dessous). En ef-
fet, seuls les littéraux positifs (de PT) peuvent “empécher
d’oublier” un littéral de P—. Comme ce point est impor-
tant, on va maintenant ré-écrire ce résultat, en revenant au
cas général, ou L est quelconque (au lieu de L = = P).

Soit L un ensemble consistant de littéraux et V' un en-
semble de symboles propositionnels ne figurant pas dans
L. On appelle @ I’ensemble des symbole propositionnels
restant : ceux qui ne figurent ni dans L ni dans V.
Alorsona: ForgetLitVar(p, L, V) =
ForgetLitVar(t1, L,V)V---VForgetLitVar(t,, L, V).
Soit ¢ un terme consistant, écrit
t=(A\L1) A(AL2) A(AVI) A (A @Qi) ol

L, C —L désigne I’ensemble des littéraux de ¢ qui sont

complémentaires d’un littéral de L,

L, C L désigne I’ensemble des littéraux de ¢ dans L,

V, et Q, désignent respectivement les ensembles des lit-
téraux de ¢ dans V* et Q* respectivement.

Alors ForgetLitVar(t,L,V) =

(AL AN Q) A\ (L= =L) v (A V).

La démonstration de la proposition, donnée maintenant,
peut étre omise par le lecteur pressé. (On revient donc au
cas L = —P.)

Considérons d’abord les termes complets, comme

ti=t=(/\P)A(N\-~(P-P))A AV A\Q,

ou P; C P,etou V] et Q; sont des ensembles de littéraux
de V' et @ respectivement qui sont consistants et complets
(contenant tous leurs symboles propositionnels respectifs)
et ou ¢ correspond a une interprétation w (w’ = ¢ ssi W’ =
w). L’ensemble
F(w) = {Force(w,LiULy) /L1 CP, LyC V¥,
L, consistant et completen V, et (w = L1 ouw |= L)}
est I’ensemble des modeles de la formule ¢! A 2 oU

= (AP)AAQ) et 2= (V(P—P))V (AW
En effet, chaque w’ € F(w) satisfait ¢! puisque ¢! est sa-
tisfait dans w, et les symboles de P — P; et V' peuvent
prendre n’importe quelle valeur satisfaisant la condition
w #E Lijouw | Lo. Comme w [ ¢, ceci signifie
Lin(P—P) # Bouly CV,quiéquivauta w’ [ to.
Réciproguement, tout modéle w’ de ¢; A t, est clairement
dans F(w).

Ce résultat est aussi vrai pour tout terme (consistant) qui
n’est plus nécessairement complet, t = ¢t; = (A P1) A



(A=(P2) A (AV)) A (AQi), ol Py C P, Py C P~
Py, V et ; étant des sous-ensembles consistants de 1V +
et QT respectivement : Considérons d’abord séparément
les cas dans ou quelques symboles de P sont absents, puis
des symboles de V/, puis des symboles de Q. 1l sera ensuite
immédiat de combiner ces trois “incomplétudes”.

(1) Si p € P est absent dans ¢ (les littéraux p et —p sont
absents), pour tout modele w’ de ¢, w”’ = Force(w’, {—p})
et Force(w”, {p}) sont deux modeles de ¢ (I’un d’eux est
w”). En considérant tous les p manquants, nous obtenons
que I’ensemble

{Force(w',L1ULy) / W'E=t, Ly C—P, Ly consistant C
VE WLy ou Ly=0} est inclus dans I’ensemble
{Force(w’,L1 U Ly) /| w'"EtANAN-(P—P1), L1 C
—P, L, consistent CV*, WL, ou Ly =0},

Ainsi, tout p manquant dans ¢ se comporte comme si le
littéral négatif —p était présent : on peut ajouter “A-p”
a t, obtenant ainsi un terme “complet en P”, satisfaisant,
ForgetLitVar(t,P~,V) =

ForgetLitVar(t N—~(P — Py),P™,V).

(2) Le raisonnement pour des ¢ manquants dans ¢ (¢ € Q)
est encore plus simple : si ¢ € @Q n’apparait pas dans t,
il peut étre interprété par faux ou vrai dans n’importe quel
modele de ForgetLitVar(t, L, Q), ce qui signifie que la
partie /\ @ reste inchangée, exactement comme dans le cas
ou @, est complet en Q. Les ¢ de Q apparaissant dans ;
sont "fixés”, les autres ¢ de ) peuvent prendre n’importe
quelle valeur (le reste étant inchangé).

(3) Le cas des littéraux en V' est semblable (la disjonction
de toutes les formules avec toutes les possibilités pour les
symboles absents donne la formule ou ces symboles sont
absents) : Si un certain v € V est absent dans ¢, alors
tout modéle w’ de ¢ a sa contrepartie ou la valeur de v
est modifiée (v présent s’il étaient absent dans w’, et ab-
sent s’il était présent). On obtient ainsi toutes les possi-
bilités pour n’importe quel v € V manquant dans ¢. Ap-
pelons V,,, I’ensemble des symboles de V' qui sont ab-
sents dans ¢ : V,,, = V — V(¢). En considérant les dis-
jonctions de toutes les possibilités, on obtient la formule

(AP AAQ)NV(P = P1))V (AV))-

En combinant les “trois incomplétudes” (1) — (3), on ob-
tient le résultat suivant :
ForgetLitVar(t;,P~,V) =

(AP NAQ) NV (P = P1)) vV (AV)).

La disjonction de tous les ¢; donne le résultat annoncé. O

Nous venons de fournir la définition sémantique (dans la
ligne de la définition 3.2) et une caractérisation a partir
d’une formule FND (dans la ligne de la proposition 3.3).
\Voici maintenant d’autres caractérisations, et une compa-
raison avec ForgetLit.

Proposition 4.4 Soit ¢ une formule de PL, et P,Q et V
trois ensembles disjoints deux a deux de symboles propo-
sitionnels tels que P U Q UV = V(PL) (“partition” de
V(PL) autorisant les ensembles vides).

1. ForgetLit(p, P~ UV¥) est équivalent a I’ensemble
Th(p)NX ou X est’ensemble de toutes les formules
de PL qui sont des disjonctions de termes du type

(AP1) A (AQi)avec PL C PetQ; C Q*
(nous pouvons clairement ne considérer que les en-
sembles consistants @;).

2. ForgetLitVar(p, P~,V) est équivalent a I’en-
semble Th(p) N X ol X est I’ensemble de toutes les
formules de PL qui sont des disjonctions de termes
du type
(AP AAQD A Ny, 1V (V(P = P1))),
ou P; estinclus dans P, V; et Q; étant des ensembles
consistants de littéraux de V* et Q* respectivement.

Ces deux résultats sont des conséquences immédiates des
propositions 3.3 et 4.3 respectivement. On peut égale-
ment choisir les ensembles suivants comme ensembles X :
d’abord, on décrit les formules de maniére duale, ensuite,
on considere des ensembles ayant la méme A-fermeture
que X (cf remarque 2.3) :

Proposition 4.4 (suite)

1. Pour ForgetLit(p, P~ U V*), on peut aussi choisir
comme ensemble X :

(a) L’ensemble de toutes les conjonctions des
clauses du type (\/ P1) vV (\/ @) avec P, C P
etQ C QF
(on peut évidemment ne considérer que les en-
sembles consistants Q).

(b) L’ensemble X de toutes les clauses
(VP)V(VQ)avec P, C Pet@; C Q*.

(c) Le plus petit ensemble X possible est I’ensemble
de toutes les clauses (\/ 1)V (\/ Qi) avec P, C
P, Q,CQ%*, @ consistent et complet en Q.

2. Pour ForgetLitVar(p, P~,V), on peut aussi choi-
sir comme ensemble X :

(a) L’ensemble de toutes les conjonctions des for-
mules flv(Py,Qq,V;) =
(VP vV (VQ)V Ve (A AP = Pr))),
ou P, C P,V et Q; étant des ensembles consis-
tants de littéraux de V+ et Q* respectivement.

(b) L’ensemble  de  toutes les  formules
flv(P1,Q, V) de ce type.

(c) Le plus petit ensemble X possible est I’ensemble
des formules flv(Py,Q;,V,) avec P, C P, @,
et V; étant des ensembles de littéraux consistants
et complets en @ et V' respectivement.



Ces résultats fournissent I’analogue, pour ForgetLit et
ForgetLitVar, des résultats pour ForgetV rappelés dans
la définition 2.2 [ForgetV (o, V') = Th(¢)NPLy], et des
résultats qui s’en déduisent rappelés dans la remarque 2.3.
La définition suivante, analogue a la définition 3.4, sera
notre dernier résultat général au sujet de ForgetLitVar :

Définition 4.5 Si ¢ est une formule et P et V
sont deux sous-ensembles disjoints de V(PL), alors
ForgetLitVar(p, P~,V) est la formule

\/ (/\ Py A (prpy—1,(P—Pry—0] V

P CP

(ForgetV (pip, 1, piy—o1. V) A\ (P = P))))

Démonstration de I’adéquation avec la définition 4.1 :

Tout modéle w de ¢ donne naissance aux modéles suivants

de ForgetLitVar(p, P~,V):

— w lui-méme qui, avec P, = w N P, est modele de ¢, =
ANPLANA(P = Pi) App 1, (p—p)—o), @insi que

— toutes les interprétations différant de w en ce qu’elles ont
au moins un p € P supplémentaire, et aucune contrainte
pour les symboles de V' ; cet ensemble d’interprétations
étant I’ensemble des modeéles de la formule Py =
/\ Py /\FOT‘getV((P[pu_l, (P—Py)«0]» V) /\\/(P - Pl)

Comme on a

PP —1,(P—P1)—0] E ForgetV(gip —1,(p—pi)—q), V) et

AN~(P—P)=-(V(P - P)),

quand on considére la disjonction 11 V 15, on peut suppri-

mer la partie A A —=(P — Py) dans +;. La disjonction de

toutes ces formules 1)1 V 1o pour chaque modele w de ¢,

donne la formule écrite dans cette définition. Ainsi, la dé-

finition 4.1 est la contrepartie sémantique de la définition

45.0

Voici un premier exemple :

Exemplel P = {a,b},V = {c}, Q = {d} avec
V(PL) = PUV UQ, et on considére la formule ¢ =
(maANbAC)V (aN—bA—cA—d).

Puisque  est une FND, les regles pour une FND données
pour ForgetV, ForgetLit et ForgetLitV ar respective-
ment dans la Section 2 et dans les Propositions 3.3 et 4.3,
donnent les trois résultats suivants :

— ForgetV(p,V) = (—ma Ab)V (a A—bA—d).

— ForgetLit(o, P~ UV*) =bV (a A —d).

— ForgetLitVar(p, P~,V) =
(anb)V(aAN—-cA-d)V (bAc). FLV1

On pourrait également utiliser les définitions 3.4 et 4.5, ce
qui est fait maintenant pour la définition 4.5.
Dans chaque cas, + est la formule p(p, —1,(p—p,)—0)

Pr=0:9¢V (ForgetV(¢,c) A(aVDd) =
LV(LA(aVvDd) = L (p1)

Py ={a}:an @V (ForgetV(y,c) \b))

a((meA=d)V (=d AD)). (¢#2)
Py ={b}:bA %V (ForgetV(i,c) Na)) =
bA(cV (T Aa). (05)
Py ={a,b} :aNbA (Y V (ForgetV(i,e) NL)) =
aNbA(LV L) = 1. (pa)

La disjonction \/f:1 piest(aA—-cA-d)V(aAN-dAb)V
(bAc)V (bAa), cequiestbien équivalenta FLV 1.
Utilisons maintenant les résultats concernant la séman-
tique. On a Mod(y) = {1, o, 13} avec

p = {a}, p2 = {b,c}, u3 = {b,c, d}.

— Les six modeéles de ForgetV (o, V) sont obtenus en
ajoutant les trois interprétations différant des trois mo-
déles de o par la valeur attribuée a c :

:ull = {CL, C}7MI2 = {b}v:ug = {bv d}

— Les dix modeles de ForgetLit(¢, P~ U V*) sont ob-
tenus en ajoutant aux modeles de ¢ les sept interpréta-
tions différant de ces modéles en ajoutant n’importe quel
sous-ensemble de {a, b} et aussi, soit en ne faisant rien,
soit en modifiant la valeur de ¢ (ajoutant ¢ s’il n’est pas
présent et I’enlevant s’il est présent). Ceci donne les mo-
déles de ForgetV (y, V) plus les quatre interprétations
qui incluent {a, b}.

— Les sept modéles de ForgetLitVar(p, P, V') sont ob-
tenus en ajoutant aux modeles de o les quatre interpré-
tations différant de ces modéles en ajoutant un sous-
ensemble non vide de {a,b} et, soit en ne faisant rien
d’autre, soit en modifiant la valeur de ¢, ce qui donne ici
les quatre interprétations contenant {a, b}.

Remarquons qu’une fois que nous avons tous les modéles
de ¢, la complexité de la construction de tous les modeles
de ForgetLitVar(p, P~,V) n'est pas plus grande que
la complexité de la construction de tous les modéles de
ForgetLit(p, P~ UV®),

Remarquons aussi que sur cet exemple nous obtenons (cf

remarque 4.2) :

— ForgetV(p,V) V ForgetLitVar(p, P~,V) =
ForgetLit(p, P~ UV®)

— ForgetV(p,V) A ForgetLitVar(e, P~,V) = ¢.

Il est facile de vérifier que, si le premier résultat est général,

ce n’est pas le cas du second :

Exemple2 P,V,Q,PL comme en exemple 1, p = t =
a A c. On aici un terme non complet en P. On obtient :
— ForgetV(t,V) = a.
- ForgetLit(t, P~ UV¥*) = a.
— ForgetLitVar(t,P~,V) =
ForgetLitVar(a A=bAc,P~,V)=aA (bVc).

(Ré)-examinons maintenant une application de I’oubli de
littéraux



5 Application a la circonscription

L’oubli de littéraux a de fortes connexions avec la circons-
cription, un formalisme bien connu en représentation des
connaissances [6]. La circonscription minimise les “excep-
tions”, et elle est utilisée dans des langages d’action et
d’autres formalisations du raisonnement de sens commun.
Un point clé est le calcul efficace, et donc toute améliora-
tion est utile. Rappelons la définition de la circonscription
propositionnelle.

Définition 5.1 V(PL) = PUV UQ (ensembles disjoints).
Les symboles propositionnels de P, V, Q sont respective-
ment circonscrits, variables, et fixes. On définit la relation
=(p,@,v) dans Mod ainsi
p=powvyVSiPNuCPnrvetQnNu=QNv

(C strict, aucune condition sur V).

Un modéle 1 de ¢ est minimal pour <p g v si aucun
modele v de ¢ ne satisfait v < .

La circonscription CTRC(P,Q,V) est I’application
PL — P(PL) définie ainsi : pour tout ¢, de PL,
¥ € CIRC(P,Q,V)(p) si tout modele de » minimal pour
= (p,@,v) est un modele de .

Il s’agit de la définition sémantique de la circonscription
[3], dans le cas propositionnel comme donné dans [8].
L’ensemble CIRC(P,Q,V)(y) est équivalent a la for-
mule ayant pour modéles les modéles de ¢ minimaux pour
< (p,Q,v), et donc CIRC(P,Q,V)(y) sera parfois assi-
milé & cette formule.

On a le résultat suivant :

Théoréme 5.2 Circ(P,Q,V)(p) = ssi
¢ |= ForgetLitVar(p Ay, P, V).

Il s’agit en fait d’une réécriture d’un résultat déja connu.
Quelques indications techniques sont utiles afin de relier
ce résultat a la littérature. D’abord, ce résultat améliore le
résultat suivant :

Proposition 5.3 [2, Proposition 22]

1. Si ¢ ne contient pas de symboles propositionnels de
V,alors  Cire(P,Q,V)(p) =1 ssi
¢ = ForgetLit(o A, P~ UVE).

2. Dans lecasgénéral, Circ(P,Q,V)(p) =1 ssi

¢ = ForgetLit(pA—ForgetLit(pA—), P~UVE), PTUV*).

Le point 1 concerne la circonscription sans symbole va-
riable puisque, si ¥ n’a aucun symbole dans V,

Circe(P,Q,V) () E v ssi
Circ(P,Q,0)(ForgetV (o, V)) &= 4

Le second point est en deux étapes, afin de se ramener au
cas du premier point. Ces deux étapes augmentent sensible-
ment la complexité. Comme montré dans [2], ce résultat est
tres proche d’un résultat plus ancien :

Proposition 5.4 [9, Theorems 2.5 - 2.6]

1. [Theorem 2.5] Si ¢ est sans symbole de V, alors
Circe(P,Q,V)(p) | ¢ ssi pour toute clause ¢ sans
littéral de P~ UV, o A9 |= cimplique ¢ = c.

2. [Theorem 2.6] Circ(P,Q,V)(yp) = v ssi il existe
une formule v = ForgetLit(y/, P~ U V*) pour
quelque formule +/, telle que CIRC(P,Q,V)(p) =

et Ey VY.

La aussi, le deuxiéme point est une méthode en deux
étapes, ce qui augmente sa complexité : il faut examiner
toutes les formules + dans un ensemble assez grand, et vé-
rifier grace au premier point si —y est conséquence de la
circonscription ou pas. Le premier point est la encore en
fait limité aux circonscriptions sans symbole proposition-
nel variable.

Voici maintenant un autre formalisme non monotone, qui
généralise les formalismes implicitement utilisés dans les
premiers points des propositions 5.3 et 5.4.

Définition 5.5 [10] Une X-logique est une application
fx : PL — P(PL) d’un ensemble X de formules dans
PL définie ainsi :

¢ € fx(¥) ssi Th(y Ap)NX CTh(y).

Cette notion a été introduite afin de faciliter le calcul d’un
formalisme non-monotone. En fait, cette notion est apparue
avant le papier référencé, par exemple dans [12] et méme
dans des papiers antérieurs au sujet du calcul des forma-
lismes de minimisation. La nouveauté de [10] était une
identification claire du formalisme considéré, en particu-
lier il était signalé que, contrairement a la circonscription
par exemple, on n’obtient pas toujours une théorie : I’en-
semble fx (¢) n’est généralement pas fermé pour A, ainsi
fx(p) dans le cas général (fini) ne peut pas étre assimilé a
une formule.

D’apreés la remarque 2.3, on peut remplacer I’ensemble X
par n’importe quel ensemble ayant la méme A-fermeture.

Soit f une application PL — P(PL). L’ensemble des
formules inaccessibles pour f est I’ensemble des formules
¥ pour lesquelles il n’existe aucune formule ¢ telle que
P € f(p) ety = . Il est connu (et facile a vérifier)
que pour toute X-logique fx, I’ensemble des formules in-
accessibles pour fx est (a I’équivalence logique pres), la
N-fermeture de X.



Les points 1 des propositions 5.3 et 5.4 peuvent s’écrire
respectivement comme suit, ot = - signifie “équivalents
sur I’ensemble des formules sans symbole de V" :

- Cire(P,Q,V)(p) =+ fx(p) ou X est ’ensemble in-
diqué dans la proposition 4.4-1 [ou n’importe lequel des
ensembles décrits dans la proposition 4.4 (suite)-1].

- Cire(P,Q,V)(v) = fx(¢) ou X est I’ensemble de
toutes les clauses ayant leurs littéraux dans P+ U Q*.

Il est clair, d’aprés la remarque 2.3 et la proposition 4.4

que ces deux “points 1” sont en quelque sorte équivalents,

comme I’a montré [2].

On va montrer maintenant que, dans la proposition 5.4 (les

mémes considérations s’appliquent a la proposition 5.3), le

point 2 est (presque) une conséquence directe du point 1,

en utilisant un vieux résultat au sujet de I’élimination des

symboles variables dans la circonscription [3, Proposition

3.2.1] (d’abord paru en 1985) :

Circe(P,Q,V)(p) Ev ssi
Cire(P,Q,0)(ForgetV (p,V)) U{p} E ¥

En effet, grace a (Eqy,), on obtient Clirc(P, Q, V) () E ¥
ssi il existe une formule —+ sans symbole dans V" telle que
Circ(P,Q,0)(ForgetV(p,V)) E ~yeto A=y E 2.
Puisque —v est sans symbole de V, cela équivaut a :
Cire(P,Q,V)(¢) E —y ety =~ V. Ladifférence (qui
justifie le “presque” écrit ci-dessus) est que Przymusinski a
amélioré un peu ce résultat en limitant I’ensemble des for-
mules disponibles pour ~, puisque P~ peut étre supprimé
(“oublié”) également, et pas seulement V.

(Eqr)

Les connexions entre la X-logique et la circonscription
sont maintenant bien connues [12, 10, 7]. Woici d’abord
quelques définitions techniques.

Définition 5.6 On appelle positive en <, 1) une for-
mule ¢ dont I’ensemble des modéles est “finissant” pour

<pQv) - SipEpetu <(pqv) v alorsv = p.

La définition 4.1 montre que ForgetLitVar(p, P, V') est
positive en <(p g, v)-

La “réciproque” est d’ailleurs vraie aussi, puisque toute
formule ¢ positive en <(pg ) est équivalente a
ForgetLitVar(p, P, V).

Exemple 3 (Exemple 1 suite)
Avec PL, P, V, Q et ¢ comme dans I’exemple 1, on a
Mod(ForgetLitVar(o, P~,V)) = {v € Mod/

(# =(p,q,vy ¥ OU p=v)pourquelque u € Mod(p)}
Cet ensemble est clairement finissant pour < (p,g ).

Ces indications techniques permettraient facilement d’ob-
tenir une démonstration directe du théoréme 5.2. Ce-
pendant, une nouvelle démonstration n’est pas nécessaire
puisque le théoréme 5.2 est une conséquence immédiate de
la proposition 4.4 ainsi que du résultat déja connu suivant :

Proposition 5.7 [8, Theorem 6.40] Circ(P,Q,V) = fx
pour tout ensemble X qui a (a I’équivalence logique pres)
comme A-fermeture I’ensemble des formules positives en

=(P.Q,V):

\Voici un exemple afin d’illustrer le fonctionnement pra-
tique du théoreme 5.2.

Exemple 4 P, @,V sont comme dans I’exemple 1.

o' ={BAc)V(aN—bA-cA—d)et

P =(—aAb)V(aA-bA-cA-d)V (-aAcAd).

¢’ A’ équivaut au o de I’exemple 1.

Comme ¢’ = (ForgetLitVar(p, P~,V)), on en conclut
Cire(P,Q,V)(¢') E .

L’approche ForgetLitVar fournit de nouvelles méthodes
pour le calcul effectif des circonscriptions : En particulier,
elle fournit un processus simple en une seule étape, au lieu
des deux étapes des propositions 5.3 et du 5.4. Elle four-
nit également une maniére constructive pour calculer la
circonscription grace a la proposition 5.7, fournissant une
concrétisation précise a la méthode de calcul des circons-
criptions a I’aide de leurs formules inaccessibles qui a été
décrite dans [7, 8].

6 Conclusion et perspectives

Nous avons donné plusieurs caractérisations sémantiques
et syntaxiques pour une nouvelle notion, étendant la notion
d’oubli de littéraux présentée dans [2] aux cas ou des sym-
boles propositionnels sont autorisés a varier. Ces résultats
prouvent que la nouvelle notion n’est pas sensiblement plus
difficile que I’oubli de littéraux sans symboles variables.
Les diverses caractérisations fournissent diverses fagons de
calculer les résultats, plus ou moins efficaces selon la forme
dans laquelle les formules de départ apparaissent.

Nous avons ensuite développé I’application au calcul de la
circonscription. Nous avons ainsi renforcé les connexions
(déja trouvées dans [2]) entre la méthode d’oubli de litté-
raux et une méthode plus ancienne de Przymunsinski [9].
Cela a permis de transformer les méthodes en deux étapes
qui étaient connues, par I’oubli explicite de littéraux, ou
grace au théoréeme de Przymunsinski, en une méthode plus
simple en une seule étape. Nous avons également démontré
que la méthode d’oubli de littéraux (ainsi que la méthode
de Przymunsinski) est fortement liée a la méthode des X-
logiques. A notre connaissance, ce lien n’avait pas été réa-
lisé auparavant, ce qui explique sans doute pourquoi la mé-
thode de Przymunsinski n’a pas été simplifiée plus tét. (Il
faut noter que [9] cite [1] qui peut étre considéré, pour cer-
tains de ses aspects, comme travail trés préliminaire sur ce
qui est maintenant connu sous le nom de X-logique, mais
il reste que le lien précis n’avait été jamais fait, a notre
connaissance.)



Ces liens fournissent une présentation plus simple de divers
résultats, y compris la simplification (évoquée ci-dessus)
de la méthode de Przymunsinski pour calculer la circons-
cription.

La notion de “formule inaccessible” d’une inférence non
classique (qui englobe I’inférence classique) a une signi-
fication claire du point de vue de la représentation des
connaissances. Ce sont les formules qui ne peuvent pas
étre obtenues comme un résultat nouveau (nouveau vis a
vis de I’inférence classique) par I’inférence considérée. La
description donnée ici de la méthode de calcul de la cir-
conscription a partir de ses formules inaccessibles utilise
la notion d’“oubli de littéraux” généralisée au cas de sym-
boles variables. On peut considérer alors que la notion de
X-logique permet d’étendre encore la notion d” “oubli” au
cas d” “oubli des formules”. Il reste a préciser cette notion
d’“oubli de formules” et les méthodes de calcul associées.
Il reste en particulier a voir si la méthode donnée ici peut se
généraliser, et comment, afin de fournir de nouvelles mé-
thodes constructives et relativement efficaces de calculs de
certaines autres X-logiques. Un des intéréts de cette gé-
néralisation est qu’on atteindrait alors peut-&tre aussi des
formalismes qui falsifient la regle du ET (ou AND), c’est-
a-dire (en utilisant le vocabulaire de la logique des défauts),
qui admettent plusieurs extensions.

D’autres applications, comme celles aux formalismes de
représentation et traitement des connaissances évoqués [2,
p. 413] (dont I’abduction) pourraient sans doute tirer profit
de cette généralisation aussi, mais il s’agit d’un point que
nous n’avons pas abordé.

Il reste que I"un des intéréts de la méthode d’oubli des lit-
téraux, qui est, dans certains cas favorables, une simplifica-
tion des calculs effectifs [2], ne peut que tirer profit de I’ex-
tension de la notion d’oubli développée ici. La complexité
de la définition sémantique de la nouvelle notion est sem-
blable a celle de la notion sans symbole variable. Le cas
des définitions syntaxiques reste a étudier de ce point de
vue, mais il ne semble pas que la complexité augmente de
facon trop importante.
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