Cours 8 et9

Calcul des prédicats



Motivations

Le calcul propositionnel n’est pas suffisamment expressif pour
raisonner sur les structures mathématiques usuelles.

Exemple de structure mathématique : les groupes
» un ensemble A (non vide)
» un élément distingué e (le neutre)
» une fonction unaire i (inverse)
» une fonction binaire o (loi interne)
» un prédicat binaire E (égalité)
» des regles de base (axiomes)

Vx (E(o(x,e),x) AE(o(e, x), x))

Vx (E(o(i(x),x),e) A E(o(x,i(x)),e))
VavyVz E(o(x, o(y, z)),0(0(x, y), 2))
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Logique du 1* ordre : les ingrédients

Désigner les objets

» variables,

» constantes (ex: e),

» fonctions appliquées a d’autres objets (ex : i et 0)
Construire des formules

» prédicats (ex : E),

» connecteurs propositionnels (A, V, =, —, <),

» quantificateurs (V, J)

La limitation du 1" ordre : on ne quantifie que sur les objets.
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Motivations

Un exemple de quantification du second
ordre : les treillis complets

» un ensemble A (non vide)
» prédicats binaires = et C

Vx, x Cx (réflexivité)
VxVyxCy ANyCx = x=y  (antisymétrie)
VxVyVzx Ty A yCz = x Lz (transitivité)

» existence d'une borne supérieure

Pour tout sous-ensemble B de A, si B est non vide, il existe un
plus petit majorant
VB (dx B(x)) = dm
((VaB(a) =aCZ m)A\(Vb(Va, Bla)=aC b) = mC b))
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Syntaxe



Langage du premier ordre
Définition
Un langage du premier ordre est un ensemble L de symboles qui se
compose de deux parties
» la premiére, commune a tous les langages
» un ensemble infini dénombrable de symboles de variables
V= {Ul,vz, o0 }
> (,),\,V,—,=,<= + deux symboles de quantificateurs V et 3
» La seconde, spécifique au langage
» un ensemble € de symboles de constantes
» deux suites (), - et (Ry),cn- d’ensembles (deux a deux
disjoints et disjoints de C)
pour chaque 7,
Fn : symboles de fonctions a n places (ou d’arité n)

R, : symboles de prédicats (ou relations) a n places
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Le symbole = de relation binaire (arité 2) joue un rdle particulier

» on parle de langage égalitaire

En pratique, on considere un petit nombre de symboles et de
constantes, fonctions et prédicats : pour définir un langage, on
donne la liste de ceux-ci.

Exemple :

F={c:0,f:1,0:2, 0:2} P={z:1, =2}
L :{01102/'“}U{(I)I/\I\/I_‘I$/<:IVIH}U{CfIOI.IZ _}

Quelques mots sur L* :
z(c) AVxXYy (f(xoy) = f(x) o f(y)
Ny(fe)x(f =)y o x(f(yVxvVA)e(z
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Désigner les objets : termes

Définition
L'ensemble T(L) C L* des termes de L est défini inductivement

par
» V CT(L)

» CC T(L)
» pour chaque entier n > 1, et chaque f € J,,, T(L) est stable
pour l'opération (ty, .., t,) — fti...t,.

Remarque : on se passe de parentheses et de virgules.
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Définition explicite

On pose
» To(L)=CUV
» pour tout k € IN,
Teaa(L) = Te(L) U | {flrtn | f € Fu i, o tn € Ti(L)}

nelN*

Lemme

T(L) = | T(L)

neN

La hauteur d’un terme t € T(L) est le plus petit entier k tel que
t € Tr(L).
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Décomposition unique

La définition inductive de T(L) est non ambigué

Théoreme
Pour tout terme t € T(L), un et un seul des cas suivants se présente :

» t est une variable de L,
> t est un symbole de constante de C,

» il existe un unique k > 1, un unique symbole de fonction k-aire f
et un unique k-uplet de termes t1, ..., t; tels que t = ft;..ty.

Exemple:F ={c:0, f:1, g:2}
8&ffo0gvavacfeffefegvafooffefcfe
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Variable libres d’un terme

Définition inductive :

VL(v) = {v}
VL(c) = 0
VL(ft;...t,) = VL(t;)U---UVL(t,)
Définition
Un terme sans variables libres est appelé terme clos. J

On notera t[v;,...,v;,] (oui,...,i, sont 2 a 2 distincts) pour
indiquer que VL(t) C {v;,...,v;,}.
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Substitution de termes
Définition
Soient k € IN, wy, ..., wy variables 2 a 2 distincts, £, uy, ..., ux

termes. La substitution t{u /w1, ..., ux/wi] des termes uy, ..., uy
aux variables wy, . .., wy est définie par induction sur t :

> sit est un symbole de constante ou de variable différent de
wy, ..., Wy, alors tuy /wy, ..., u/we =t
> Sit=w;, tuy/we,. .., u/wd] = u;
» sit=ft...t,, alors
tlui/ws, ..., w/wi] =
fhlur/wa, ... uk/wil ..t lug fw, .., /W]

Remarques :
» C’est bien un terme.
» Ce n’est pas équivalent a une composition de substitution.
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Formules
Définition

Un mot m € L* est une formule atomique si il existe n € IN*,
ReR,etntermesty,..., t,telsquem =Rt;---t,

Si L est égalitaire, on notera t = u a la place de = tu.
Définition
L’ensemble F(L) C L* des formules du 17 ordre est définie
inductivement par :

» J(L) contient les formules atomiques

» siFe F(L)etG e F(L),alors ~F € F(L), (FAG) € F(L),

(FVG)eJF(L),(F=G)eF(L), (F<+<= G) € F(L) et pour
toutk € N, Jo . F € F(L) et VorF € F(L).

Calcul des prédicats 13/49



Définition explicite

ffrd()(L) = {Rtl -ty ’R e R,etty,... t, € ‘T(L)}
Funa(L) = Fu(L) U[=F|F € F,(L)}
W(F= G)|F,Ge F,(L), me{\,V,=,<1}}
WVoF | F € F,(L),v € V}
W{3JuF | F € F,(L),v € V}
Lemme

F(L) = | Fu(L)

neN

La hauteur d’une formule F € F(L) est le plus petit entier k tel
que F € Fi(L).
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Décomposition unique

La définition inductive de F (L) est non-ambigueé.

Théoréeme J

=

Calcul des prédicats



Variable libres

Les variables libres d’une formules sont définie de maniére
inductive

Définitions et notations :
» On appelle formule close une formule sans variable libre.
» Onnote Flv;,...,v;] quand VL(F) C {v;,...,v;,}.
» Si F = Flvj,...,v;,], une cloture universelle est Vv, ...Vv; F
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Substitution dans les formules

On souhaite substituer de termes a des occurrences libres de
variables. définition par induction sur les formules.

Définition
La substitution F[t/v] du termes t a la variable v dans la formule
F est définie par induction sur F :

—
—
=5
2
— = =
—_ — — —
—~
~~
ASTERSTRNS IS
Il

(JwF)[t/v] =

Remarque : on peut définir de maniere similaire la substitution
simultanée.
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Cas particulier : changement de nom de variable liée
Définition

Etant donné une formule F de la forme 0vG avec 0 € {V, 3}, le
renommage de v par w est

OwF[w/v]

Cette transformation est utile pour éviter la capture de variable
lors d"une substitution sous un quantificateur.
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Sémantique



Sémantique

Sémantique

But : Interpréter les objets et donner un sens aux formules. En
maths, une structure est un ensemble muni d’opérations et de
relations avec éventuellement des éléments distingués.

Définition
Une structure (réalisation) M pour un langage L est la donnée
de:

» un ensemble M non vide (dit ensemble de base, domaine),

> un élément c™ de M pour chaque symbole de constante
c e,

» pour chaque arité k > 1 et chaque symbole f de fonction
d’arité k, une application f de M* dans M,

» pour chaque entier k > 1 et chaque symbole de prédicat R
d’arité k, un sous-ensemble R™ de MF.
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Exemple

Donner un exemple de structure pour le langage définie par

F={c:0,f:1,0:2, @:2} P={z:1, =2}
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Interprétation d’un terme

L’interprétation d’un terme dépend des valeurs que I'on donne
au variables.

Une valuation est une fonction V — M avec M le domaine de la
structure.

Notation : pour p € V— M, v € Vetd € M, la valuation
p[v — d] est définie par

d six=y

p[de](y):{ p(y) six;ty
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Interprétation d’un terme

Définition

L'interprétation du terme f dans la structure M par rapport a
une valuation p € V — M, notée [[t]]g,‘/[ est définie par induction
surt:

»sit=veV, [t = p(v)
»sit=ceC [t =cM
> sit = fht, [HD = PUIHTYS -, T6IDY)

Remarque : la valeur de f ne dépend que des variables qui
apparaissent dans t.
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Interprétation d’une formule

Définition
L'interprétation [F])* € {0,1} d’une formule F par rapport a une
valuation p est définie par induction sur F :
[Rtp---t, 10" = 1 si ([LIYY,..., [LIDY) € R
0 sinon
[FAGI = IANIFE GG
[vxFI)* = 1 sipourtoutd € M, [FI%,, , =1
0 sinon
[[Elxl-“]]g)W = 1 s’ilexisted € M tel que IIF]] fod) = 1
0 sinon
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Interprétation d’une formule

Remarque : IIF]]g)w ne dépend que des valeurs de p sur FV(F).
Définition

M est un modele de F (noté M = F) si pour tout valuation p
[FI' =1.

Vocabulaire : F est aussi dite valide (ou vraie) dans M.

Remarque : Si F non close, F est valide dans M si et seulement si
une de ses clotures universelles est valide dans M.
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Exercice

F={c:0,f:1,0:2,0:2} P={z:1,=:2}

F = (ze A\ Vx Yy foxy = efxfy)

» Montrer que F est valide dans plusieurs structures sur R.
» Montrer que F n’est pas valide dans toutes structures.
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Exercice : complément

Les structures de ce langage sont de la forme

M= MMeMMeM—-MMecMxM—M,
MeMxM— M,zMCM,=MCMx M)

Pour tout valuation p,
|[F]]2)V[ =1 ssi IIzc]]f)V[ =let [Vx Yy foxy = ofxfy]]f)"[ =1
ssi AMezMet
si pour tout dy € M, [Vy foxy = efxfylf, ., =

ssi cezMet
si pour tout d, € M,

si pour tout dy € M, [foxy = ofefyldf, .y 4 =1

ssi cezM etsipourtoutd EMetdyeM,
(P ), @ (P (), 1 (d)) €=
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Définitions

» Une formule est universellement valide si et seulement si elle
est valide dans toute structure. Notation : =* F.

» Une formule est contradictoire si et seulement si il n’existe
pas de structure dans laquelle elle soit valide.

» F et G sont équivalentes si F <= G est universellement
valide, noté F = G.
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Sémantique

Substitution
On ne veut pas changer le “sens” d"une formule

Exemple : substituer X —1a Y dans VX, X < Y.
Il faut interdire la capture des variables libres.

Substitution licite : Soit t = t[wy, .., w,] un terme, la substitution
F[t/v] est licite si pour toute sous-formule F’ de F de la forme
Ow;F", v n’est pas libre dans F"”.

Lemme
Si F[t/v] est licite alors

[[F[t/v]]]f)w = [[F]]g,\?v._)[[t]]g/t]
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Propriétés sur =

Proposition

Pour toutes formules F,F',G,G’, si F = F et G = G, alors
—F,FAG,FVG,F = G,F <= G, VoF et 3vF sont respectivement
équivalentes a —=F',F' NG',F'V G',F' = G',F' <= G’,VuF' et 3F’

Proposition

Si w n’a aucune occurrence dans F, alors VoF (resp. 3vF) et VwF[w/v]
(resp. JwF[w/v]) sont équivalentes.
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Propriétés sur =

Pour toutes formules F et G et toutes variables v et w,

—JdvF = Vo—F
—VoF = dv—F F(FVG) = (FoFV IoG)
Vo(FAG) = (VoF AVoG) Jo3wF = JwIoE
VoYwF = VwVYoF Jv(F = G) = (VoF = F0G)

Les trois formules suivantes sont universellement valides :

F(FAG) = (JoF N\ JG)

(VoF VVYuG) = VYou(FVG)
(IF = YoG) = Yo(F = G)
JovwF = VwdoF
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Propriétés sur =

Pour toutes formules F et G et toutes variables v non libre dans
G,

VoG = 3G =G
Vo(FAG) = (VoFAG)
FJ(FAG) = (FwFAG)
Vo(FVG) = (YFVG)
J(FVG) = (FwFVG)

Vo(G=F) = (G = YouF)
Jv(G=F) = (G= JvF)
Vo(F = G) = (I0oF = G)
Jo(F=G) = (VF = G)
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Propriétés sur =

Théoreme

Toute formule du 1°" ordre est universellement équivalente a au moins
une formule ne contenant pas de symbole de connecteur ou de
quantificateur autre que —,\V et 3.
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Formes prénexes et formes de Skolem

Formes prénexes

Définition
F est prénexe ssi il existe k € N, x1, .., x¢ € V, Oy, .., O symboles de
quantificateurs et G formule sans quantificateurs tels que
F = O 1 .. OrXk G.

—_——

préfixe

F est prénexe polie ssi son préfixe contient au plus une occurrence
de chaque variable.

Théoreme
Toute formule admet au moins une forme prénexe polie.
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Formes de Skolem

On part d"une formule prénexe polie et on cherche a éliminer les
quantificateurs existentiels.

On ajoute pour cela des nouveaux symboles de fonctions au
langage. A chaque variable x quantifiée existentiellement on
associe un symbole d’arité égal au nombre d’occurrences de V a
gauche de Jx dans le préfixe de F.

A F on associe Lg(F), enrichissement de L par p symboles, p

étant le nombre d’occurrences de 3 dans le préfixe de F. La
formule obtenue est appelée forme de Skolem de F.

Exemple : si F = Vx;1Vx,3x3Vx,3x5G,
Lsk(F) = Vx1Vx2VxsGlfax1x2 /X3, fsX1X0X4/ X5).
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Formes prénexes et formes de Skolem

Remarque

Si Fg; est une forme de Skolem de F, F et Fg, ne sont
A pas universellement équivalentes

Exemple : F = VYuy3v1Rogvy, Fsr = YuoRogfvy, la structure
M = (Z/< (RM)/n —n—1 (fM))

est telle que M |= F mais M F Fg.
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Formes prénexes et formes de Skolem

Propriété des formes de Skolem

Lemme

Soit F une formule prénexe polie de L, alors la formule Fs; = F de Lg
est universellement valide.

Lemme

Soit F une formule prénexe polie de L et M une structure et p une
valuation telles que [[F]]Z,V[ = 1. Il est possible d’enrichir M en une

structure M’ de Lgi(F) telle que [[Fs g" =1

Théoréeme

Une formule close admet un modele si et seulement une quelconque de
ses formes de Skolem admet un modele.

Calcul des prédicats 37/49



Théories

Une théorie T est un ensemble de formules closes (appelées axiomes).

>

>

>

Soit M une structure, M est un modele de la théorie T (M = T) ssi
M = F pour tout F € T.

T est consistante (non contradictoire) ssi elle admet au moins un
modele.

F est conséquence de T ssi M = T implique M = F,noté T =* F.

T est complete ssi t est consistante et pour toute formule close F, on
aTkE*FouTgE* —F.

L’ensemble Thm(T) des théoremes de T est ’ensemble des
formules F telles que! T =* F.

T est récursive si l’ensemble des formules de T est récursif.

T est décidable si I’ensemble Thm(T) est récursif.

/ANous confondons =* et I (voir plus loin).

1
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Exemples de théorie (1/3)

La théorie vide (T = (}) correspond au calcul des prédicats.
» elle est consistante,
» ses théoremes sont les formules universellement valides.
» elle est récursive,

» elle n’est pas décidable (pour un langage de 1°" ordre
suffisamment riche) : c’est le théoreme de Church (admis)
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Exemples de théorie (2/3)

La théorie de I'égalité. R, contient un symbole de relation
binaire =.
Axiomes :

Al Vxo=xx
A® ¢ Vay =xy ==yx
A’ 1 Vaxyz =xyA =yz ==xz
A VgV - Yy,
=11 A\ AN\ =Xy == XY Y
pour toutf € F,
AR o Vg YX,YYg -- - VY,
=x11 A+ A =Xy, = (Rxy - %, = Ryp - - y,)
pour tout R € R,
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Exemples de théorie (3/3)

La théorie de I'arithmétique de Peano. L = {0,s, +, X, <, =}
Théorie de I'égalité? + :

Vx —(sx=0)
VxVy sx=sy=x=y
Vx x+0=x
VxVy x+sy=s(x+y)

Vx xx0=0
VxVy xxsy=x+(xxy)
Vx —(x<0)

VxVy x<sy <= x<yVx=y

+ une infinité (dénombrable) d’axiomes de récurrence :
F[0/x] N\ (Vx(F = F[s x/x]) = VxF)
pour chaque formule F et chaque variable libre x dans F.

20n utilise les conventions syntaxiques courantes.
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Propriété de I'arithmétique de Peano

Théoreme (Ryll - Nardzewski)

L’arithmétique de Peano n’est pas finiment axiomatisable.

Théoreme
L’arithmétique de Peano n’est pas décidable

C’est un corollaire des grands théorémes qui suivent.
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Les grands théoremes

Théoreme
Une théorie compléte et récursive est décidable.

Théoréeme

Une théorie consistante contenant l'arithmétique de Peano est
indécidable.

Ces deux théorémes ont pour corollaire un théoreme célebre.

Théoréme (1°" théoreme d’incomplétude de Godel)

Une théorie recursive et consistante contenant I'arithmétique de Peano
n’est pas complete.
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Les limites d’expressivité

Propriétés axiomatisables

Définition

Soit L un langage du 1°" ordre et P une propriété que chaque
L—structure est susceptible de vérifier (ou non).

La propriété P est dite axiomatisable s’il existe une théorie T de L telle
que, pour tout L—structure M,

M vérifie PssiM =T

Théoreme
La propriété « étre un ensemble fini » n'est pas axiomatisable.

C’est une conséquence du théoreme de compacité (cf suite).

Théoreme
La propriété « étre un ensemble infini » n’est pas axiomatisable avec une
théorie finie.
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Les limites d’expressivité

Propriétés axiomatisables

Exemples

On considere le langage L = V U {=} avec = un symbole de
prédicat d’arité 2.

Pour chaque entier n > 1, la propriété « étre un ensemble a au
moins n éléments » est axiomatisable avec une théorie finie.
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Les limites d’expressivité

Propriétés axiomatisables

Exemples

On considere le langage L = V U {=} avec = un symbole de
prédicat d’arité 2.

Pour chaque entier n > 1, la propriété « étre un ensemble a au
moins n éléments » est axiomatisable avec une théorie finie.

Il suffit de prendre la théorie {F,} avec

F,, = dv3v,...3dv, /\ - X UU;

1<i<j<n
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Les limites d’expressivité

Propriétés axiomatisables

Exemples

Pour chaque entier n > 1, la propriété « étre un ensemble a
exactement n éléments » est axiomatisable avec une théorie finie.
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Les limites d’expressivité

Propriétés axiomatisables

Exemples

Pour chaque entier n > 1, la propriété « étre un ensemble a
exactement n éléments » est axiomatisable avec une théorie finie.

Il suffit de prendre la théorie

{Pn AN ﬁPn+1}
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Les limites d’expressivité

Propriétés axiomatisables

Exemples

Pour chaque entier n > 1, la propriété « étre un ensemble a
exactement n éléments » est axiomatisable avec une théorie finie.

Il suffit de prendre la théorie

{Pn AN ﬁPn+1}

La propriété « étre un ensemble infini »
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Les limites d’expressivité

Propriétés axiomatisables

Exemples

Pour chaque entier n > 1, la propriété « étre un ensemble a
exactement n éléments » est axiomatisable avec une théorie finie.

Il suffit de prendre la théorie

{Pn AN _'Pn+1}

La propriété « étre un ensemble infini » est axiomatisable grace
a la theorie infinie
{F, |n e N*}
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Les limites d’expressivité

Propriétés axiomatisables

Contre-exemples

Théoréme J

La propriété « étre un ensemble fini » n’est pas axiomatisable.

Preuve
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Les limites d’expressivité

Propriétés axiomatisables

Contre-exemples

Théoréme J

La propriété « étre un ensemble fini » n’est pas axiomatisable.

Preuve Par I’absurde.

=
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Les limites d’expressivité

Propriétés axiomatisables

Contre-exemples

Théoreme
La propriété « étre un ensemble fini » n’est pas axiomatisable.

Preuve Par I'absurde. Soit T une théorie telle que pour toute
L-structure M, M est finie (pour son égalité) ssi M |=T.
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Les limites d’expressivité

Propriétés axiomatisables

Contre-exemples

Théoreme
La propriété « étre un ensemble fini » n’est pas axiomatisable.

Preuve Par I'absurde. Soit T une théorie telle que pour toute
L-structure M, M est finie (pour son égalité) ssi M |=T.
T U{F, | n € IN*} est une théorie contradictoire.
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Les limites d’expressivité

Propriétés axiomatisables

Contre-exemples

Théoreme
La propriété « étre un ensemble fini » n’est pas axiomatisable.

Preuve Par I'absurde. Soit T une théorie telle que pour toute
L-structure M, M est finie (pour son égalité) ssi M |=T.

T U{F, | n € IN*} est une théorie contradictoire. D’apres le théoreme de
compacité, il existe un sous-ensemble fini T’ C T U{F, | n € IN*} qui
est lui aussi contradictoire.
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Les limites d’expressivité

Propriétés axiomatisables

Contre-exemples

Théoreme
La propriété « étre un ensemble fini » n’est pas axiomatisable.

Preuve Par I'absurde. Soit T une théorie telle que pour toute
L-structure M, M est finie (pour son égalité) ssi M |=T.

T U{F, | n € IN*} est une théorie contradictoire. D’apres le théoreme de
compacité, il existe un sous-ensemble fini T’ C T U{F, | n € IN*} qui
est lui aussi contradictoire. Puisque T est fini, il exists N € IN* tel que

T'"CTU{F,|1<n<N}=Ty
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Propriétés axiomatisables

Contre-exemples

Théoreme
La propriété « étre un ensemble fini » n’est pas axiomatisable.

Preuve Par I'absurde. Soit T une théorie telle que pour toute
L-structure M, M est finie (pour son égalité) ssi M |=T.

T U{F, | n € IN*} est une théorie contradictoire. D'apres le théoréme de
compacité, il existe un sous-ensemble fini T’ C T U{F, | n € IN*} qui
est lui aussi contradictoire. Puisque T" est fini, il exists N € IN* tel que

T'"CTU{F,|1<n<N}=Ty

Par conséquent Ty est contradictoire , mais c’est impossible car elle
admet pour modele {1, ..., N} C IN muni de de I'égalité standard.
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Propriétés axiomatisables

Contre-exemples

Lemme
Si une propriété est axiomatisable par une théorie finie, sa négation
l'est aussi.

On en déduit que la propriété « étre un ensemble infini » n’est
pas axiomatisable avec une théorie finie.
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