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PROBLEME :

L’objectif de ce probleme est de proposer un algorithme efficace pour calculer I'espérance
conditionnelle d'une fonctionnelle exponentielle intégrale dans le modele de Markov caché
suivant :

e La suite { X}, k > 0} est une chaine de Markov a espace d’état fini £ = {1,--- N},
de loi initiale
P[Xy =i =y, pour tout i € E |

et de matrice de transition

PXini=J| Xp=1il=mj, pour tout 7,j € E .

e Les observations {Y;, & > 0} sont a valeurs dans un espace fini O = {1,---, M}, et
on suppose que la propriété de canal sans mémoire est vérifiée, avec

PY,=/(| X, =14 =0, pour tout ¢ € E, et tout £ € O .
Il s’agit de calculer la quantité suivante :
E[exp{z C(Xk)} | Y’07 T 7Yn] )
k=0

ou la fonction ¢, définie sur I'ensemble fini E et a valeurs réelles, est caractérisée de
maniere équivalente par la donnée d'un vecteur ¢ = (¢;), ¢’est—a—dire que

C(Xk):CZ', Sle:Z



Pour tout i € E et tout £y, ---, /¢, € O, on définit

] = Blep {3 X0} T, — g vy = 1o, v = 1]

et comme dans le cours

ai[&)a"ﬁgn] :P[Xn:%Yb:&J?aYn:gn} .

On rappelle que la fonction indicatrice 1 est définie par

1 _J1 siu € A,
[we Al 7)o sinon,

et que pour toute v.a. Z
E[I[Z c Aﬂ = P[Z € A] .

(i) En procédant comme pour 1’équation de Baum forward, montrer que

n—1
Vollo, - )= D exp{d_ cip + i} Vig Tigiy

10, in—1€E k=0

(ii) De la méme maniére, montrer que

n+1

E[exp{kz_: c(Xe)} 1[Xn =4, X1 = J] 1[5/0 =, - -

= exp{e;} by g Aillo, e ) -

(iii) En sommant sur i € F/, montrer que

ZQ Zn—l /
T Db b

in—1

' 7Yn - gna Yn+1 = gn—l—l] ]

’VZH*l[gOa U 7£n+1] = exp{cj} b§n+1 Z T4 7;1[€07 o 7€n] .

S



On définit w, = (w?) et p, = (p!,) avec

n

wh =~ Y, -, Yo, pour tout i € E |

et comme dans le cours

(iv)

(vi)

(vii)

(viii)

plo=al Yy, -, Y], pour tout i € E .

Déduire du résultat obtenu a la question (iii) que la suite {w,} vérifie
I’équation récurrente suivante

QUZH_I = exp{cj} bj(Yn—i-l) Z 7T7;7j w; .
S

Rappeler ’équation récurrente vérifiée par la suite {p,}.

Retrouver cette équation directement a partir du résultat obtenu a la
question (iv).

Directement a partir de la définition, montrer que

k=0

JjEE

En déduire que

wh = Blexp{ 3 (60} 1, = g Voo Yol T

JjeE

En sommant sur i € F, proposer un algorithme efficace pour le calcul de

Blep{Y" (X} | Yo, -, Vil

k=0



