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Problème

Le but de ce problème est d’établir les équations du lisseur de Kalman pour le système
linéaire gaussien suivant :

Xk = Fk Xk−1 +Wk ,

Yk = Hk Xk + Vk ,

sous les hypothèses habituelles :

• X0 variable aléatoire gaussienne.

• {Wk} bruit blanc gaussien centré de matrice de covariance QW
k inversible.

• {Vk} bruit blanc gaussien centré de matrice de covariance QV
k inversible.

• X0, {Wk} et {Vk} mutuellement indépendants.

Par rapport aux hypothèses du cours, on suppose donc que le bruit de modèle aussi
possède une matrice de covariance inversible.

Soit n un instant final fixé : on souhaite calculer la loi conditionnelle de la variable
aléatoire Xk sachant Y0:n = (Y0, · · · , Yn), pour tout instant k compris entre 0 et n. Il
existe plusieurs approches pour traiter ce problème, qui donnent lieu à des formulations
différentes pour le même résultat. L’approche proposée ici reproduit celle vue en cours
pour les modèles de Markov cachés.

On denote par X̂n
k et par P n

k la moyenne et la matrice de covariance de cette loi
conditionnelle, i.e.

X̂n
k = E[Xk | Y0:n] et P n

k = E[ (Xk − X̂n
k ) (Xk − X̂n

k )
∗ ] ,

respectivement, et on dénote par X̂k et Pk la moyenne et la matrice de covariance du filtre
de Kalman, pour tout k = 0, · · · , n.
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Généralités

Dans cette première partie, on établit des propriétés qui seront utiles pour la suite,
et qui sont valables en toute généralité, c’est–à–dire qui ne dépendent pas du caractère
gaussien. On rappelle la définition du filtre bayésien vu en cours

µk(dx) = P[Xk ∈ dx | Y0:k] ,

et on introduit aussi le lisseur bayésien, défini par

µn
k(dx) = P[Xk ∈ dx | Y0:n] .

On admet que la distribution de probabilité conjointe des états cachésX0:n = (X0, · · · , Xn)
et des observations Y0:n = (Y0, · · · , Yn) peut s’écrire

P[X0:n ∈ dx0:n, Y0:n ∈ dy0:n ] = η0(dx0)
n∏

k=1

Qk(xk−1, dxk)
n∏

k=0

gk(xk, yk) dy0:k ,

en fonction de la distribution de probabilité initiale

P[X0 ∈ dx] = η0(dx) ,

des noyaux de probabilité de transition

P[Xk ∈ dx′ | Xk−1 = x] = Qk(x, dx
′) ,

pour tout k = 1, · · · , n, et des densités d’émission

P[Yk ∈ dy | Xk = x] = gk(x, y) dy ,

pour tout k = 0, 1, · · · , n (on ne demande pas de démontrer ce résultat).

(i) Montrer que

P[X0:n ∈ dx0:n, Y0:n ∈ dy0:n ]

= P[X0:k ∈ dx0:k, Y0:k ∈ dy0:k ]
n∏

p=k+1

Qp(xp−1, dxp)
n∏

p=k+1

gp(xp, yp) dyk+1:n .

(ii) En intégrant par rapport à x0:k−1 = (x0, · · · , xk−1) et par rapport à xk+1:n =
(xk+1, · · · , xn), montrer que

P[Xk ∈ dxk, Y0:n ∈ dy0:n ] = P[Xk ∈ dxk, Y0:k ∈ dy0:k ] vk(xk, yk+1:n) dyk+1:n ,

où

vk(xk, yk+1:n) =

∫
Rm

· · ·
∫
Rm

n∏
p=k+1

Qp(xp−1, dxp)
n∏

p=k+1

gp(xp, yp) ,

par définition.
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(iii) Montrer que

vk−1(xk−1, yk:n) =

∫
Rm

Qk(xk−1, dxk) gk(xk, yk) vk(xk, yk+1:n) .

Cette identité est valable pour toute suite yk:n = (yk, · · · , yn) et en rem-
plaçant les variables muettes yk:n = (yk, · · · , yn) par les observations Yk:n =
(Yk, · · · , Yn), montrer la relation de récurrence rétrograde suivante

vk−1(x) =

∫
Rm

Qk(xk−1, dxk) gk(xk) vk(xk) ,

où vk−1(x) = vk−1(x, Yk:n), vk(x) = vk(x, Yk+1:n) et gk(x) = gk(x, Yk) par défini-
tion.

(iv) À partir du résultat obtenu à la question (ii), montrer que

P[Xk ∈ dxk | Y0:n = y0:n ] =
P[Xk ∈ dxk | Y0:k = y0:k ] vk(xk, yk+1:n)∫
Rm

P[Xk ∈ dz | Y0:k = y0:k ] vk(z, yk+1:n)

.

Cette identité est valable pour toute suite y0:n = (y0, · · · , yn) et en rem-
plaçant les variables muettes y0:n = (y0, · · · , yn) par les observations Y0:n =
(Y0, · · · , Yn), montrer que le lisseur bayésien µn

k(dx) s’exprime comme

µn
k(dx) =

vk(x) µk(dx)∫
Rm

vk(z) µk(dz)

,

en fonction du filtre bayésien µk(dx) et de la fonction vk(x) introduite à
la question (iii) et définie à une constante multiplicative près par vk(x) =
vk(x, Yk+1:n).

Cas particulier gaussien

À partir de maintenant, on exploite le caractère gaussien du problème, qui permet
d’obtenir des expressions explicites.

(v) Montrer que

P[Xk ∈ dx′ | Xk−1 = x] = exp{−1
2
(x′ − Fk x)

∗ (QW
k )−1 (x′ − Fk x)}

dx′√
det(2πQW

k )
,

avec une densité de transition gaussienne, de moyenne Fk x et de matrice
de covariance QW

k (supposée inversible par hypothèse).

3



(vi) Montrer que

P[Yk ∈ dy | Xk = x] = exp{−1
2
(y −Hk x)

∗ (QV
k )

−1 (y −Hk x)}
dy√

det(2πQV
k )

,

avec une densité d’émission gaussienne, de moyenne Hk x et de matrice
de covariance QV

k (supposée inversible par hypothèse).

La fin du problème consiste à montrer (par récurrence) que

vk(x) = exp{−1
2
x∗ Mk x+m∗

k x} ,

à une constante multiplicative près pour tout k = (n−1), · · · , 1, 0, et à établir une relation
de récurrence rétrograde pour le vecteur mk et pour la matrice symétrique semi–définie
positive Mk.

(vii) On suppose l’hypothèse de récurrence vraie au rang k. Montrer que

gk(x
′) vk(x

′) = exp{−1
2
x′∗ Mk−1/2 x

′ +m∗
k−1/2 x

′} ,

à une constante multiplicative près, avec

Mk−1/2 = H∗
k (Q

V
k )

−1 Hk +Mk ,

et
mk−1/2 = H∗

k (Q
V
k )

−1 Yk +mk .

(viii) En complétant le carré et en intégrant par rapport à la variable x′, mon-
trer que

vk−1(x) =

∫
Rm

Qk(x, dx
′) gk(x

′) vk(x
′) = exp{−1

2
x∗Mk−1 x+m∗

k−1 x} ,

à une constante multiplicative près, c’est–à–dire que l’hypothèse de ré-
currence est vraie au rang (k − 1), avec

Mk−1 = F ∗
k [ (Q

W
k )−1 − (QW

k )−1 ((QW
k )−1 +Mk−1/2)

−1 (QW
k )−1 ]Fk

= F ∗
k (Q

W
k )−1 [QW

k − ((QW
k )−1 +Mk−1/2)

−1 ] (QW
k )−1 Fk ,

et
mk−1 = F ∗

k (Q
W
k )−1 [ (QW

k )−1 +Mk−1/2 ]
−1mk−1/2 .

(ix) En déduire que le lisseur bayésien est (associé à) une distribution de
probabilité gaussienne, de moyenne et de matrice de covariance définies
par

X̂n
k = [P−1

k +Mk ]
−1 [P−1

k X̂k +mk ] et P n
k = [P−1

k +Mk ]
−1 ,

respectivement.
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