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PROBLEME :

L’objectif de ce probleme est d’établir par une autre méthode, et de généraliser, les
équations du filtre non-linéaire optimal. Soit {X,} une chaine de Markov a valeurs
dans F = R™, de noyau de probabilités de transition Q(z,dz’), et pour tout n > 0, soit
gn une fonction strictement positive définie sur E.

Pour tout n > 0, on considere les mesures positives v, (dz) et v, (dz) sur E, définies par
les formules de Feynman—Kac

O f) = [ Fa) o) =B TLaX0]

et
(s f) = /E F() 7 (de) = BIF(X.) [[oe(X0)]

respectivement, pour toute fonction test f définie sur E. A partir de v,(dx) et v, (dz),
on peut obtenir par normalisation les distributions de probabilité u,(dz) et p,, (dx) sur
E, définies par

_ Y (d)

(@) et i, (dx) = D)

(Vns 1)

fin(dz) =

(i) En considérant la fonction f = 1, montrer que

<7n7 1> = <77;7gn> et <’Y7;’ 1) = <'Yn717 1> .



(i) En déduire que

n

(s 1) = [ [ 98) -

k=0

(iii) En déduire qu’il est possible de définir les mesures positives v, (dzr) et
7, (dx) a partir des distributions de probabilité p,(dz) et u, (dz).

(iv) Montrer que

<7n7f>:<’7777gnf> et <7;7f>:<7n717Qf>7

pour toute fonction test f définie sur F.

(v) En déduire que

') p, (d’)

') = 210 et )= [ o) Qo)

Plus généralement, on considere les mesures o, (dx) et o, (dx) sur E, définies par

n n

(0n f) = /E F() onlda) = BLACX) (3 e ] [T on(Xe)]
et . -
(05 f) = /E F() o (dn) = BIF() (3 (X)) [ on(X0)]

respectivement, pour toute fonction test f définie sur F, et les versions normalisées p,,(dx)
et p, (dx), définies par

pn(dz) =

(vi) Montrer que

<Un’f>:<U;79nf>+<77:7cngnf> et <0-7:7 >:<Un—1va>7

pour toute fonction test f définie sur F.

(vii) En déduire que

N gnl@) py(da) | cn(a!) gn(a') iy, (da')
puldT) = ) (K n) ’

o (da') = /E por(dz) Q(a, da’) .



Application au filtrage On suppose que la chaine de Markov {X,,} n’est pas observée
directement, mais qu’on dispose d’une suite d’observations {Y,,} & valeurs dans F' = R,
vérifiant la propriété de canal sans mémoire, avec la probabilité d’émission

PY, € dy | X,, = x| = gn(z,y) dy .

(viii) Montrer que la loi jointe des états cachés (X, -, X,,) et des observations
(Yo, -+, Y,) vérifie

P[XO Edl’o,"',Xn Ed%n,Yb edy07"'7Yn€dyn]

=P[Xy € dxo, -+, X, € day) Hgk(xk,yk) dyo -+ dyn

k=0
et que
P[Yy € dyo, -+, Yy € dyn] = B[] [ 35(Xe, we) ] dyo - - - dyn -
k=0
(ix) En déduire que la loi conditionelle jointe des états cachés (X, --,X,)

sachant (Y, = vyo, -+, Y, = y,) vérifie

B fu(Xo,- -+ Xn) [] 96Xk ) ]
E[fn(XOaaXn)‘YE):ymaYn:yn]: n E=0 5
E[H Gr (X Ur) |
k=0

pour toute fonction test f,, définie sur ’espace produit £""!' = E x --- x E.
S —
(n+ 1) fois

Pour tout £ > 0, on introduit la fonction strictement positive g, définie par la relation
gr(x) = gr(z,yx) pour tout x € E.

(x) Déduire de la question (ix) que la loi conditionelle de I’état caché X,
sachant (Y, = vyo, -, Y, = y,) vérifie

E[f(X.) [ on(X0)]
E[f(Xn) | Yo =0, Yo = y] = =0 :
E[] ] 9x(Xx)]

pour toute fonction test f définie sur F.

(xi) En déduire que la réponse a la question (v) permet de retrouver les
équations du filtre non—linéaire optimal .



