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Résumé

On considère un modèle de Markov caché tel que les transitions de la châıne
sous–jacente dépendent d’un paramètre inconnu que l’on cherche à estimer ou à
surveiller. Il n’existe pas en général d’expression analytique simple pour le noyau
de transition, mais s’il est facile de simuler des trajectoires ou des transitions de
la châıne, on peut alors utiliser une méthode de Monte Carlo avec interaction, ou
méthode particulaire, pour calculer de manière approchée certaines fonctions de
contraste et les fonctions score associées.

Mots–clés : modèle de Markov caché, filtrage stochastique, filtrage particulaire,
fonction de vraisemblance.

Abstract

We consider an hidden Markov model (HMM) such that transitions of the un-
derlying chain depend on an unknown parameter, which we try to estimate or to
monitor. There is no simple analytical expression for the transition kernel in gen-
eral, but if it is easy to simulate trajectories or transitions of the chain, then one
can use a Monte Carlo method with interaction, or particle method, to compute
approximately some contrast functions and the associated score functions.

Key–words : hidden Markov model, stochastic filtering, particle filtering, likeli-
hood function.

1 Modèle de Markov caché, et fonctions de contraste

Soit {Xn , n ≥ 0} une châıne de Markov homogène à valeurs dans l’espace E, de noyau
de transition Qθ(x, dx′), c’est–à–dire que

Pθ[Xn+1 ∈ dx
′ | Xn = x] = Qθ(x, dx′) ,

où le noyau dépend d’un paramètre θ qu’il s’agit d’estimer. On fait l’hypothèse qu’il est
facile de simuler une v.a. X de loi Qθ(x, dx′), même si la forme analytique du noyau
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n’est pas connue, ou est très compliquée. C’est par exemple le cas si la châıne de Markov
{Xn , n ≥ 0} résulte de l’échantillonnage à des instants discrets {tn , n ≥ 0} d’un processus
de diffusion {X ′

t , t ≥ 0}, c’est–à–dire si Xn = X ′
tn
, avec

dX ′
t = bθ(X ′

t) dt+ σ(X ′
t) dW

′
t ,

où {W ′
t , t ≥ 0} est un mouvement brownien. Dans ce cas, simuler une v.a. de loiQθ(x, dx′)

revient simplement à simuler la solution à l’instant tn+1 de l’équation différentielle stochas-
tique partant de la condition initiale X ′

tn
= x à l’instant tn. L’état {Xn , n ≥ 0} n’est

pas observé, mais on dispose d’une suite {Yn , n ≥ 0} d’observations à valeurs dans
l’espace F , telle que conditionnellement aux états cachés, les observations sont mutuelle-
ment indépendantes, et la loi conditionnelle de Yn ne dépend que de l’état caché Xn au
même instant. On pose

Pθ[Yn ∈ dy | Xn = x] = gθ(x, y)λ(dy) et Ψθ
n(x) = gθ(x, Yn) .

Cette hypothèse est par exemple vérifiée dans le cas où on observe l’état dans un bruit
blanc additif, c’est–à–dire où l’observation Yn est reliée à l’état caché Xn par la relation

Yn = hθ(Xn) + Vn ,

où {Vn , n ≥ 0} est un bruit blanc. Il s’agit d’estimer conjointement les états cachés et le
paramètre, au vu des observations, et on introduit à cet effet

µθ
n(dx) = Pθ[Xn ∈ dx | Y0, · · · , Yn] et µθ

n|n−1(dx) = Pθ[Xn ∈ dx | Y0, · · · , Yn−1] .

La fonction de log–vraisemblance, dans ce modèle paramétré, peut alors s’écrire

`θn =
1

n

n∑

k=0

log〈µθ
k|k−1,Ψ

θ
k〉 ,

et la fonction score, c’est–à–dire sa dérivée par rapport au paramètre, s’écrit

∂ `θn =
1

n

n∑

k=0

[
〈wθ

k|k−1,Ψ
θ
k〉

〈µθ
k|k−1,Ψ

θ
k〉

+
〈µθ

k|k−1, S
θ
k Ψ

θ
k〉

〈µθ
k|k−1,Ψ

θ
k〉

] ,

où pour tout k ≥ 0, le filtre dérivé wθ
k|k−1 dénote la dérivée du filtre optimal µθ

k|k−1 par

rapport au paramètre, et où Sθ
k(x) = ∂ log Ψθ

k(x).

2 Filtre optimal, filtre dérivé

Dans la suite, pour alléger les notations, on ne fait plus apparâıtre la dépendance par
rapport au paramètre. L’évolution de la suite {µn , n ≥ 0} à valeurs dans l’espace des
distributions de probabilité sur l’espace E, est décrite par les étapes suivantes

µk−1

prédiction

−−−−−−−−→ µk|k−1 = µk−1Q
correction

−−−−−−−−→ µk = Ψk · µk|k−1 = R̄k(µk−1) ,
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où la notation · désigne le produit projectif, correspondant à la formule de Bayes, i.e.

Ψk · µ =
Ψk µ

〈µ,Ψk〉
.

Pour le filtre dérivé, on fait l’hypothèse d’absolue continuité (AC) suivante [1] : le noyau
dérivé Γ(x, dx′), c’est–à–dire la dérivée du noyau markovien Q(x, dx′) par rapport au
paramètre, admet une représentation probabiliste de la forme

Γφ(x) =

∫

E

Γ(x, dx′)φ(x′) =

∫

E×S

K(x, dx′, ds′)φ(x′) s′ = E[φ(Xn+1) Ξn+1 | Xn = x] ,

où {(Xn,Ξn) , n ≥ 0} est une châıne de Markov à valeurs dans l’espace E × S, telle que

P[Xn+1 ∈ dx
′,Ξn+1 ∈ ds

′ | Xn = x,Ξn = s] = K(x, dx′, ds′) .

On fait aussi l’hypothèse qu’il est facile de simuler une v.a. (X,Ξ) de loi K(x, dx′, ds′),
même si la forme analytique du noyau n’est pas connue, ou très compliquée. On vérifie
alors que µΓ ¿ µQ, et que si w ¿ µ, alors wQ¿ µQ. Soit

Fk(µ)w =
Ψk w

〈µ,Ψk〉
−
〈w,Ψk〉

〈µ,Ψk〉

Ψk µ

〈µ,Ψk〉

la dérivée au point µ et dans la direction w, de l’application µ 7−→ Ψk · µ. De même, soit

Gk(µ) =
Sk Ψk µ

〈µ,Ψk〉
−
〈µ, Sk Ψk〉

〈µ,Ψk〉

Ψk µ

〈µ,Ψk〉
= Fk(µ) (Sk µ) .

la dérivée de la distribution de probabilité Ψk · µ par rapport au paramètre. L’évolution
de la suite {wn , n ≥ 0}, à valeurs dans l’espace des mesures signées finies sur E de masse
nulle, est décrite par les étapes suivantes

wk−1

prédiction

linéaire tangente

−−−−−−−−−−−−→ wk|k−1 = wk−1Q+ µk−1 Γ

correction

linéaire tangente

−−−−−−−−−−−−→ wk = Fk(µk|k−1) (wk|k−1 + Sk µk|k−1) = W̄k(µk|k−1, wk|k−1) .

3 Approximation particulaire conjointe

Au vu de la relation d’absolue continuité wk ¿ µk, l’idée est d’approcher conjointement le
filtre optimal µk et sa dérivée wk par rapport au paramètre à l’aide de deux distributions
empiriques pondérées de la forme

µk ≈ µN
k =

N∑

i=1

ωi
k δξik

et wk ≈ wN
k =

N∑

i=1

ρik ω
i
k δξik

,
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avec
N∑

i=1

ωi
k = 1 et

N∑

i=1

ρik ω
i
k = 0. Cette approximation est complètement caractérisée par

la donnée du système de particules Σk = {(ξ1k, ω
1
k, ρ

1
k), · · · , (ξ

N
k , ω

N
k , ρ

N
k )}, et l’algorithme

est décrit par le mécanisme qui permet de construire Σk à partir de Σk−1. On note que

Ψk(x
′) (µN

k−1Q)(dx′) =
N∑

i=1

∫

S

Ψk(x
′) ωi

k−1 K(ξik−1, dx
′, ds′)

︸ ︷︷ ︸

mi
k(dx

′, ds′)

,

et

Ψk(x
′) [wN

k−1Q(dx′) + µN
k−1 Γ(dx

′) + Sk(x
′) (µN

k−1Q)(dx′) ]

=
N∑

i=1

∫

S

Ψk(x
′) [ ρik−1 + s′ + Sk(x

′) ]

︸ ︷︷ ︸

rik(x
′, s′)

ωi
k−1 K(ξik−1, dx

′, ds′)

︸ ︷︷ ︸

mi
k(dx

′, ds′)

,

de sorte que R̄k(µ
N
k−1)(dx

′) et W̄k(µ
N
k−1, w

N
k−1)(dx

′) sont obtenues respectivement par mar-
ginalisation d’une distribution de probabilité et d’une mesure signée finie absolument
continue, définies sur l’espace produit {1, · · · , N} × E × S. En suivant l’approche de [5]
(i.e. échantillonnage pondéré sur l’espace produit, puis marginalistion), on obtient

R̄k(µ
N
k−1) ≈ µN

k =
N∑

i=1

Ψk(ξ
i
k)

N∑

i=1

Ψk(ξ
i
k)

δ
ξik

=
N∑

i=1

ωi
k δξik

avec ωi
k =

Ψk(ξ
i
k)

N∑

i=1

Ψk(ξ
i
k)

,

et

W̄k(µ
N
k−1, w

N
k−1) ≈ wN

k =
N∑

i=1

Ψk(ξ
i
k) [

r
τ i

k

k (ξik,Ξ
i
k)

︷ ︸︸ ︷

ρ
τ i

k

k−1 + Ξi
k + Sk(ξ

i
k)−a

N
k ]

N∑

i=1

Ψk(ξ
i
k)

δ
ξik

=
N∑

i=1

ρik ω
i
k δξik

,

avec
ρik = ρ

τ i

k

k−1 + Ξi
k + Sk(ξ

i
k)− aNk ,

où la constante aNk est uniquement déterminée par la condition de normalisation 〈wN
k , 1〉 =

0, et où ((τ 1k , ξ
1
k,Ξ

1
k), · · · , (τ

N
k , ξ

N
k ,Ξ

N
k )) est un N–échantillon à valeurs dans l’espace pro-

duit {1, · · · , N} × E × S, de loi commune (m1
k(dx

′, ds′), · · · ,mN
k (dx

′, ds′)), c’est–à–dire

τ ik−1 ∼ (ω1
k−1, · · · , ω

N
k−1) et (ξik,Ξ

i
k) ∼ K(ξ

τ i

k−1

k−1 , dx
′, ds′) .
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On en déduit les approximations particulaires suivantes

`n ≈
1

n

n∑

k=0

log[
N∑

i=1

Ψk(ξ
i
k) ] et ∂`n ≈

1

n

n∑

k=0

N∑

i=1

[ ρ
τ i

k

k−1 + Ξi
k + Sk(ξ

i
k) ] ω

i
k ,

pour la fonction de log–vraisemblance et pour la fonction score.

4 Approximation régulière

Dans le cas simple [2] où le noyau markovien vérifie Qθ(x, dx′) = qθ(x, x′)Qθ0(x, dx′), avec
une densité régulière par rapport au paramètre, alors l’hypothèse (AC) est vérifiée, avec
Ξθ

n = ∂ log qθ(Xn−1, Xn), et il est possible d’obtenir par récurrence une approximation
particulaire de la forme

µθ
k ≈ µ

N,θ

k =
N∑

i=1

u
i,θ

k ωi
k δξik

,

où le système de particules Σk = {(ξ1k, ω
1
k), · · · , (ξ

N
k , ω

N
k )} ne dépend pas du paramètre,

et où les poids {u1,θk , · · · , uN,θ

k ) dépendent de manière régulière du paramètre [3] : en effet

Ψθ
k(x

′) (µN
k−1Q

θ)(dx′) =
N∑

i=1

u
i,θ

k−1 Ψ
θ
k(x

′) qθ(ξik−1, x
′)

︸ ︷︷ ︸

r
i,θ

k (x′)

ωi
k−1 Q

θ0(ξik−1, dx
′)

︸ ︷︷ ︸

mi
k(dx

′)

,

d’où l’approximation

R̄θ
k(µ

N,θ

k−1) ≈ µ
N,θ

k = c
N,θ

k

N∑

k=1

u
τ i

k−1
,θ

k−1 Ψθ
k(ξ

i
k) q

θ(ξ
τ i

k−1

k−1 , ξ
i
k)

︸ ︷︷ ︸

r
τ i

k−1
,θ

k (ξik)

δ
ξik

=
N∑

i=1

u
i,θ

k ωi
k δξik

,

avec

ω
i,θ

k = c
N,θ

k u
τ i

k−1
,θ

k−1 Ψθ
k(ξ

i
k) q

θ(ξ
τ i

k−1

k−1 , ξ
i
k) , ωi

k = ω
i,θ0
k et u

i,θ

k =
ω

i,θ

k

ω
i,θ0
k

,

où ((τ 1k , ξ
1
k), · · · , (τ

N
k , ξ

N
k )) est unN–échantillon à valeurs dans l’espace produit {1, · · · , N}×

E, de loi commune (m1
k(dx

′), · · · ,mN
k (dx

′)), c’est–à–dire

τ ik−1 ∼ (ω1
k−1, · · · , ω

N
k−1) et ξik ∼ Qθ0(ξ

τ i

k−1

k−1 , dx
′) .

Au lieu d’une collection d’approximations ponctuelles (croix) de la fonction de contraste
(trait épais), utilisant chacune un système de particules différent, on obtient ainsi une
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θ1θ0 θ2 θ3 θ4

approximation globale (trait fin), utilisant un unique système de particules, défini pour la
valeur θ = θ0 du paramètre (cette approximation est bien sûr d’autant moins précise que
θ est éloigné de θ0). Enfin, on peut vérifier que l’approximation particulaire wN

k obtenue
à la section précédente cöıncide avec la dérivée en θ = θ0 de l’application θ 7−→ µ

N,θ

k .
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