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Résumé

On considere un modele de Markov caché tel que les transitions de la chaine
sous—jacente dépendent d’un parametre inconnu que ’on cherche a estimer ou a
surveiller. Il n’existe pas en général d’expression analytique simple pour le noyau
de transition, mais s’il est facile de simuler des trajectoires ou des transitions de
la chaine, on peut alors utiliser une méthode de Monte Carlo avec interaction, ou
méthode particulaire, pour calculer de maniere approchée certaines fonctions de
contraste et les fonctions score associées.

Mots—clés : modele de Markov caché, filtrage stochastique, filtrage particulaire,
fonction de vraisemblance.

Abstract
We consider an hidden Markov model (HMM) such that transitions of the un-
derlying chain depend on an unknown parameter, which we try to estimate or to
monitor. There is no simple analytical expression for the transition kernel in gen-
eral, but if it is easy to simulate trajectories or transitions of the chain, then one
can use a Monte Carlo method with interaction, or particle method, to compute
approximately some contrast functions and the associated score functions.

Key—words : hidden Markov model, stochastic filtering, particle filtering, likeli-
hood function.

1 Modele de Markov caché, et fonctions de contraste

Soit {X,,, n > 0} une chaine de Markov homogene a valeurs dans l'espace E, de noyau
de transition Q%(z, dz’'), ¢’est-a-dire que

P X, 1 €do’ | X, = 2] = Q%(x,d’) ,

ol le noyau dépend d’un parametre 6 qu’il s’agit d’estimer. On fait I’hypothese qu’il est
facile de simuler une v.a. X de loi Q?(z,d2’), méme si la forme analytique du noyau



n’est pas connue, ou est tres compliquée. C’est par exemple le cas si la chaine de Markov
{X,, n > 0} résulte de I'échantillonnage & des instants discrets {t,,, n > 0} d’un processus
de diffusion {X;, t > 0}, c’est-a—dire si X,, = X] , avec
dX] =0"(X])dt + o (X})dW/ ,

ott {W/, ¢t > 0} est un mouvement brownien. Dans ce cas, simuler une v.a. de loi Q%(z, dz’)
revient simplement a simuler la solution a I'instant ¢,, 1 de I’équation différentielle stochas-
tique partant de la condition initiale X; = x a I'instant ¢,. L’état {X,, n > 0} n'est
pas observé, mais on dispose d'une suite {Y;,, n > 0} d’observations a valeurs dans
I’espace F', telle que conditionnellement aux états cachés, les observations sont mutuelle-

ment indépendantes, et la loi conditionnelle de Y,, ne dépend que de 'état caché X, au
méme instant. On pose

P, € dy | X, = 7] = ¢’ (2, y) AM(dy) et V0 (2) = ¢"(2,Y,) .

Cette hypothese est par exemple vérifiée dans le cas ou on observe ’état dans un bruit
blanc additif, c’est—a—dire ot 'observation Y,, est reliée a 1’état caché X,, par la relation

Y, =h'(X,) +V, ,

ou {V,,, n > 0} est un bruit blanc. Il s’agit d’estimer conjointement les états cachés et le
parametre, au vu des observations, et on introduit a cet effet

pl(de) = P[X, € dx | Yo, -, Y] et pm oy (dz) =P[X, € dx | Yo, Yooa] .

La fonction de log—vraisemblance, dans ce modele paramétré, peut alors s’écrire

1 n
0 = - ZlogWZm_u‘I’Z) s
k=0

et la fonction score, c’est—a—dire sa dérivée par rapport au parametre, s’écrit
n 0 0 0 T
1 <wk|k—17 Uy <Mk\k—1’ Sy Vi)

o =13
n kzzo <NZ|I€717 WZ) <M2|k,17 \Ijz>

] )

ou pour tout k£ > 0, le filtre dérivé wz| ., dénote la dérivée du filtre optimal '“2| x_q1 bar
rapport au parametre, et ot SY(z) = 9 log Wi (x).

2 Filtre optimal, filtre dérivé

Dans la suite, pour alléger les notations, on ne fait plus apparaitre la dépendance par
rapport au parametre. L’évolution de la suite {p,, n > 0} a valeurs dans 'espace des
distributions de probabilité sur I'espace F, est décrite par les étapes suivantes

prédiction correction —
He—1 —— Hglk—1 = Hk—1 Q——— gy =¥y - Hklk—1 = Rk(uk—l) )
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ou la notation - désigne le produit projectif, correspondant a la formule de Bayes, i.e.

Wy p
<,U, \Dk>

Pour le filtre dérivé, on fait ’hypothese d’absolue continuité (AC) suivante [1] : le noyau
dérivé T'(z,dx’), c’est—a—dire la dérivée du noyau markovien Q(z,dz’) par rapport au
parametre, admet une représentation probabiliste de la forme

[o(x) = /Ef(x,dx') o(2') = K(z,dz',ds") ¢(2) 8" = E[p(Xpy1) Zngr | Xn = 2] ,

ExS

Uy g =

ou {(X,,E,), n > 0} est une chaine de Markov a valeurs dans I'espace E x S, telle que
P[X,1 €de',Zp1 €ds' | X, = 2,5, = s] = K(x,d2’,ds") .

On fait aussi 'hypothese qu’il est facile de simuler une v.a. (X, =) de loi K(x,dz’,ds’),
méme si la forme analytique du noyau n’est pas connue, ou tres compliquée. On vérifie
alors que ul” < p@, et que si w < p, alors w@Q < pu@). Soit

 Ww _(w,\Ifk> Uy
Fio(p) w = (o We)y (Vi) (u, W)

la dérivée au point p et dans la direction w, de ’application p +—— Uy - p. De méme, soit

_ Sk Vep (1, Sk Vi) Wi
la dérivée de la distribution de probabilité Wy - 4 par rapport au parametre. L’évolution

de la suite {w, , n > 0}, a valeurs dans I'espace des mesures signées finies sur E de masse
nulle, est décrite par les étapes suivantes

Gr(p)

= F(1) (Sk ) -

prédiction

linéaire tangente

Wr—1 Wiigp—1 = Wr—1 Q + pp—1 T

correction

linéaire tangente -

wy, = Fi(prp-1) (Wek—1 + Sk prje—1) = Wi (trjr—1, Wrjk—1) -

3 Approximation particulaire conjointe

Au vu de la relation d’absolue continuité wy < pg, 'idée est d’approcher conjointement le
filtre optimal py et sa dérivée wy par rapport au parametre a l'aide de deux distributions
empiriques pondérées de la forme

N N
~ N — i o N iis
Hi = [y = E wk5§i et Wy =~ Wy, = E Pkwk%z ;

=1 g i=1 &
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avec Z wp =1et Z ph wi = 0. Cette approximation est complétement caractérisée par
i=1 i=1

la donnée du systéme de particules Xy = {(&4, wi, pb), -+, (&N, Wi, pV)}, et Palgorithme

est décrit par le mécanisme qui permet de construire ¥, a partir de X;_;. On note que

(o) (), Q)(da) Z/w Wiy K(E_y,d',ds') |

mk(dm ,ds')

et
W (a”) [wily Q(da') + gy T(da’) + Si(a’) (1=, Q)(da")]

_ Z/% [Py 8+ Se(e)] Wiy K(E . do’,ds') |

4

/
-~ -~

ri (') s') mi (dz’, ds")

de sorte que Ry(pd |)(dx') et Wy (ud |, wl ,)(dx") sont obtenues respectivement par mar-
ginalisation d’une distribution de probabilité et d’une mesure signée finie absolument

continue, définies sur I’espace produit {1,--- , N} x E x S. En suivant 'approche de [5]
(i.e. échantillonnage pondéré sur 'espace produit, puis marginalistion), on obtient
N ; N ’
_ \I/k ; i i \Ijk 51
Ri(psy) =y = N~ (&) 55;; = Zwk 0 i avec W= (€ )
=1 i = i
> W(&) > (&)
i=1 i=1
et

) V(&) [0y + S+ k(&) —ay]
Wi(pp_g, wily) = wy’ = Z N gk Zﬂk wy, 0 ¢ o
= > U(&) =
=1

avec _
i Tk =i i N
P = Py + S+ 5k (6) —ar
ol la constante af est uniquement déterminée par la condition de normalisation (wj', 1) =

0, et ot (7,4, 2}), -+, (T, &Y, ZN)) est un N—échantillon a valeurs dans 1'espace pro-
duit {1,--- ,N} x E x S, de loi commune (m}.(dz’,ds), - ,m¥ (dz',ds")), c’est—a—dire
o @ wll) et (G5 ~ K delds)



On en déduit les approximations particulaires suivantes

n N n N
g Nl W] et O DD D o+ EL S ek
k=0 i=1

k=0 =1

pour la fonction de log—vraisemblance et pour la fonction score.

4 Approximation réguliere

Dans le cas simple [2] ol le noyau markovien vérifie Q%(z, d2’) = ¢°(x, 2") Q% (z, dx'), avec
une densité réguliere par rapport au parametre, alors ’hypothese (AC) est vérifiée, avec
=0 = 9logq®(X,_1,X,), et il est possible d’obtenir par récurrence une approximation
particulaire de la forme

N
0 N 0
o =) uy w,@élgi ,
, k
=1
ol le systeme de particules 3 = {(&},wp), -+, ( ,iv,wliv)} ne dépend pas du parametre,
et ou les poids {ui’e, e ,uév’e) dépendent de maniere réguliere du parametre [3] : en effet

Wi () (s, Q°)(da) Zulal Wi () ¢ (& oy, ) wimy Q7 (&, d2’)

=1 _ _
29(37') mj(dz’)
d’ou 'approximation
N , N
N0 N0 T 0 T 0 i
RG(:“k 1) NP =G w W& ¢ kk—llafk) &= “2 Wi 561 ;
k=1
e (fk)
avec
0 o ‘ 0 o Wi
N, 0 Tg— i i
Wy’ = k 1T WG (656 wh = wy” et uy = wz—kgo ;
k
ot ((11,&}), -+, (7', &) est un N—échantillon & valeurs dans I'espace produit {1, -+ , N} x
E, de loi commune (m}(dz’), -+ ,m¥ (dx')), c’est-a—dire
A , i
Thoy ~ (Whops o, wily) et & ~ Qeo(gkkffadx/) :

Au lieu d’une collection d’approximations ponctuelles (croix) de la fonction de contraste
(trait épais), utilisant chacune un systéeme de particules différent, on obtient ainsi une
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approximation globale (trait fin), utilisant un unique systéme de particules, défini pour la
valeur € = 0, du parametre (cette approximation est bien str d’autant moins précise que
0 est éloigné de ). Enfin, on peut vérifier que 'approximation particulaire wi obtenue

a la section précédente coincide avec la dérivée en 6 = ¢, de I"application 6 ——
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