Ecole Nationale Supérieure de Techniques Avancées
module : Commande des Systemes

examen du cours B7-1
“Filtrage bayésien et approximation particulaire”

lundi 18 octobre 2010, 8:30 a 10:30

EXERCICE 1 :

L’objectif de cet exercice est d’établir les équations du filtre bayésien, dans le cas plus
général d’un systeme non-linéaire a bruits non—nécessairement gaussiens et non—néces-
sairement indépendants. En pratique, il s’agira de montrer que chacun des trois modeles
présentés ci—dessous rentre dans le cadre des chaines de Markov partiellement observées,
ce qui rend possible en principe 'approximation particulaire du filtre bayésien.

Modele A Le modele le plus simple considéré ici est
Xk - fk(Xk/‘flakalaWk) )
Vi = he(Xe) + Vi,

ou le bruit d’observation apparait explicitement dans I’équation d’état. Les suites {W}}
et {V,} sont deux bruits blancs indépendants, de distribution de probabilité p}¥ (dw) et
qy (v) dv respectivement, et on fait I'hypothese habituelle qu'il est facile de simuler une
variable aléatoire selon la distribution de probabilité p}’ (dw) et qu’il est facile d’évaluer la
fonction ¢ (v) pour tout v € R Clairement, le bruit U1 = (V4_1, Wy) dans I'équation
d’état et le bruit d’observation Vi_; ne sont pas indépendants.

(i) En reportant dans I’équation d’état ’expression de V_; tirée de I’équation
d’observation, montrer que 1’état joint présent (X;,Y}) dépend seulement
de l’état joint précédent (X;_i1,Y;_1) et du vecteur aléatoire (W, Vy). En
déduire que les états cachés et les observations forment conjointement
une chaine de Markov.



Modele B A lautre extrémité, le modele le plus général considéré ici est

Xi = fu(Xp-1,U-1)

La suite {(Uy, Vi)} est un bruit blanc, mais le bruit Uy dans I’équation d’état et le bruit
d’observation Vj, sont supposés dépendants, avec la factorisation

PlU € du,Vy, € dv] =P[Uy € du | Vj, = v] P[V}, € dv] = pgw(v,du) q) (v)dv ,

de la distribution de probabilité jointe, et on fait I’hypothese qu’il est facile de simuler un
vecteur aléatoire selon la distribution de probabilité conditionnelle pg‘v(v, du), pour tout
v € R et quil est facile d’évaluer la fonction ¢/ (v) pour tout v € R%.

(ii) Montrer que ’état joint présent (Xj,Y)) dépend de I’état joint précédent
(Xk—1,Yr—1) et du vecteur aléatoire (U;_1, V), mais que le vecteur aléatoire
Ui_1 et état joint précédent (X;_i,Y;_1) ne sont pas indépendants.

Modele C Intermédiaire entre les modeles A et B, le modele

Xk - fk:(Xk—hUk—l) 5 (1)
Y = hp(Xi) + Vi,

est un cas particulier du modele B, avec I'hypothese supplémentaire que la suite {(Uy, Vi) }
est un bruit blanc gaussien. En particulier, le vecteur aléatoire (Uy, Vi) est gaussien et
centré, et on note

Qr Sk
Sp Ry
sa matrice de covariance, ol on suppose que le bloc Ry est inversible.
(iii) Montrer que le vecteur aléatoire U,_; peut se décomposer comme
U1 = A Vet + Wy,

ou les vecteurs aléatoires V,_; et IV, sont indépendants et gaussiens, et
donner P’expression de la matrice A, et de la matrice de covariance ¥, du
vecteur aléatoire gaussien Wj.

(iv) En déduire que le modeéle C peut également étre interprété comme un
cas particulier du modele A.



Pour les trois modeles considérés, la décomposition
PXy € dg, Yi € dyi | Xos—1 = Tok—1, Yok-1 = Yok—1)
= P[X} € dxy | Xok—1 = Tok—1, Yok—1 = Yok—1]
P[Y). € dyx | Xox = ok, Yok—1 = Youk—1]
de la distribution de probabilité conditionnelle de I’état joint présent (X, Y)) sachant les
états joints passés (Xox_1,Yox_1) est valide en toute généralité, et on fait I'hypothese

habituelle que la distribution de probabilité du bruit d’observation V; admet une densité
q (v) qu'il est facile d’évaluer en tout point v € R%.

(v) En procédant comme dans le cours, montrer que pour les trois modeles
considérés

PYy € dyk | Xok = Toks Yok—1 = York—1]
= P[Yy € dyr | Xy = 2] = ¢ (yr — () dys, -

Il suffit donc de décrire la distribution de probabilité conditionnelle de 'état caché
présent X, sachant les états joints passés (Xo.x_1, Yox—1), ¢’'est—a—dire

P[Xk € dxy, \ Xok—1 = Tok—1, Y01 = yo:kq] )

dans chacun des trois modeles considérés, et on s’intéresse d’abord au modele A.

(vi) Pour le modeéle A, montrer que
P[Xy € dxy | Xok—1 = Tok—1, Yok—1 = Yo:k—1]
=P[Xy € day | Xeo1 = 21, Vi1 = Ur—1) = Pe(yr—1, Tp_1,dxg) |

avec un noyau de transition paramétré par y,_;, et défini de maniere
implicite par

Elp(Xk) | Xp—1 = Tp—1, Y1 = Y1) = /Pk(yk—hﬂﬁk—h dzy) é(xr)

_ / S(fe(@r 1, o1 — hia (1), w)) plY (dw) |

pour toute fonction test ¢. Montrer qu’il est facile de simuler un vecteur
aléatoire selon la distribution de probabilité Py (y, z, dz’) ainsi définie, pour
tout x € R™ et tout y € R%.



On s’intéresse ensuite au modele B.

(vii) Pour le modeéle B, montrer que

E[Cb(Xk) | Xok—1 = Tok—1, Y0rk—1 = yO:k—l]

= /¢(fk($k—1,u)) PlUg-1 € du | Xog—1 = Tok—1, Yok—1 = Yok—1]

ou le vecteur aléatoire Uy_; et (la derniére composante observée Y;_; dans)
les états joints passés (Xox_1, Yo.x—1) ne sont pas indépendants.

On se propose donc d’étudier la distribution de probabilité conditionnelle jointe du
vecteur aléatoire (Uy, Yy) sachant les états joints passés (Xo.x, Yox—1)

(viii)

Montrer que
PUx € du, Yy, € dyx, | Xok = Zouks York—1 = Youk—1]
=i (yk — ha(xe), du) g (ye — (@) dys |
et en déduire que

PlUy € du | Xox = ok, Yok = Youk] = pff'v(yk — hy(z), du) .

En reportant cette expression exprimée a I'instant (k—1) dans ’expression
obtenue a la question (vii), montrer que

P[Xy € dxy | Xok—1 = Tok—1, Yok—1 = Yo:k—1]
=P[Xy € doy | Xp—1 = @1, Vi1 = Yr-1] = Pr(Yp—1, Tp—1, dzg) |

avec un noyau de transition paramétré par y,_;, et défini de maniere
implicite par

/Pk(yk—l,xk—hdwk) P(zy) = / O fr(wr1, ) Pos (Y1 — b1 (Tp-1), dua)

pour toute fonction test ¢. Montrer qu’il est facile de simuler un vecteur
aléatoire selon la distribution de probabilité Py (y, x,dz’) ainsi définie, pour
tout z € R™ et tout y € RY.

On s’intéresse enfin au modele C, vu d’abord comme un cas particulier du modele B.



(x) En utilisant ’expression de la distribution de probabilité conditionnelle
p,?'v(v,du) dans le cas gaussien correspondant au modele C, donner la
forme particuliere que prend dans ce cas le noyau de transition introduit

a la question (ix).

On a vu en cours que dans le cas gaussien, il est facile de simuler un vecteur aléatoire
e e o Ulv
selon la distribution de probabilité conditionnelle pk‘ (v,du), pour tout v € RY, et on
considérera donc ce point comme acquis.

(xi) Compte tenu que le modéle C peut aussi étre interprété comme un cas
particulier du modele A, donner la forme particuliere que prend dans ce
cas le noyau de transition introduit a la question (vi), et comparer avec
la réponse obtenue a la question précédente.



EXERCICE 2 :

L’objectif de cet exercice est d’étudier un algorithme de simulation Monte Carlo pour une
distribution de Gibbs—Boltzmann

gn
p=g-n=-— (2)
(n.g) "
appelé algorithme de rejet controlé, intermédiaire entre la méthode d’acceptation / rejet
et la méthode d’échantillonnage pondéré. La constante de normalisation (1, g) n’est pas
nécessairement connue, et on connait seulement un majorant M de la fonction positive

bornée g.

L’algorithme de rejet controlé est défini de la maniere suivante, pour une constante
positive ¢ > 0 donnée : on simule une variable aléatoire = selon la distribution de proba-
bilité 7, et avec une probabilité

9(2)

C

)

on accepte Z, ¢’est—a—dire qu’on pose X = =, et sinon on recommence.

Pe(Z) = min(1,

Le role de la constante positive ¢ > 0 est d’accepter toute proposition = dont le poids
g(Z) > ¢ est supérieur au seuil, et d’accepter avec probabilité 0 < g(Z)/c < 1 seulement
une proposition = dont le poids 0 < ¢g(Z) < ¢ est inférieur au seuil.

(i) Montrer que cet algorithme correspond a l’algorithme d’acceptation /
rejet pour la distribution de Gibbs—Boltzmann

) (3)

Pen . g
avec Pe(x) = min(1, —=
(n, pe) c

c’est—a—dire en particulier que la variable aléatoire X simulée selon cet
algorithme a pour distribution de probabilité 7.

TNe = Pec -1 =

(ii) Comparer I’expression de la probabilité d’acceptation dans 1’algorithme
de rejet controlé (vu comme algorithme d’acceptation / rejet pour la
décomposition d’importance (3)) avec ’expression de la probabilité d’ac-
ceptation dans ’algorithme d’acceptation / rejet pour la décomposition
d’importance d’origine (2).

On introduit les approximations suivantes

X g(€h) o
P pe(&’) N 1 X i
u%_l—.=:1wl5§i et <n,g>%ﬁzg(§>,

) i
; pe(&’)

)




pour la distribution de Gibbs-Boltzmann et pour la constante de normalisation, respec-
tivement, ol les variables aléatoires (£1,--- ,&Y) sont i.i.d. de distribution de probabilité
commune 7, et ot les poids positifs (w?, -+, w) sont définis par

9(£")

i

pour tout ¢ =1,--- | V.

_pe(§)
g

(iii) Dans le cas particulier ou ¢ > M, montrer que 7. coincide avec pu, et
en déduire que 'approximation proposée se réduit dans ce cas a la dis-
tribution empirique associée a un échantillon généré selon ’algorithme
d’acceptation / rejet.

(iv) Dans le cas limite ou ¢ — 0, montrer que 7. coincide avec 7, et en dédu-
ire que 'approximation proposée se réduit dans ce cas a la distribution
empirique pondérée obtenue par échantillonnage pondéré.

(v) Montrer que la distribution i peut aussi se représenter comme la distri-
bution de Gibbs—Boltzmann

LA

g e
T

C ’r]’_

“ pe

et en déduire que 'approximation proposée peut s’interpréter comme un
algorithme d’échantillonnage pondéré associé a cette nouvelle décompo-
sition d’importance.

On rappelle que la distance du x? définie par

i) = [ (o i (da) 1 |

B dp

permet d’évaluer la qualité de la distribution d’importance p’ pour 'approximation de la
distribution de probabilité cible p. On admettra que les variables aléatoires

min(g(2),¢) et max(g(=),c) g(=),
sont positivement corrélées, c¢’est—a—dire que

E[min(g(Z), ¢)] Elmax(g(Z), ¢) g(=)] < Elmin(g(Z), ¢) max(g(Z),¢) g(=)] .



(vi) Comparer les distances x*(u,n) et x*(u,n.) entre la distribution de Gibbs—
Boltzmann y et chacune des deux distributions d’importance proposées,

n et 7.

(vii) Au vu des réponses aux questions (ii) et (vi), que penser de ’algorithme
de rejet controlé, par rapport a ’algorithme d’acceptation / rejet et a
P’algorithme d’échantillonnage pondéré ?



