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Théoremes limites pour les approximations particulaires

e distributions normalisées et non—normalisées
e erreur dans P pour les approximations particulaires
e TCL conditionnel

e TCL pour les approximations particulaires



(distributions normalisées et non—normalisées :

évolution (non—linéaire) de la distribution normalisée

mutation pondération
fok—1 > Mk = -1 Qk > Pk = Gk - Mk

avec la condition initiale pg = go - 1o, ou la notation - désigne le produit projectif

difficulté du probléme mesurée par le rapport

sup gr.(z)
e — vekb Z 1

(N> 9k

approximation particulaire (éventuellement) pondérée

N
1 )
manl =y Yoy e mal = Youis
=1 )

avec la condition initiale u) = go - ndY et nd¥ = SN (no)



(distributions normalisées et non—normalisées :

immédiatement a partir de la définition

est automatiquement sous la forme recherchée, et

<77k , Gk) ng fk

en revanche
N
pi1 Qr = Zwli—l my, avec my(dz’) = Qx(§y_1, dz’)
i=1

apparait seulement sous la forme d'un mélange fini, et |'approximation

7715 ~ Mé\f—l Qr

doit encore étre précisée



(distributions normalisées et non—normalisées
évolution (linéaire) de la distribution non—normalisée
Ve = Ye—1 B = gr (Ve—1 Qr) = gr (Hr—1Qk) (Ve—1,1) = gk M (Yr—1,1)
avec la condition initiale vg = gg 1o : clairement
k> 1) = ks gr) (ve—1,1) et (30, 1) = (10, 9o) (%)

approximation particulaire proposée

v =gk np (v, 1)

avec la condition initiale 7)Y = gg )’ et n{’ = S¥(no) : clairement

1) =y gr) (e 1) et (g, 1) = (15", g0) (%)

d'ou on déduit que

%]cv N N W(Z)V N N
=Gk M = Mg et = 4o " Tlp = Mg
(5 1) (1)

— la version normalisée de |'approximation v,iv proposée coincide avec
' . . N
I'approximation ;.

: 3)



(distributions normalisées et non—normalisées

en itérant les relations (%) et (xx), on obtient

n n

(Y, 1) = H<77k,gk> et (Va5 1) = H(Uijf\[,gﬁ

Remarque clé pour la récurrence : pour tout k = 1---n, on a par différence

= = g (Vee1s 1) — gk (Ve—1 Qk)

= gk (V1 Qr — b1 Qr) + gk (2 — pr—1 Qk) (Y1, 1)

de sorte que

=Y, @) = (1 — Y1, Qg @)Y + (5 — pp—q Qk, g @) (i1, 1)

pour toute fonction ¢ mesurable bornée

décomposition de I'erreur au rang k, évaluée pour la fonction ¢, en
e erreur au rang (k — 1), évaluée pour la fonction Ry ¢ = Qr(gx ¢)

e et erreur locale d'approximation Monte Carlo

. 4)



(erreur dans IL? pour les approximations particulaires :

erreur dans ILP pour les approximations particulaires

Théoreme pour la constante de normalisation et pour la distribution normalisée

<’Yéval>_ N N N
E| —— —1[<z et sup B[ (1, — pn, )| <22,

(Yns 1) b |6 =1
. N I . N P f | P | s .
respectivement, ou la suite |z, y veritie la recurrence lineaire

N Tk N o
) s+ ——= etz < ——=

VN VN

z,ivgrk (14

L
VN

estimations similaires dans IL? pour tout p > 1 (en utilisant les inégalités de
Marcinkiewicz—Zygmund)

1)



(erreur dans IL? pour les approximations particulaires :

Remarque pour toute fonction ¢ mesurable bornée

N _ <77]7Yv¢> o <’7n7¢> _ <’77]1V _7n7§b> /., N <,y711\7 _7n>1>
S | S | R oy R L R A e §
de sorte que
N <77]7Y_7n7¢> <%]1V_7n71>
[ = s, 0) | < [T | o] |
ce qui montre que

sup B[ (uy — pin, @) | <2 sup E| .
$: pl=1 é: pl=1 (¥n, 1)

et pour démontrer le Théoreme il suffit donc de prouver que la suite définie par

N _
é:6)=1 (V> 1)

pour tout kK = 0,1---n vérifie la relation de récurrence linéaire

2)



(erreur dans IL? pour les approximations particulaires :

Preuve du Théoreme on rappelle que

El (ng —no:¢) | < \F\Iqﬁl\

» pour k=0, on a
<7(?)V — 70, ¢> — <77(])V — 1o, 90 ¢>
pour toute fonction ¢ mesurable bornée, on remarque que

1

E| (nd —n0,90 )| < Vi, Slellégo(x) el

et en divisant par (7o, 1) = (10, go) on obtient

sup go(z)

<Vév—70,¢>|< 1 .eE _ 7o

VN (0, 9o) VN

N
2o = sup E
é: | 6]=1 (70, 1)

3)



(erreur dans IL? pour les approximations particulaires

on rappelle que

E[| (' — ptp—1 Qrs d) | | Filq] < \/~H¢H

ou ?,iv_l dénote la tribu engendrée par les systemes de particules
jusqu’a la (kK — 1)—eéme génération

» pour tout k= 1---n, on a (clé pour la récurrence)

%ﬁ:v — Yk = Gk 771];] <’Yl£;v—1al> — 9k (%—1 Qk)

= g (V21 Qr — =1 Qr) + g1 (. — pn—1 Q) (V1. 1)

de sorte que

<%£;V — Vs @) = <’Yl]cv—1 — V-1, Qr (g @)) + <nl]€V - Mi;v—l Qk, g @) <’Yl]cv—1a 1)

pour toute fonction ¢ mesurable bornée

. 4)



(erreur dans IL? pour les approximations particulaires : 5)

on en déduit que

sup  E| (v — vk, @) |
o |lgl|l=1

< sup E|(vi | — -1, Qr(gr @)
¢:||ol=1

+ sngﬁ_lE[l e = pn - Qrs g d) | (vn-1,1) ]

on remarque que

sup  E| (v 1 — Yr—1, Qr(gr @) |
¢:[|o]|=1

< sup gk(aj) sup E‘ <71£:V—1 — Vk—1, ¢> |
z€E ¢:[loll=1
compte tenu que

Qi (9 $)(@)] = /E Qu(z, de’) gi(@) $(') | < sup gi(x) 4]

rxelk



10 (erreur dans IL? pour les approximations particulaires : 6)

et en divisant par (vx, 1) = Mk, gx) (Vk—1, 1) on obtient

N _
ZliV _ Sup El <’yk 7k7¢> ‘

é: [|loll=1 Vi, 1)

Sup g\

rEE ( ) <’YIZ<V—1 —’Yk—1,¢>

< sup K| |
(M k) 61 (||| =1 (Ve—1,1)
YN — 1 Qr, gk @) (v_, 1)
+ sup [ |
o:||ol|=1 <77kagk> <7k—171>
.e.
2 <Rz teg (o)

avec l'erreur locale définie par

N <77]]<:V o Iuljcv—l Qkagk ¢> <7]Jf\[—17 1>
e, = sup E]|
b:||d]=1 (s g1) (Yr—1,1)

comme terme forcant



11 (erreur dans IL? pour les approximations particulaires :

on remarque que

1

B[] (np — tth—1 Qrs 95 ) | | Fp_1] < —= sup gi(z) [|9]
N reFE

ou Sr,i\f_l dénote la tribu engendrée par les systemes de particules
jusqu'a la (k — 1)—eme génération, puis

e en multipliant par (v;'_ ,,1) mesurable par rapport 3 F,'_,

e et en divisant par (nk, gx) (Vk—1,1)

on obtient
B[] <771]c\7 _:‘Lizv—l Qks 9k @) <’Yl£;v—171> N GN |
<77k79k> <’Yk—17 1> i
Sup gk(x) N 1
< JJEE <7k—17 > ||¢H
N <77k>9k> <7/€—17 1>

<,YIJ§V—1 o ’Yki—ly ]->
<fyk—1a 1>

IA

o sl

’I“k;(l—|—‘

) [l

7)



12 (erreur dans IL? pour les approximations particulaires : 8)

on en déduit que

N <77]]€V N lui]fv—l Qka 9k ¢> <71]€V—17 1>
e, = sup E| |
b:|o|l=1 Mhes gr) (Ye—1,1)
N
Tk <’Yk—1 — Vk—1, 1>
< —= (1+E ) < (1+ 2p-1)

\/N <'Yk—17 1>

et en reportant cette estimation dans (e) on obtient

_\ﬁ

z < (1+

1
VN



13

(rappel : convergence en distribution :

rappel : convergence en distribution

soit X et X des v.a. a valeurs dans R™ : on dit que Xy = X en distribution
quand N T oo ssi

Elf(Xn)] — E[f(X)] pour toute fonction f continue et bornée
une CNS est la convergence ponctuelle des fonctions caractéristiques, c—a—d

Elexp{ju" Xn}] — Elexp{j u" X }] pour tout vecteur u € R™

Lemme de Slutsky

soit Xy, Yy et X des v.a. a valeurs dans R™ : si
e Xy = X en distribution quand N 1 oo
e Yy — Xn|— 0 en probabilité quand N 1 oo
alors

Yy = X en distribution quand N 1 oo

1)



14 (TCL conditionnel : 1)

TCL conditionnel

Lemme A si Zn = Z + ZY%;, ol

e conditionnellement a Fy, la v.a. }V converge en distribution vers une v.a.
gaussienne centrée, de variance V', au sens ou pour tout u fixé

Elexp{juZy} | Fn] — exp{—% u? %48}

en probabilité (et dans L', par le théoréme de convergence dominée de
Lebesgue) quand N 1 oo

e la v.a. Z}, est mesurable par rapport a Fy, et converge en distribution vers
une v.a. gaussienne centrée, de variance V", i.e. pour tout wu fixé

Elexp{juZy}] — exp{—% u? 48"
quand N 1T oo

alors la v.a. Zn = Z}y + Z}; converge en distribution vers une v.a. gaussienne
centrée, de variance V =V’ + V", quand N 1 oo



15 (TCL conditionnel : 2)

Preuve il suffit d'exploiter la décomposition suivante
Elexp{juZn}]| — exp{—% u? V')
=E[Elexp{juZy} | Fn] exp{juZy}] —exp{—2u* V' — 2 u?V"}
= E[[Elexp{j uZy} | Fn] — exp{—2 u* V'}] exp{ju Z}}]
+exp{—3u’ V'} [E[exp{juZy}] — exp{—L u* V"}]
et d'apres |'inégalité triangulaire, on a
| Elexp{juZn}] — exp{—% u? V3]
< E|Elexp{juZy} | F] — exp{—u V'}]
+ |Elexp{ju Zn}] —exp{—2u*V"}| — 0

quand N T oo O



16 (TCL conditionnel : 3)

N
1
Lemme B si Zy = — > X, ol
N 1=1

e conditionnellement a Fy, lesv.a. (X1, -+, Xn) sont i.i.d., centrées et de
variance o, et bornées, i.e.

E[X; | Tn]=0, E[X;*|Fn]=0x e |Xi|<ecn
pour tout 2 = 1--- N, ou la borne c) est mesurable par rapport a Iy

e et 04 — 0% et ciy — c en probabilité quand N 1 oo

alors
Elexp{ju Zi} | Fn] — exp{~Lu® 0>} | — 0

en probabilité quand N 1 oo



) (TCL conditionnel : 4)

Preuve d'apres I'hypothese d'indépendance conditionnelle, on a

Elexp{ju Zi} | Fx] = Elexplj — ZX}\:}‘N [exp{j%}mw

ol la v.a. X est distribuée comme chacune des v.a. (X1, -, Xn)

d’aprés les majorations classiques

u X u? o3 |l
Elexp{j —} | Fn] — (1 — 2 Myl < i(ey —=)°
Blexp{ 23 | Tn) = (1= 3 0 < § (e )
et
1“ UN | U aog 1 CERY
‘eXp{ } ( ) N >|§§<CN \/N)
et d'apres lI'inégalité triangulalre, on a
u? o3 ul ul
expl{] —} | Fn| —ex 1 N < S (A4 ley ——=
\[p{J\ﬁ}\ N| —exp{—3 < (cen \/N> (5 8N\/N>



18 (TCL conditionnel : 5)

il résulte de la majoration
[ — bV | < Nla -1

valide pour tout |a| < 1 et tout |b| < 1, et en particulier valide pour

2

azm[exp{j%wm et b=oxp{ 1" ”N}
que
Elexp{ju Z4} | Fn] — exp{—1u? o3}
=![E[exp{j%}\w fexp{—1 & ”N}] |
< N |Elep(i L2} | F] — exp{—1 LIy,
VN I TN
<N (endypa 1oy 14y

en probabilité quand N 1 oo



19 (TCL conditionnel : 6)

finalement, il résulte de la majoration
| exp{—a} —exp{—2'} [ < |z — 2
valide pour tout = > 0 et tout 2’ > 0, que
| exp{—4u? 0%} —exp{~Lu® 0?}| < $u? [} — 0| — 0
en probabilité quand N T oo, et d'apres I'inégalité triangulaire, on a
|Elexp{ju Zy} | In] — exp{—5 u” o°}|
< |Elexp{ju Zy} | In] — exp{—5 u” o }|
+ | exp{—3 v’ ox} —exp{—L1u® 0’} | —0

en probabilité quand N 1 oo O



20

(TCL pour les approximations particulaires :
TCL pour les approximations particulaires
on se limite ici au cas de la redistribution multinomiale, c—a—d
N
e = SN (up_1 Qr) = 255
k
ou, conditionnellement a la tribu F7' | engendrée par les systémes de particules
jusqu’a la (k — 1)—&me génération, les v.a. (&1, , &) sont i.i.d. de distribution

de probabilité (mélange fini) commune

Mk | Qr(dx’) Zwkz 1 @k sz 1, dx’)

on rappelle que dans ce cas

1

|_ Zﬁb fk :uk: 1 Qks ®) ‘2 | ?liv 1= N Vaf(ﬁba/iévq Qk)

1)



21 (TCL pour les approximations particulaires : 2)

Théoreme pour la constante de normalisation et pour la distribution normalisée

R N0V eV () ) = N0, 0n(0)

en distribution quand N 7 oo, avec la variance asymptotique définie par

Ririq1.,1 2
v, = Z gk k+1: )2> _1]
— (M g Rie+1:m 1)

on(@) = 3 {195 Bictn (9 = Gin D))

2
E—0 <77k79k Rk—|—1:n ]->

respectivement, ou

Rit1:n ¢(2) = Riy1 - R ¢(x) = H 9p(Xp) | Xi = ]
p=k+1

pour tout £ =0,1---n, avec la convention R, 1., ¢(z) = ¢(x)



22

(TCL pour les approximations particulaires :

Remarque pour démontrer le Théoreme, il suffit de démontrer que

VN m]i’; Wl?; R N(0, V()

en distribution quand N 1 oo, avec la variance asymptotique définie par

V() (yn, 1)? = var(go Rin &, 10) + > var(ge Rigron &, 7m1) (vh-1,1)°
k=1

ou de maniere équivalente par

n

var(gr Re+1:n @, k)
V., —
(¢) Z (Miey g Rigr1:m 1)?

k=0
compte tenu que

<,‘Yn7 1> — <70 Rl:na 1> — <7707 go Rl:n 1>
pour k = 0, et que
<’Yn7 1> — <’7k—1 Rk:na 1> — <7/€—17 1> <77k7 gk Rk—|—1:n 1>

pourtout k=1---n



23

(TCL pour les approximations particulaires
on remarque d'abord que

n n

Var(gk Rk—i—l:n 1, Uk) <77k7 (gk Rk—l—l:n 1)2>
Vo = Va(1) = = -1
( ) Z <77k7 gk Rk—i—l:n 1>2 Z <77k7 gk Rk—l—l:n 1>2 ]

k=0 k=0
ce qui montre le Théoreme pour la constante de normalisation

on remarque aussi que

N _ e, _ (mel) e —m

pour toute fonction mesurable bornée ¢, et que (7', 1) — (v, 1) en probabilité
quand N T oo, ce qui montre le Théoreme pour la distribution normalisée (en
utilisant le lemme de Slutsky), avec

n

— _ _ Var(gk Rkﬁ—l—lzn (¢ - <,un7 ¢>)7 nk)
’Un(¢) — ‘/n(q5 <Nn7 ¢>) kzzo <77k,gk Rk.|.1;n 1>2

. 4)



24 (TCL pour les approximations particulaires : 5)

on remarque finalement que

var(gr Ri1m (@ — (tn, 8)), M) = (ks |9k Ricy1m (0 — (pin, ) 1)

pour tout £ =0,1---n, compte tenu que

<770790 Rl:n (¢ o <,un,(b>)> — <fyo Rl:n7¢ o <:un7¢>> — <’Ym¢ o <:un7¢>> — O
pour k =0, et que

<7n7 ¢ o <Un7 ¢> >
(Ye—1,1)

<77kagk Rk—i—l:n (gb— <:unv ¢>) > — <:uk—1 Rk:na gb— <:un7 ¢> > — =0

pourtout k=1---n



25 (TCL pour les approximations particulaires : 6)

Remarque formulation “récursive” équivalente

Va(@) (yn, 1)* = var(go Rim ¢, m0) + 3 _ var(ge Ris1in &%) (Yr—1, 1)
k=1

n—1

= var(go R1.n—1 Rp ¢,10) + Z var(gr Rky1:n—1 Bn &5 Mk) (V-1 1>2
k=1

+ var(gn &, mn) (Yn-1,1)°

— ( nqb) <7n 1, > +Var(gn¢a77n) <’yn—171>2

2

et en divisant par (7V,,1)? = (N, gn)? (7n—1,1)? on obtient

Vi1 (Rn ¢) Var(gn ¢, nn)
Vi =
o T E R R




26 (TCL pour les approximations particulaires : 7)

Preuve du Théoréme (par récurrence)

» pour k=0, on a
<7(])V _707¢> — <77(])V — 1o, go ¢>

pour toute fonction ¢ mesurable bornée, on remarque que

\/N <77(])V — 7o, 9o ¢> — N(07 Vaf(go ¢7 770))

en distribution quand N 1 oo, et en divisant par (7o, 1) = (19, go) on obtient

v =0, ®) var(go ¢,mo)
VN N )

en distribution quand N 1 oo, c'est—a—dire que |'hypothése de récurrence (m) est

vérifiée



27 (TCL pour les approximations particulaires :

» pour tout £k =1---n, on a (clé pour la récurrence)

%iv — Yk = Gk Uziv <%£;V—171> — 9k (’Yk—l Qk)

= gk (V1 Qr — b1 Qr) + 9k (0 — pr_1 Qk) (Y1, 1)

de sorte que

O =) = (Vo1 — Vo1, R @) + (5 — o1 Qi 9k @) (Vi-1, 1)

pour toute fonction ¢ mesurable bornée

en divisant par (v, 1) = (nk, 9x) (Vx—1,1) on obtient

<7k7 1>
_ \/N <’yév_1 — Ye—1, Rg ¢> n \/N <77]]€V — H]kv_l Qk, gk ¢> <,.y]i\f_1, 1>
<77k7 gk> <7k—17 1> <77/€7 gk> <’Yk—1, 1>

= Zn+Zy

8)



28 (TCL pour les approximations particulaires : 9)

d'apres I'hypothése de récurrence

N o~ R
N m_lw:j 11> £ 9) = N(0, Va_1(Ry. ¢))

en distribution quand N 7 oo, et en divisant par (1, gx) on obtient

<’yljfv—1 — Vk—1, Rk ¢> Vk_l(Rk ¢)
Zn =VN — N(0,
N Me» 9x) (Ve—1,1) (Mk» gr:)?

en distribution quand N 1 oo



29 (TCL pour les approximations particulaires : 10)

Il reste a étudier

VN <771]<V_M{gv—1 Qks gk D) <V1]ev—171>

v = VA (M, gr) (Vie—1,1)
b Y gk (&) 0(&) — (p_q Qrr gk @) (V15 1) b al |
N \/N ; <77kag]€> <7k—171> B \/N ;XZ

avec

_ gk (&) @(&) — (U1 Qr> 9k ) (Vie-1, 1)
<77k>gk:> <7k—17 1>

X
on vérifie que

var(gr &, iy Qr) (-1, 1)

2 2 N _
N E[ ‘XZ‘ | ?k—l] B <77k7gk>2 <7k—17 1>2

et

Su X
xeggk( ) <7]va—17 >

1
<77k7 gk> <7k—17 1>

Xl <eyv =2

[l

pourtoutz=1---NN



30

(TCL pour les approximations particulaires :
clairement
(g ) Sup )
2 2 ) TE
0% — 0% = et oy —c= 8]
N Mk, gr)* Mk Gk)

en probabilité quand N 7T oo, et grace au Lemme B, on en déduit que

2 V&I’(gk ¢7 77k)
<77k:agk>2

Elexp{ju Zi} | F] — exp{~Lu b — 0

en probabilité quand N 1 oo

finalement, grace au Lemme A, on en déduit que

_ i — V> ©)
ZN = \/N <'Yk, 1> — N(Ov Vk(¢))

en distribution quand NV 1 o0, avec

_ Vi—1 (R ¢) n var(gr ¢, k)
(M Gc) (M, gr)?

Vi(0)

c'est—a—dire que I'hypothése de récurrence (m) est vérifiée

11)



