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Théoremes limites pour les approximations particulaires

e distributions normalisées et non—normalisées
e erreur dans ILP pour les approximations particulaires
e TCL pour les tableaux triangulaires d’'accroissement de martingales

e TCL pour les approximations particulaires



(distributions normalisées et non—normalisées : 1)

évolution (non—linéaire) de la distribution normalisée

mutation pondération
fok—1 > Mk = -1 Qk > Pk = Gk - Mk

avec la condition initiale ug = go - 19, ou la notation - désigne le produit projectif

difficulté du probleme mesurée par le rapport

sup g ()
reFl

(s k)

T = 21

approximation particulaire (éventuellement) pondérée

N N
1 )
MR = D0 et meR =) widy
1=1 1=1

avec la condition initiale ,uév = go - né\[ et 77(])\] = SN (no)



(distributions normalisées et non—normalisées :

immédiatement a partir de la définition

N .
OTIGIEREN

ng(fi) =
j=1

est automatiquement sous la forme recherchée, et

<77k , Gk) ng &)

en revanche
N
g Qr = Zwlic—l mj, avec my,(dx') = Qp (&, dx’)
i=1
apparait seulement sous la forme d'un mélange fini, et |'approximation

Ul]cv ~ M/{c\f—1 Qx

doit encore étre précisée

2)



(distributions normalisées et non—normalisées :

évolution (linéaire) de la distribution non—normalisée

Ve = Vo1 Rr = g (V-1 Q) = 9k (r—1 Qr) (Ve—1,1) = g& M (Ye—1, 1)

avec la condition initiale vg = gg g : clairement

ks 1) = (e gk) (ve—1,1) et {30, 1) = {0, go) (%)

approximation particulaire

v =gk np (vhoq, 1)

avec la condition initiale 7)Y = go nd’ et n{’ = SN (o) : clairement

1) =y ge) (e 1) et (v, 1) = (g’ g0) (%)

d'ou on déduit que

N
8l i
s =n @ g =i

3)



(erreur dans IL? pour les approximations particulaires :

en itérant les relations (%) et (x%), on obtient

n mn

(Y, 1) = H(Uk,gk> et (v, 1) = H(Ui\[agﬁ

erreur dans ILP pour les approximations particulaires

Théoreme pour la constante de normalisation et pour la distribution normalisée

<%szal>_ N N N
El - —-1|<z et sup  E[(u;, — pn, @) | <22

n

(Yn, 1) b || l=1

ol la suite {2}Y} vérifie la récurrence linéaire

1 r r
N < (U4 —=) b+ = et 2 <

VN VN

estimations similaires dans IL? pour tout p > 1 (en utilisant les inégalités de
Marcinkiewicz—Zygmund)

1)



(erreur dans IL? pour les approximations particulaires :

Remarque pour toute fonction ¢ mesurable bornée

</7n 7¢> <7n7§b> _ <’771LV _7n7¢> /N <7¢JLV _7n71>
AN D) T ) e ® o

de sorte que

< — Yn, @ > < — Tn, 1>
HMN—un,(bH_\ |+ |
<'Yn>1> <7’na 1> |
ce qui montre que
— Yy @
oup El(u — im0 <2 sup | Dn 0
b |l6]|=1 b ||ol|=1 (Yns 1)

et pour démontrer le Théoreme il suffit donc de prouver que la suite définie par

N _
é: [|ol|=1 Ve, 1)

pour tout £k = 0,1---n Vvérifie la relation de récurrence linéaire

2)



(erreur dans IL? pour les approximations particulaires :

Preuve du Théoreme on rappelle que

El (ny' — 10, ) | < \ﬁl\ﬁbll

» pour k=0, on a
<’Y(])\7 — 70, ¢> — <77(])V — 1o, 9o ¢>
pour toute fonction ¢ mesurable bornée, on remarque que

1

E| (5 —no.90®) | < —= sup go(z) 9|
N rEF

et en divisant par (7o, 1) = (10, go) on obtient

sup go(z)

<7(J)V_707¢> ‘ < 1 rzel _ o

~ VN (M0, 90) VN

N
2o = sup E|
b pll=1 (70, 1)

3)



(erreur dans IL? pour les approximations particulaires : 4)

on rappelle que

1
E[| (ny — ph1 Qr, @) | | Hiq] < Vi [tal|

ou }C,iv_l dénote la tribu engendrée par tous les systemes de particules
jusqu'a la (k — 1)—eme génération

» pourtout k=1---n, on a

=% = gk M (Vee1s1) — gk (Ve—1 Qk)

= Gk (715—1 Qr — Vr—1 Qk) + gk (miv - M/{cv—1 Qk) <%va—1a 1>

de sorte que

V=Y, @) = (1 — Vb1, Qr(gk @) + (5 — p—q Qk, g @) (i1, 1)

pour toute fonction ¢ mesurable bornée



(erreur dans IL? pour les approximations particulaires : 5)

on en déduit que

sup  E| (v — vk, ¢) |
¢:||ol=1

< sup E|(vD | — -1, Qrlgr )|
¢:[|o]=1

+¢ S||l<ﬁ|) 11@[\ e = o1 Qry g &) | (Y1, 1) ]

on remarque que

sup E| <71iv—1 — Vi1, Qr(9x 9)) |
¢:[|o]|=1

<supgp(z) sup E|[{(v);—vk-1,0)]
2€E ¢:lpll=1
compte tenu que

Qi 8)(2)] = | [E Qu(z, dz') gi(@') $(a) | < sup gul(a) 6]

rel



(erreur dans IL? pour les approximations particulaires : 6)

et en divisant par (vx, 1) = Mk, gx) (Vk—1, 1) on obtient

N _
Z}i\f _ Sup E| <’Yk 7k7¢> |

b ||lbl=1 (Y&, 1)

sup g (x

rEE (@) <'Yliv—1 — Vk—1,P)

< sup [E| |
(Mes G) 61 |0 =1 (Ve—1,1)
<777~ch - N{e\f—1 Qky g ) <71iv—17 1)
+ sup E| |
b :||d]|=1 (Mies gr) (Yre—1,1)
l.e.
2 STz ter (o)

avec |'erreur locale définie par

. (e — ey Qrs 9 ) (i1, 1)
= sup [

N
k
¢:||oll=1 <77k>gk> <’Yk—171>

€

comme terme forcant



10 (erreur dans IL? pour les approximations particulaires : 7)

on remarque que

1

E[| (ny — p_1 Qr, g1 0) | | iy ] < i sup gy () |9

ou H,iv_l dénote la tribu engendrée par le systeme de particules jusqu'a la
(k — 1)—eme génération, puis

e en multipliant par (vy;'_;,1) mesurable par rapport a H; |,

e et en divisant par (nk, 9x) (Vk—1, 1)

on obtient
<77k79k> <7/€—17 1> il
L o) oy
Tre
< o]l

VN (M, gk)  (Yk—1,1)

<7]i\[—1 — Vk—1, ]->
</7k—17 1>

IA

2l

Tk(1—|—|

) [l



11 (erreur dans IL? pour les approximations particulaires : 8)

on en déduit que

N _ e — Br—1 Qrs 91 9) (Vi1 1)
e, = sup K |
¢ |lo|=1 (> 9&) (Vk—1,1)

Tk

<,.Y]]£\f_1 — Vk—1, 1> Tk
< ZE (B L) < T s

et en reportant cette estimation dans (e) on obtient

1 r
2 < (14 —=) 20 + = =

VN VN



12

(rappel : convergence en distribution :

rappel : convergence en distribution

soit X et X des v.a. a valeurs dans R™ : on dit que Xn = X en distribution
quand N 1 oo ssi

E[f(Xn)] — E[f(X)] pour toute fonction f continue et bornée
une CNS est la convergence ponctuelle des fonctions caractéristiques, c—a—d

Elexp{iu* Xn}] — Elexp{iu*X}] pour tout vecteur u € R™

Lemme de Slutsky

soit Xpn,Yn et X des v.a. a valeurs dans R™ : si
e X = X en distribution quand N 1 o0
e Yy — Xn| — 0 en probabilité quand N 1 oo
alors

Yy = X en distribution quand N 1 oo

1)



13

(TCL pour les tableaux triangulaires :

TCL pour les tableaux triangulaires

pour tout N > 1, soit FY = {FY  k=1--- Ky} une suite croissante de tribus,
et soit X ={X;¥, k=1--- Ky} une suite adaptée 3 F (c’est—a—dire que la
v.a. X,iv est mesurable par rapport 3 ¥, pour tout k =1--- Ky)

Théoréme si
E[X} |31 =0
pour tout V > 1 et pour tout K =1--- Ky, si

Kn
Vv = E[IXYP 5] —V
k=1
en probabilité quand N 1 oo, et si pour tout € > 0

Ky
Fy(e) = ;E[l(\Xm > ¢) Xe 1 [ Fhoa] — 0
—1

en probabilité quand N 1T oo

1)



14

(TCL pour les tableaux triangulaires :

alors
Kn

Sy =) Xii = N(0,V)
k=1
en distribution quand N T oo

Remarque si pour un certain d > 0
Kn
Yv =) E[IX) 5] — 0
k=1
en probabilité quand N 1 oo, alors la condition de Lindeberg est satisfaite

|£E|2+d _ |$‘2—|—d 1

2—|—d1 > d 21
(2] < &) TIET (g > o) Z € 1217 Lz) > o)

pour tout nombre réel x et pour tout € > 0, de sorte que

KN KN
Fy ZE (1XN| > )\Xliv|2\3rk 1= = ZE XA g, — 0
k=1 k=1

en probabilité quand N 1T oo

2)



15

(TCL pour les approximations particulaires :

TCL pour les approximations particulaires

on se limite ici au cas de la redistribution multinomiale, c—a—d

me = SY (up_1 Qr) = 25&3

ou, conditionnellement a la tribu ¥, engendrée par le systéme de particules
jusqu’a la (k — 1)—&me génération, les v.a. (&1, , &) sont i.i.d. de distribution
de probabilité (mélange fini)

Mkz ) Qr(dx’) Zwk 1 Q( fk 1> dz’)

on rappelle que dans ce cas

1

El |y Zcb &) — {un1 Quy ) 2 | 9G611] = = var(d, iy Qn)

1)



16 (TCL pour les approximations particulaires : 2)

Théoreme pour la constante de normalisation et pour la distribution normalisée

VIR 1) NOV) et VR G~ ) — N(O,0a(0)

en distribution quand N 7T oo, avec la variance asymptotique définie par

Riiq1.,1)?
P! (M gkRan 1)

e M0 19k Rigeiin (6 — (i, ) 1)
) = Y R 17

k=0
respectivement, ou

Ris1im &(2) = Riy1 -+~ Ry d(a) = H 9p(Xp) | X, = ]
p=k—+1

pour tout £ =0,1---n, avec la convention R, 1., () = ¢(x)



17 (TCL pour les approximations particulaires : 3)

Remarque pour démontrer le Théoreme, il suffit de démontrer que

VN <%]{v; 71n> o, N0, Vy(9))

en distribution quand N 71 oo, avec la variance asymptotique définie par

Vn(¢) <,7n7 1>2 — V&I’(go Rl:n ¢7 770) T Z V&I‘(gk Rk—|—1:n (,ba nk) <7k—17 1>2 (O)
k=1
ou de maniere équivalente par

n

var(gr Re+1:n @, k)
| 7% =
(©) Z Miey g Rigp1:m 1)?

k=0
compte tenu que
<’7n7 1> — <’70 R12n7 1> — <7707 go Rl:n 1>
pour £ =0, et que
<’7n7 1> — </7k—1 Rk:n7 1> — <’7k—17 1> <77k7 gk Rk—|—1:n 1>

pourtout k=1---n



18 (TCL pour les approximations particulaires : 4)

on remarque d'abord que

Var(gk Rii1.n1 77k 77ka gk R y1:n )2>
Vi = V(1) = -1
W k:E:;) Mk, g Ri1:m 1) ; (M, gl Ri41:m 1)7 |

ce qui montre le Théoreme pour la constante de normalisation

on remarque aussi que

0 = s 8) = (5,6 (s ) = 2k (06— )

pour toute fonction mesurable bornée ¢, et que (7., 1) — (~,,,1) en probabilité
quand N 1 oo, ce qui montre le Théoreme pour la distribution normalisée (en
utilisant le lemme de Slutsky), avec

_ _ e var(ge Ririin (@ = (i, 0)), )
%w—mw<me2; R T



19 (TCL pour les approximations particulaires : 5)

on remarque finalement que

var(gi Ris1m (0 — (tns @), k) = (Mies |9k Riegrin (& — (pins @) [7)

pour tout £ =0,1---n, compte tenu que

<770790 Rlin ((/b o </Ln,§b>)> — <70 Rl:na¢ — <Una§b>> — <’Yn7¢ _ <Mn7¢>> =0
pour £ =0, et que

<7n7 §b B <Mna §b> >

=0
<’W€—17 1>

<77k7 9k Rk—|—1:n (gb— <:una ¢>) > — <:LL]€—1 Rk:na ¢_ <:un7 ¢> > —

pourtout k=1---n

Remarque le vecteur aléatoire

W ) VR Y < ) VE (Y = i, 6))

<7na 1>

converge conjointement en distribution quand N 1 co vers une limite gaussienne,

pour toutes fonctions mesurables bornées ¢1,--- , ¢4 (en utilisant le procédé de
Cramér—Wold)



20 (TCL pour les approximations particulaires :

Preuve du Théoreme pour toute fonction mesurable bornée ¢, en utilisant une
somme télescopique et la relation

Y=gk (Y1, 1)

pour tout £ = 1---n, on obtient la décomposition suivante

n

<,77]1V — Tn; ¢> — Z<f}/l]c\7 o ’YIiV—l Rk? Rk—l—lzn ¢> + <f>/(])v — 70, Rl:n ¢>
k=1

n

<’yl]cv—17 1> <gk (771]<;V — :uizv—l Qk)7 Rk—i—l:n ¢> + <90 (né\[ - 770>7 Ry.p, §b>

k=1
= > ee1s 1) 0 — pi—1 Qus fr) + (05" — 10, fo)
k=1
ou les fonctions mesurables bornées fy, f1,-- -, f,, sont définies par

fr() = gr(x) Riyy1:n ()

pour tout £k =0,1---n, avec la convention R, 1., () = ¢(x)

6)



21 (TCL pour les approximations particulaires : 7)

étape 1 (décomposition) » pour k = 0, on remarque que

N N
1 : 1
N )
— ", S — X
Ny — 1o, fo) N i:z1[f0(€0) (1o, fo) | \/N 7,:21
avec par définition
1 .
Xoy = N [f0(&0) — (1o, fo)]
pour tout 7 =1--- N, ol les variables aléatoires (&}, -+ ,&5) sont i.i.d. de

distribution de probabilité g



22

(TCL pour les approximations particulaires :

» pour tout kK =1---n, on remarque que

| N
<%va—171> <771iV_M;cV—1 Qr, fk) = <7/].cv—1a >N Z[fk(fk) <Miv—1 Qr; [x) |
1=1
1 N
- w2

avec par définition

N
XN . <7k—171>
ki —
vV IN
pour tout ¢ = 1--- N, ou conditionnellement par rapport a la tribu ﬂ-(,]j_l
engendrée par le systeme de particules jusqu'a la (k — 1)—eme génération, les
variables aléatoires (£1,---, &) sont i.i.d. de distribution de probabilité ufY | Qx

1 (&) — (1 Qr, fr)]

en prenant la somme membre a membre pour £k =0,1---n, il vient

n

N
\/N <7;7LV o ’Y’I’H _ X ,7,
k=0 1=1

8)



23 (TCL pour les approximations particulaires : 9)

étape 2 (estimations a priori) » pour k=0 et pour tout i = 1--- N, on définit
la tribu 3" . engendrée par les variables aléatoires (£}, -+, &), et on remarque que

[Xévzl 0,2— 1] 0

et
1
HX |2 | 37(” = N var(fo, o) = Vo%
avec la convention ¥y = {0, Q}, et
1

|XO ,2

de sorte que

1

81 foll® = Y5



24 (TCL pour les approximations particulaires : 10)

» pour tout k= 1---n et pour tout i = 1--- N, on définit la tribu F7,
engendrée par le systeme de particules jusqu'a la (kK — 1)—eme génération et par
les variables aléatoires (&1, , &%), et on remarque que

E[Xlivz | gjl]e\jz'—l] =0

et
1
E| |Xlivz k,z’—l] — <71]cv—17 1>2 N Vaf(fkaﬂjkv—l Qr) = Vlﬁ)
ou la variable aléatoire V 1o est mesurable par rapport a ﬂ{k | = ka 0 €
<7]iv—17 1>
XV < 2
de sorte que
E XN < <’YIJ€V 1 > 3 YN
X il” | Fia] < 8|1.fl k.0

NvVN

ou la variable aléatoire Y 1o est mesurable par rapport a }Ck | = 3"



25 (TCL pour les approximations particulaires : 11)

étape 3 (ré—étiquetage) par définition

n N
Sp=2 D X

k=0 1=1

est écrit comme une somme double, sur les générations £ =0,1---n et sur les
individus ¢ = 1--- N au sein de chaque génération

k—eme génération

1 1 N
p=kN +1




26 (TCL pour les approximations particulaires : 12)

au vu de la figure

I'individu ¢ au sein de la k—eéme génération (haut)
peut aussi étre vu comme

I'individu p au sein de la population globale (bas)

associé de maniere unique a un entier p = kN 4+ ¢ compris entre 1 et

on ré—écrit donc S¥ comme une somme unique, de facon a pouvoir utiliser le
TCL pour les tableaux triangulaires d'accroissements de martingales : avec ce

nouvel étiquetage
Kn
N
5 D) IECI it
k=0 =1 p=1

ou la variable aléatoire Uév X ; est mesurable par rapport a la tribu SN Sf,ivz

pourtout p=1--- Ky de la formep:kN—H



27 (TCL pour les approximations particulaires : 13)

étape 4 (vérification des conditions) (i) propriété d'accroissement de
martingale : il résulte des estimations précédentes que pour tout p=1--- Ky

E[U, | Gp-1] =0

(ii) variance asymptotique : il résulte des estimations précédentes que pour tout
p=1---Ky delaformep=kN +1

E[|U [* | S524] = Vi
de sorte que

n  (k+1) N

=) E[UNP 1S =Y > ElIUPIS ]

k=0 p=k N+1
n
k=0

= var(fo,n0) + Z var( fx, /i]kv—1 Qr) <71]@V—1a 1>2
k=1



28 (TCL pour les approximations particulaires : 14)

compte tenu que (i 1, 1) = (vk_1,1) et var(fr, up_, Qr) — var(fx,nx) en
probabilité quand N 1 oo, pourtout Kk =1---n, on a

VnN — Var(ann()) + Zvar(sza nk) </7k—17 1>2
k=1

= var(go Ri.n ¢,m0) + Z var(gr Rit1:n @, M%) (Ve—1, 1>2
k=1

en probabilité quand N 1 oo, avec la définition (o)



29 (TCL pour les approximations particulaires : 15)

(iii) condition de Lindeberg conditionnelle : il résulte des estimations précédentes
que pourtout p=1--- Ky delaformep=kN +1

E[|U,1° | Sp-1] = Yio
de sorte que

n  (k+1) N

Kn
V=Y EIUYP IS5 =), Y. EIUYP G
p=1

k=0 p=k N+1

= N Zn:YkJYO
k=0

1

VN

compte tenu que (2 |, 1) — (yx_1,1) en probabilité quand N 1 oo, pour tout
k=1---n,onaY" — 0 en probabilité quand N 1 oo

<

8 [Ifoll® + > (valas 1 1kl
k=1



30 (TCL pour les approximations particulaires : 16)

étape finale les conditions du TCL pour les accroissements de martingales sont
donc vérifiées et on en déduit que

SN = VN (3 — s d) — N(0, Vo (¢) (yn, 1)?)

ou de maniere équivalente

VA D=8 0,1, 0)

avec |'expression donnée en (o) pour la variance asymptotique, ce qui suffit pour

conclure au vu de la Remarque initiale O



