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Théorèmes limites pour les approximations particulaires

• flots normalisés et non–normalisés

• erreur dans L
p pour les approximations particulaires

• TCL pour les tableaux triangulaires d’acroissement de martingales

• TCL pour les approximations particulaires

• exemple : fonctions de sélection binaires



1 (flots normalisés et non–normalisés : 1)

évolution du flot normalisé (non linéaire) décrite par

µk−1 −−−−−−−−−→ ηk = µk−1 Qk −−−−−−−−−→ µk = gk · ηk

avec la condition initiale µ0 = g0 · η0, où la notation · désigne le produit projectif

difficulté du problème mesurée par le rapport

rk =

sup
x∈E

gk(x)

〈ηk, gk〉
≥ 1

approximation particulaire pondérée

µk ≈ µN
k =

N∑

i=1

wi
k δ

ξi
k

avec

N∑

i=1

wi
k = 1

de telle sorte que

µN
k−1 −−−−−−−−−→ ηN

k = SN (µN
k−1 Qk) −−−−−−−−−→ µN

k = gk · ηN
k

avec la condition initiale µN
0 = g0 · ηN

0 et ηN
0 = SN (η0)



2 (flots normalisés et non–normalisés : 2)

évolution du flot non normalisé (linéaire)

γk = γk−1 Rk = gk (γk−1 Qk) = gk (µk−1 Qk) 〈γk−1, 1〉 = gk ηk 〈γk−1, 1〉

avec la condition initiale γ0 = g0 η0 : clairement

〈γk, 1〉 = 〈ηk, gk〉 〈γk−1, 1〉 et 〈γ0, 1〉 = 〈η0, g0〉

approximation particulaire

γN
k = gk SN (µN

k−1 Qk) 〈γN
k−1, 1〉 = gk ηN

k 〈γN
k−1, 1〉

avec la condition initiale γN
0 = g0 ηN

0 et ηN
0 = SN (η0) : clairement

〈γN
k , 1〉 = 〈ηN

k , gk〉 〈γN
k−1, 1〉 et 〈γN

0 , 1〉 = 〈ηN
0 , g0〉

et on en déduit que

γN
k

〈γN
k , 1〉 = gk · ηN

k = µN
k et

γN
0

〈γN
0 , 1〉 = g0 · ηN

0 = µN
0



3 (flots normalisés et non–normalisés : 3)

par itération

〈γn, 1〉 =

n∏

k=0

〈ηk, gk〉 et 〈γN
n , 1〉 =

n∏

k=0

〈ηN
k , gk〉



4 (erreur dans L
p pour les approximations particulaires : 1)

erreur dans L
p pour les approximations particulaires

Théorème pour la constante de normalisation et pour le flot normalisé

E| 〈γ
N
n , 1〉

〈γn, 1〉 − 1 | ≤ zN
n et sup

φ : ‖φ‖=1

E| 〈µN
n − µn, φ〉 | ≤ 2 zN

n

où la suite {zN
k } vérifie la récurrence linéaire

zN
k ≤ rk (1 +

1√
N

) zN
k−1 +

rk√
N

et zN
0 ≤ r0√

N

estimations similaires dans L
p pour tout p ≥ 1 (en utilisant les inégalités de

Marcinkiewicz–Zygmund)

on rappelle que

E| 〈SN (µ) − µ, φ〉 | ≤ {E| 〈SN (µ) − µ, φ〉 |2}1/2 =
1√
N

(var(φ, µ))1/2



5 (erreur dans L
p pour les approximations particulaires : 2)

Remarque pour toute fonction φ mesurable bornée

〈µN
n − µn, φ〉 =

〈γN
n , φ〉

〈γN
n , 1〉 − 〈γn, φ〉

〈γn, 1〉 =
〈γN

n − γn, φ〉
〈γn, 1〉 − 〈µN

n , φ〉 〈γN
n − γn, 1〉
〈γn, 1〉

de sorte que

| 〈µN
n − µn, φ〉 | ≤ | 〈γN

n − γn, φ〉 |
〈γn, 1〉 + ‖φ‖ | 〈γN

n − γn, 1〉 |
〈γn, 1〉

ce qui montre que

sup
φ : ‖φ‖=1

E| 〈µN
n − µn, φ〉 | ≤ 2 sup

φ : ‖φ‖=1

E
| 〈γN

n − γn, φ〉 |
〈γn, 1〉

et pour démontrer le Théorème il suffit donc de prouver que la suite définie par

zN
k = sup

φ : ‖φ‖=1

E
| 〈γN

k − γk, φ〉 |
〈γk, 1〉

pour tout k = 0, 1, · · · , n vérifie la relation de récurrence linéaire



6 (erreur dans L
p pour les approximations particulaires : 3)

Preuve du Théorème ◮ pour k = 0, on a

γN
0 − γ0 = g0 (ηN

0 − η0) de sorte que 〈γN
0 − γ0, φ〉 = 〈δN

0 , φ〉

pour toute fonction φ mesurable bornée, où par définition

δN
0 = g0 (ηN

0 − η0) = g0 (SN (η0) − η0)

on en déduit que

zN
0 = sup

φ : ‖φ‖=1

E
| 〈γN

0 − γ0, φ〉 |
〈γ0, 1〉

= sup
φ : ‖φ‖=1

E
| 〈δN

0 , φ〉 |
〈γ0, 1〉

on remarque que

E| 〈δN
0 , φ〉 | = E| 〈SN (η0) − η0, g0 φ〉 |

≤ 1√
N

(var(g0 φ, η0))
1/2

≤ 1√
N

sup
x∈E

g0(x) ‖φ‖



7 (erreur dans L
p pour les approximations particulaires : 4)

et en divisant par 〈γ0, 1〉 = 〈η0, g0〉 on obtient

zN
0 ≤ 1√

N

sup
x∈E

g0(x)

〈η0, g0〉
=

r0√
N

◮ pour k = 1, · · · , n, on a

γN
k − γk = gk ηN

k 〈γN
k−1, 1〉 − gk (γk−1 Qk)

= gk (γN
k−1 Qk − γk−1 Qk) + gk (ηN

k − µN
k−1 Qk) 〈γN

k−1, 1〉

de sorte que

〈γN
k − γk, φ〉 = 〈γN

k−1 − γk−1, Qk(gk φ)〉 + 〈δN
k , φ〉 〈γN

k−1, 1〉

pour toute fonction φ mesurable bornée, où par définition

δN
k = gk (ηN

k − µN
k−1 Qk) = gk (SN (µN

k−1 Qk) − µN
k−1 Qk)



8 (erreur dans L
p pour les approximations particulaires : 5)

on en déduit que

sup
φ : ‖φ‖=1

E| 〈γN
k − γk, φ〉 |

≤ sup
φ : ‖φ‖=1

E| 〈γN
k−1 − γk−1, Qk(gk φ)〉 | + sup

φ : ‖φ‖=1

E[ | 〈δN
k , φ〉 | 〈γN

k−1, 1〉 ]

≤ sup
x∈E

gk(x) sup
φ : ‖φ‖=1

E| 〈γN
k−1 − γk−1, φ〉 | + sup

φ : ‖φ‖=1

E[ | 〈δN
k , φ〉 | 〈γN

k−1, 1〉 ]

et en divisant par 〈γk, 1〉 = 〈ηk, gk〉 〈γk−1, 1〉 on obtient

zN
k = sup

φ : ‖φ‖=1

E
| 〈γN

k − γk, φ〉 |
〈γk, 1〉

≤
sup
x∈E

gk(x)

〈ηk, gk〉
sup

φ : ‖φ‖=1

E
| 〈γN

k−1 − γk−1, φ〉 |
〈γk−1, 1〉

+ sup
φ : ‖φ‖=1

E
| 〈δN

k , φ〉 | 〈γN
k−1, 1〉

〈γk, 1〉
i.e.

zN
k ≤ rk zN

k−1 + εN
k (⋆)



9 (erreur dans L
p pour les approximations particulaires : 6)

avec comme terme forçant l’erreur locale définie par

εN
k = sup

φ : ‖φ‖=1

E
| 〈δN

k , φ〉 | 〈γN
k−1, 1〉

〈γk, 1〉
on remarque que

E[ | 〈δN
k , φ〉 | | HN

k−1 ] = E[ | 〈SN (µN
k−1 Qk) − µN

k−1 Qk, gk φ〉 | | HN
k−1 ]

≤ 1√
N

(var(gk φ, µN
k−1 Qk))1/2

≤ 1√
N

sup
x∈E

gk(x) ‖φ‖

où HN
k−1 dénote la tribu engendrée par le système de particules jusqu’à la

(k − 1)–ème génération, de sorte que

E[ | 〈δN
k , φ〉 | 〈γN

k−1, 1〉 | HN
k−1 ] ≤ 1√

N
sup
x∈E

gk(x) 〈γN
k−1, 1〉 ‖φ‖



10 (erreur dans L
p pour les approximations particulaires : 7)

et en divisant par 〈γk, 1〉 = 〈γk−1 Qk, gk〉 = 〈ηk, gk〉 〈γk−1, 1〉 on obtient

sup
x∈E

gk(x) 〈γN
k−1, 1〉

〈γk, 1〉 =

sup
x∈E

gk(x)

〈ηk, gk〉
〈γN

k−1, 1〉
〈γk−1, 1〉

≤ rk ( 1 +
| 〈γN

k−1 − γk−1, 1〉 |
〈γk−1, 1〉

)

on en déduit que

εN
k ≤ rk√

N
( 1 + E

| 〈γN
k−1 − γk−1, 1〉 |
〈γk−1, 1〉

) ≤ rk√
N

(1 + zN
k−1)

et en reportant cette estimation dans (⋆) on obtient

zN
k ≤ rk (1 +

1√
N

) zN
k−1 +

rk√
N

2



11 (TCL pour les tableaux triangulaires : 1)

TCL pour les tableaux triangulaires

pour tout N ≥ 1, soit FN = {FN
k , k = 1, · · · , KN} une suite croissante de tribus,

et soit XN = {XN
k , k = 1, · · · , KN} une suite adaptée à FN (c’est–à–dire que

la v.a. XN
k est mesurable par rapport à FN

k , pour tout k = 1, · · · , KN )

Théorème si

E[XN
k | FN

k−1] = 0

pour tout N ≥ 1 et pour tout k = 1, · · · , KN , si

VN =

KN∑

k=1

E[ |XN
k |2 | FN

k−1] −→ V

en probabilité quand N ↑ ∞, et si pour tout ε > 0

FN (ε) =

KN∑

k=1

E[1(|XN
k | > ε) |XN

k |2 | FN
k−1] −→ 0

en probabilité quand N ↑ ∞



12 (TCL pour les tableaux triangulaires : 2)

alors

SN =

KN∑

k=1

XN
k =⇒ N(0, V )

en distribution quand N ↑ ∞

Remarque si pour un certain d > 0

YN =

KN∑

k=1

E[ |XN
k |2+d | FN

k−1] −→ 0

en probabilité quand N ↑ ∞, alors la condition de Lindeberg est satisfaite

|x|2+d = |x|2+d 1(|x| ≤ ε) + |x|2+d 1(|x| > ε) ≥ εd |x|2 1(|x| > ε)

pour tout nombre réel x et pour tout ε > 0, de sorte que

FN (ε) =

KN∑

k=1

E[1(|XN
k | > ε) |XN

k |2 | FN
k−1] ≤

1

εd

KN∑

k=1

E[ |XN
k |2+d | FN

k−1] −→ 0

en probabilité quand N ↑ ∞



13 (TCL pour les approximations particulaires : 1)

TCL pour les approximations particulaires

Théorème pour la constante de normalisation et pour le flot normalisé

√
N [

〈γN
n , 1〉

〈γn, 1〉 − 1 ] =⇒ N(0, Vn) et
√

N 〈µN
n − µn, φ〉 =⇒ N(0, vn(φ))

en distribution quand N ↑ ∞, avec la variance asymptotique définie par

Vn =
n∑

k=0

[
〈ηk, (gk Rk+1:n 1)2〉
〈ηk, gk Rk+1:n 1〉2 − 1 ]

vn(φ) =

n∑

k=0

〈ηk, |gk Rk+1:n (φ − 〈µn, φ〉) |2 〉
〈ηk, gk Rk+1:n 1〉2

respectivement, où

Rk+1:n φ(x) = Rk+1 · · ·Rn φ(x) = E[φ(Xn)
n∏

p=k+1

gp(Xp) | Xk = x]

pour tout k = 0, 1, · · · , n, avec la convention Rn+1:n φ(x) = φ(x)



14 (TCL pour les approximations particulaires : 2)

Remarque pour démontrer le Théorème, il suffit de démontrer que

√
N

〈γN
n − γn, φ〉
〈γn, 1〉 =⇒ N(0, Vn(φ))

en distribution quand N ↑ ∞, avec la variance asymptotique définie par

Vn(φ) 〈γn, 1〉2 = var(g0 R1:n φ, η0) +

n∑

k=1

var(gk Rk+1:n φ, ηk) 〈γk−1, 1〉2 (⋆)

ou de manière équivalente par

Vn(φ) =

n∑

k=0

var(gk Rk+1:n φ, ηk)

〈ηk, gk Rk+1:n 1〉2

compte tenu que

〈γn, 1〉 = 〈γ0 R1:n, 1〉 = 〈η0, g0 R1:n 1〉
pour k = 0, et que

〈γn, 1〉 = 〈γk−1 Rk:n, 1〉 = 〈γk−1, 1〉 〈ηk, gk Rk+1:n 1〉

pour tout k = 1, · · · , n



15 (TCL pour les approximations particulaires : 3)

on remarque d’abord que

Vn = Vn(1) =

n∑

k=0

var(gk Rk+1:n 1, ηk)

〈ηk, gk Rk+1:n 1〉2 =

n∑

k=0

[
〈ηk, (gk Rk+1:n 1)2〉
〈ηk, gk Rk+1:n 1〉2 − 1 ]

ce qui montre le Théorème pour la constante de normalisation

on remarque aussi que

〈µN
n − µn, φ〉 = 〈 γN

n

〈γN
n , 1〉 , φ − 〈µn, φ〉 〉 =

〈γn, 1〉
〈γN

n , 1〉 〈γ
N
n − γn

〈γn, 1〉 , φ − 〈µn, φ〉 〉

pour toute fonction mesurable bornée φ, et que 〈γN
n , 1〉 −→ 〈γn, 1〉 en probabilité

quand N ↑ ∞, ce qui montre le Théorème pour le flot normalisé (en utilisant le

lemme de Slutsky), avec

vn(φ) = Vn(φ − 〈µn, φ〉) =

n∑

k=0

var(gk Rk+1:n (φ − 〈µn, φ〉), ηk)

〈ηk, gk Rk+1:n 1〉2



16 (TCL pour les approximations particulaires : 4)

on remarque finalement que

var(gk Rk+1:n (φ − 〈µn, φ〉), ηk) = 〈ηk, |gk Rk+1:n (φ − 〈µn, φ〉) |2 〉

pour tout k = 0, 1, · · · , n, compte tenu que

〈η0, g0 R1:n (φ − 〈µn, φ〉) 〉 = 〈γ0 R1:n, φ − 〈µn, φ〉 〉 = 〈γn, φ − 〈µn, φ〉 〉 = 0

pour k = 0, et que

〈ηk, gk Rk+1:n (φ−〈µn, φ〉) 〉 = 〈µk−1 Rk:n, φ−〈µn, φ〉 〉 =
〈γn, φ − 〈µn, φ〉 〉

〈γk−1, 1〉
= 0

pour tout k = 1, · · · , n

Remarque le vecteur aléatoire

(
√

N [
〈γN

n , 1〉
〈γn, 1〉 − 1 ],

√
N 〈µN

n − µn, φ1〉, · · · ,
√

N 〈µN
n − µn, φd〉)

converge conjointement en distribution quand N ↑ ∞ vers une limite gaussienne,

pour toutes fonctions mesurables bornées φ1, · · · , φd (en utilisant le procédé de

Cramér–Wold)



17 (TCL pour les approximations particulaires : 5)

Preuve du Théorème pour toute fonction mesurable bornée φ, en utilisant

une somme télescopique et la relation

γN
k = gk ηN

k 〈γN
k−1, 1〉

pour tout k = 1, · · · , n, on obtient la décomposition suivante

〈γN
n − γn, φ〉 =

n∑

k=1

〈γN
k − γN

k−1 Rk, Rk+1:n φ〉 + 〈γN
0 − γ0, R1:n φ〉

=

n∑

k=1

〈γN
k−1, 1〉 〈gk (ηN

k − µN
k−1 Qk), Rk+1:n φ〉 + 〈g0 (ηN

0 − η0), R1:n φ〉

=

n∑

k=1

〈γN
k−1, 1〉 〈ηN

k − µN
k−1 Qk, fk〉 + 〈ηN

0 − η0, f0〉

où la collection f = (f0, f1, · · · , fn) de fonctions mesurables bornées est définie

par

fk(x) = gk(x) Rk+1:n φ(x)

pour tout k = 0, 1, · · · , n, avec la convention Rn+1:n φ(x) = φ(x)



18 (TCL pour les approximations particulaires : 6)

étape 1 (décomposition) ◮ pour k = 0, on remarque que

〈ηN
0 − η0, f0〉 =

1

N

N∑

i=1

[f0(ξ
i
0) − 〈η0, f0〉 ] =

1√
N

N∑

i=1

XN
0,i

avec par définition

XN
0,i =

1√
N

[f0(ξ
i
0) − 〈η0, f0〉]

pour tout i = 1, · · · , N , où les variables aléatoires ξ1
0 , · · · , ξN

0 sont i.i.d. de

distribution de probabilité η0



19 (TCL pour les approximations particulaires : 7)

◮ pour tout k = 1, · · · , n, on remarque que

〈γN
k−1, 1〉 〈ηN

k − µN
k−1 Qk, fk〉 = 〈γN

k−1, 1〉
1

N

N∑

i=1

[fk(ξi
k) − 〈µN

k−1 Qk, fk〉 ]

=
1√
N

N∑

i=1

XN
k,i

avec par définition

XN
k,i =

〈γN
k−1, 1〉√

N
[fk(ξi

k) − 〈µN
k−1 Qk, fk〉]

pour tout i = 1, · · · , N , où conditionnellement par rapport à la tribu HN
k−1

engendrée par le système de particules jusqu’à la (k − 1)–ème génération, les

variables aléatoires ξ1
k, · · · , ξN

k sont i.i.d. de distribution de probabilité µN
k−1 Qk

en prenant la somme membre à membre pour k = 0, 1, · · · , n, il vient

√
N 〈γN

n − γn, φ〉 =

n∑

k=0

N∑

i=1

XN
k,i = SN

n



20 (TCL pour les approximations particulaires : 8)

étape 2 (estimations) ◮ pour k = 0 et pour tout i = 1, · · · , N , on remarque

que

E[XN
0,i | FN

0,i−1] = 0

et

E[ |XN
0,i|2 | FN

0,i−1] =
1

N
var(f0, η0) = V N

0,0

avec la convention FN
0,0 = {∅, Ω}, et

|XN
0,i| ≤

1√
N

2 ‖f0‖

de sorte que

E[ |XN
0,i|3 | FN

0,i−1] ≤
1

N
√

N
8 ‖f0‖3 = Y N

0,0



21 (TCL pour les approximations particulaires : 9)

◮ pour tout k = 1, · · · , n et pour tout i = 1, · · · , N , on remarque que

E[XN
k,i | FN

k,i−1] = 0

et

E[ |XN
k,i|2 | FN

k,i−1] = 〈γN
k−1, 1〉2

1

N
var(fk, µN

k−1 Qk) = V N
k,0

où la variable aléatoire V N
k,0 est mesurable par rapport à HN

k−1 = FN
k,0, et

|XN
k,i| ≤

〈γN
k−1, 1〉√

N
2 ‖fk‖

de sorte que

E[ |XN
k,i|3 | FN

k,i−1] ≤
〈γN

k−1, 1〉3

N
√

N
8 ‖fk‖3 = Y N

k,0

où la variable aléatoire Y N
k,0 est mesurable par rapport à HN

k−1 = FN
k,0



22 (TCL pour les approximations particulaires : 10)

étape 3 (ré–étiquetage) par définition

SN
n =

n∑

k=0

N∑

i=1

XN
k,i

est écrit comme une somme double, sur les générations k = 0, 1, · · · , n et sur les

individus i = 1, · · · , N au sein de chaque génération

k–ème génération

1 i N

1 N k N + 1

?

p = k N + i

6

(k + 1) N

KN = (n + 1) N



23 (TCL pour les approximations particulaires : 11)

au vu de la figure

l’individu i au sein de la k–ème génération (haut)

peut aussi être vu comme

l’individu p au sein de la population globale (bas)

associé de manière unique à un entier p = k N + i compris entre 1 et

KN = (n + 1) N

on ré–écrit donc SN
n comme une somme unique, de façon à pouvoir utiliser le

TCL pour les tableaux triangulaires d’accroissements de martingales : avec ce

nouvel étiquetage

SN
n =

n∑

k=0

N∑

i=1

XN
k,i =

KN∑

p=1

UN
p

où la variable aléatoire UN
p = XN

k,i est mesurable par rapport à la tribu GN
p = FN

k,i

pour tout p = 1, · · · , KN de la forme p = k N + i



24 (TCL pour les approximations particulaires : 12)

étape 4 (vérification des conditions) (i) propriété d’accroissement de

martingale : il résulte des estimations précédentes que pour tout p = 1, · · · , KN

E[UN
p | GN

p−1] = 0

(ii) variance asymptotique : il résulte des estimations précédentes que pour tout

p = 1, · · · , KN de la forme p = k N + i

E[ |UN
p |2 | GN

p−1] = V N
k,0

de sorte que

V N
n =

KN∑

p=1

E[ |UN
p |2 | GN

p−1] =

n∑

k=0

(k+1) N∑

p=k N+1

E[ |UN
p |2 | GN

p−1]

= N

n∑

k=0

V N
k,0

= var(f0, η0) +

n∑

k=1

var(fk, µN
k−1 Qk) 〈γN

k−1, 1〉2
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compte tenu que 〈γN
k−1, 1〉 → 〈γk−1, 1〉 et var(fk, µN

k−1 Qk) → var(fk, ηk) en

probabilité quand N ↑ ∞, pour tout k = 1, · · · , n, on a

V N
n −→ var(f0, η0) +

n∑

k=1

var(fk, ηk) 〈γk−1, 1〉2

= var(g0 R1:n φ, η0) +
n∑

k=1

var(gk Rk+1:n φ, ηk) 〈γk−1, 1〉2

= Vn(φ) 〈γn, 1〉2

en probabilité quand N ↑ ∞, avec la définition (⋆)
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(iii) condition de Lindeberg conditionnelle : il résulte des estimations précédentes

que pour tout p = 1, · · · , KN de la forme p = k N + i

E[ |UN
p |3 | GN

p−1] = Y N
k,0

de sorte que

Y N
n =

KN∑

p=1

E[ |UN
p |3 | GN

p−1] =
n∑

k=0

(k+1) N∑

p=k N+1

E[ |UN
p |3 | GN

p−1]

= N

n∑

k=0

Y N
k,0

≤ 1√
N

8 [ ‖f0‖3 +

n∑

k=1

〈γN
k−1, 1〉3 ‖fk‖3 ]

compte tenu que 〈γN
k−1, 1〉 → 〈γk−1, 1〉 en probabilité quand N ↑ ∞, pour tout

k = 1, · · · , n, on a Y N
n → 0 en probabilité quand N ↑ ∞
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étape finale les conditions du TCL pour les accroissements de martingales

sont donc vérifiées et on en déduit que

SN
n =

√
N 〈γN

n − γn, φ〉 −→ N(0, Vn(φ) 〈γn, 1〉2)

ou de manière équivalente

√
N

〈γN
n − γn, φ〉
〈γn, 1〉 −→ N(0, Vn(φ))

avec l’expression donnée en (⋆) pour la variance asymptotique, ce qui suffit pour

conclure au vu de la Remarque initiale 2
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exemple : fonctions de sélection binaires

dans le cas particulier des fonctions de sélection binaires (prenant seulement la

valeur 0/1), i.e. des fonctions indicatrices gk(x) = 1(x ∈ Ak), on a

p0 = P[X0 ∈ A0] = 〈η0, g0〉 et pk = P[Xk ∈ Ak | Xk−1 ∈ Ak−1] = 〈ηk, gk〉

pour tout k = 1, · · · , n, et

Pn = P[X0 ∈ A0, · · · , Xn ∈ An] =

n∏

k=0

〈ηk, gk〉 ≈
n∏

k=0

〈ηN
k , gk〉 =

n∏

k=0

|IN
k |
N

= PN
n

où

IN
k = {i = 1 · · ·N : gk(ξi

k) = 1} = {i = 1 · · ·N : ξi
k ∈ Ak}

et

Rk+1:n 1(x) = E[
n∏

p=k+1

gp(Xp) | Xk = x]

= P[Xk+1 ∈ Ak+1, · · · , Xn ∈ An | Xk = x]

pour tout k = 0, 1, · · · , n, avec la convention Rn+1:n 1(x) = 1
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il résulte du TCL démontré dans le cas général que

√
N (

PN
n

Pn
− 1) =⇒ N(0, Vn)

en distribution quand N ↑ ∞, avec la variance asymptotique

Vn =

n∑

k=0

var(gk Rk+1:n 1, ηk)

〈ηk, gk Rk+1:n 1〉2 =

n∑

k=0

(
1

pk
− 1) +

n∑

k=0

1

pk

var(Rk+1:n 1, µk)

〈µk, Rk+1:n 1〉2

en effet, compte tenu que g2
k = gk, on obtient

var(gk Rk+1:n 1, ηk)

〈ηk, gk Rk+1:n 1〉2 =
〈ηk, gk |Rk+1:n 1|2〉
〈ηk, gk Rk+1:n 1〉2 − 1

=
1

pk

〈µk, |Rk+1:n 1|2〉
〈µk, Rk+1:n 1〉2 − 1

= (
1

pk
− 1) +

1

pk
[
〈µk, |Rk+1:n 1|2〉
〈µk, Rk+1:n 1〉2 − 1]

pour tout k = 0, 1, · · · , n


