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1. Introduction

• Programmation Dynamique stochastique :la maĺediction de la
dimension.
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• Programmation Dynamique et méthodes de
décomposition-coordination : le mariage impossible. . .
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• Programmation Dynamique stochastique :la maĺediction de la
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• Programmation Dynamique et méthodes de
décomposition-coordination : le mariage impossible. . .

Dit autrement,

– en commande optimale déterministe, on d́ecompose l’espace
d’arrivéede fonctionstemps→ espace;
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Zoom Main

Copier Coller

Signets Dest.

JJ J I II
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• Programmation Dynamique stochastique :la maĺediction de la
dimension.

• Programmation Dynamique et méthodes de
décomposition-coordination : le mariage impossible. . .

Dit autrement,

– en commande optimale déterministe, on d́ecompose l’espace
d’arrivéede fonctionstemps→ espace;

– en commande optimale stochastique, on décompose l’espace
dedépartde fonctionstemps× espace→ espace ouR ;
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1. Introduction

• Programmation Dynamique stochastique :la maĺediction de la
dimension.

• Programmation Dynamique et méthodes de
décomposition-coordination : le mariage impossible. . .

• . . . d’où la ńecessit́e d’un point de vuevariationnelsur ces
probl̀emes. . .
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• . . . et aussi d’un point de vue numérique (“discr étisation”).
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Aperçu succinct des . . .

Treillis des partitions . . .

Discrétisation, . . .

Résultats . . .

Conditions . . .

Page 2 sur 33

Plein écran
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1. Introduction

• Programmation Dynamique stochastique :la maĺediction de la
dimension.

• Programmation Dynamique et méthodes de
décomposition-coordination : le mariage impossible. . .

• . . . d’où la ńecessit́e d’un point de vuevariationnelsur ces
probl̀emes. . .

• . . . et aussi d’un point de vue numérique (“discr étisation”).

• Dans cette tentative, la principale difficulté est le “bon” traitement
variationnel et nuḿerique descontraintes d’information.
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Zoom Main

Copier Coller

Signets Dest.

JJ J I II

La classe de probl̀emes consid́erée



guy.cohen@mail.enpc.frguy.cohen@mail.enpc.fr

Introduction

Typologie des . . .

Un exemple en . . .
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La classe de probl̀emes consid́erée

• espace de probabilité (�, A,P),

• espace des commandesU , espace des bruits4,

• fonction côut J : U × 4 → R (une int́egrande normale),
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Zoom Main

Copier Coller

Signets Dest.

JJ J I II

La classe de probl̀emes consid́erée

• espace de probabilité (�, A,P),
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• espace de probabilité (�, A,P),

• espace des commandesU , espace des bruits4,

• fonction côut J : U × 4 → R (une int́egrande normale),

• bruit ξ : � → 4 (une v.a.),

• commande admissibleu : � → U (une v.a. telle queJ
(
u(·), ξ(·)

)
est mesurable et intégrable),
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• espace des commandesU , espace des bruits4,

• fonction côut J : U × 4 → R (une int́egrande normale),

• bruit ξ : � → 4 (une v.a.),

• commande admissibleu : � → U (une v.a. telle queJ
(
u(·), ξ(·)

)
est mesurable et intégrable),
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u(·)

EJ
(
u(·), ξ(·)

)
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La classe de probl̀emes consid́erée

• espace de probabilité (�, A,P),

• espace des commandesU , espace des bruits4,

• fonction côut J : U × 4 → R (une int́egrande normale),

• bruit ξ : � → 4 (une v.a.),

• commande admissibleu : � → U (une v.a. telle queJ
(
u(·), ξ(·)

)
est mesurable et intégrable),

min
u(·)

EJ
(
u(·), ξ(·)

)
,

– soumiséventuellement̀a une contrainte de mesurabilité
“u estH-mesurable”,

H étant une sous-σ -algèbre (ou sous-tribu) deA,
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(
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)
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)
,

– soumiséventuellement̀a une contrainte de mesurabilité
“u estH-mesurable”,

H étant une sous-σ -algèbre (ou sous-tribu) deA,

– H est en ǵeńeral laσ -algèbre engendrée par unevariable
d’observationy : � → Y,



guy.cohen@mail.enpc.frguy.cohen@mail.enpc.fr

Introduction

Typologie des . . .

Un exemple en . . .
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• fonction côut J : U × 4 → R (une int́egrande normale),
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• commande admissibleu : � → U (une v.a. telle queJ
(
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)
est mesurable et intégrable),
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u(·)

EJ
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)
,

– soumiséventuellement̀a une contrainte de mesurabilité
“u estH-mesurable”,

H étant une sous-σ -algèbre (ou sous-tribu) deA,

– H est en ǵeńeral laσ -algèbre engendrée par unevariable
d’observationy : � → Y,

– ou bieny = h(u, ω) (alorsH = Hu i.e.H dépend deu).
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La classe de probl̀emes consid́erée

• espace de probabilité (�, A,P),

• espace des commandesU , espace des bruits4,

• fonction côut J : U × 4 → R (une int́egrande normale),

• bruit ξ : � → 4 (une v.a.),

• commande admissibleu : � → U (une v.a. telle queJ
(
u(·), ξ(·)

)
est mesurable et intégrable),

min
u(·)

EJ
(
u(·), ξ(·)

)
,

– soumiséventuellement̀a une contrainte de mesurabilité
“u estH-mesurable”,

H étant une sous-σ -algèbre (ou sous-tribu) deA,

– H est en ǵeńeral laσ -algèbre engendrée par unevariable
d’observationy : � → Y,

– ou bieny = h(u, ω) (alorsH = Hu i.e.H dépend deu).

Au moins lorsqueH ne d́epend pas deu, on noteV(P, H) le coût optimal.
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Dans cet expośe, on discute les points suivants :
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Dans cet expośe, on discute les points suivants :

• typologie des problèmes d’optimisation stochastique ;
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Dans cet expośe, on discute les points suivants :

• typologie des problèmes d’optimisation stochastique ;

• les probl̀emes que l’on peut espérer aborder avec un point de vue
variationnel sont les problèmes“sans effet dual”;
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Dans cet expośe, on discute les points suivants :

• typologie des problèmes d’optimisation stochastique ;

• les probl̀emes que l’on peut espérer aborder avec un point de vue
variationnel sont les problèmes“sans effet dual”;

• même pour ces problèmes, la repŕesentationdiscŕetiśeedes
contraintes d’information n’est pas triviale ;



guy.cohen@mail.enpc.frguy.cohen@mail.enpc.fr

Introduction

Typologie des . . .

Un exemple en . . .
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Dans cet expośe, on discute les points suivants :

• typologie des problèmes d’optimisation stochastique ;

• les probl̀emes que l’on peut espérer aborder avec un point de vue
variationnel sont les problèmes“sans effet dual”;

• même pour ces problèmes, la repŕesentationdiscŕetiśeedes
contraintes d’information n’est pas triviale ;

• quelques ŕesultats th́eoriques de convergence ;
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Dans cet expośe, on discute les points suivants :

• typologie des problèmes d’optimisation stochastique ;

• les probl̀emes que l’on peut espérer aborder avec un point de vue
variationnel sont les problèmes“sans effet dual”;

• même pour ces problèmes, la repŕesentationdiscŕetiśeedes
contraintes d’information n’est pas triviale ;

• quelques ŕesultats th́eoriques de convergence ;

• . . . puis on passèa la pratique : un point de vue algébrique (treillis
des partitionsd’un ensemble)
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Dans cet expośe, on discute les points suivants :

• typologie des problèmes d’optimisation stochastique ;

• les probl̀emes que l’on peut espérer aborder avec un point de vue
variationnel sont les problèmes“sans effet dual”;

• même pour ces problèmes, la repŕesentationdiscŕetiśeedes
contraintes d’information n’est pas triviale ;

• quelques ŕesultats th́eoriques de convergence ;

• . . . puis on passèa la pratique : un point de vue algébrique (treillis
des partitionsd’un ensemble)combińe à l’idée dequantification
sont propośes ;
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Dans cet expośe, on discute les points suivants :

• typologie des problèmes d’optimisation stochastique ;

• les probl̀emes que l’on peut espérer aborder avec un point de vue
variationnel sont les problèmes“sans effet dual”;

• même pour ces problèmes, la repŕesentationdiscŕetiśeedes
contraintes d’information n’est pas triviale ;

• quelques ŕesultats th́eoriques de convergence ;

• . . . puis on passèa la pratique : un point de vue algébrique (treillis
des partitionsd’un ensemble)combińe à l’idée dequantification
sont propośes ;

• des ŕesultats exṕerimentaux sur lasynth̀ese de feedbacksont
examińes ;
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Dans cet expośe, on discute les points suivants :

• typologie des problèmes d’optimisation stochastique ;

• les probl̀emes que l’on peut espérer aborder avec un point de vue
variationnel sont les problèmes“sans effet dual”;

• même pour ces problèmes, la repŕesentationdiscŕetiśeedes
contraintes d’information n’est pas triviale ;

• quelques ŕesultats th́eoriques de convergence ;

• . . . puis on passèa la pratique : un point de vue algébrique (treillis
des partitionsd’un ensemble)combińe à l’idée dequantification
sont propośes ;

• des ŕesultats exṕerimentaux sur lasynth̀ese de feedbacksont
examińes ;

• au vu de ces résultats une approche alternative basée sur la
résolution deconditions de type Kuhn-Tuckerest envisaǵee.
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2. Typologie des probl̀emes
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Aperçu succinct des . . .

Treillis des partitions . . .

Discrétisation, . . .

Résultats . . .

Conditions . . .

Page 5 sur 33

Plein écran
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2. Typologie des probl̀emes

2.1. Optimisation en boucle ouverte (BO)
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2. Typologie des probl̀emes

2.1. Optimisation en boucle ouverte (BO)

• C’est le cas òu H est la tribu grossière{∅, �}, i.e.u est
déterministe.
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2. Typologie des probl̀emes

2.1. Optimisation en boucle ouverte (BO)

• C’est le cas òu H est la tribu grossière{∅, �}, i.e.u est
déterministe. On doit donc ŕesoudre

min
u

EJ
(
u, ξ(ω)

)
.
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2. Typologie des probl̀emes

2.1. Optimisation en boucle ouverte (BO)

• C’est le cas òu H est la tribu grossière{∅, �}, i.e.u est
déterministe. On doit donc ŕesoudre

min
u

EJ
(
u, ξ(ω)

)
.

• Essentiellement, pour calculerV(P), il nous faut une
approximation nuḿerique (finie) Pn deP (Monte Carlo).
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2. Typologie des probl̀emes

2.1. Optimisation en boucle ouverte (BO)

• C’est le cas òu H est la tribu grossière{∅, �}, i.e.u est
déterministe. On doit donc ŕesoudre

min
u

EJ
(
u, ξ(ω)

)
.

• Essentiellement, pour calculerV(P), il nous faut une
approximation nuḿerique (finie) Pn deP (Monte Carlo).
Abondante litt́erature sur la convergence de suites{Pn} versP
(distance de Fortet-Mourier, etc.)
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2. Typologie des probl̀emes

2.1. Optimisation en boucle ouverte (BO)

• C’est le cas òu H est la tribu grossière{∅, �}, i.e.u est
déterministe. On doit donc ŕesoudre

min
u

EJ
(
u, ξ(ω)

)
.

• Essentiellement, pour calculerV(P), il nous faut une
approximation nuḿerique (finie) Pn deP (Monte Carlo).
Abondante litt́erature sur la convergence de suites{Pn} versP
(distance de Fortet-Mourier, etc.)et sur la convergence deV(Pn)

et l’arg-minu (epi-convergence).
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2. Typologie des probl̀emes

2.1. Optimisation en boucle ouverte (BO)

• C’est le cas òu H est la tribu grossière{∅, �}, i.e.u est
déterministe. On doit donc ŕesoudre

min
u

EJ
(
u, ξ(ω)

)
.

• Essentiellement, pour calculerV(P), il nous faut une
approximation nuḿerique (finie) Pn deP (Monte Carlo).
Abondante litt́erature sur la convergence de suites{Pn} versP
(distance de Fortet-Mourier, etc.)et sur la convergence deV(Pn)

et l’arg-minu (epi-convergence).

• On peut aussi construire l’approximationPn deP et optimiser
simultańement (gradient stochastique).
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2.2. Structure d’information statique (SIS)
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2.2. Structure d’information statique (SIS)

C’est le cas òu H ne d́epend pas deu,
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2.2. Structure d’information statique (SIS)

C’est le cas òu H ne d́epend pas deu,

• par exemple quand l’observationy(·) estentìerementdisponible
avantde prendre la d́ecisionu, doncy ne d́epend pas deu et
u(·) = f

(
(y(·)

)
( f est un “feedback”).
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2.2. Structure d’information statique (SIS)

C’est le cas òu H ne d́epend pas deu,

• par exemple quand l’observationy(·) estentìerementdisponible
avantde prendre la d́ecisionu, doncy ne d́epend pas deu et
u(·) = f

(
(y(·)

)
( f est un “feedback”).

• Mais il y a des cas plus subtiles :y dépend deu (ou d’une partie
deu) mais laσ -algèbre engendrée n’en d́epend pas
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2.2. Structure d’information statique (SIS)

C’est le cas òu H ne d́epend pas deu,

• par exemple quand l’observationy(·) estentìerementdisponible
avantde prendre la d́ecisionu, doncy ne d́epend pas deu et
u(·) = f

(
(y(·)

)
( f est un “feedback”).

• Mais il y a des cas plus subtiles :y dépend deu (ou d’une partie
deu) mais laσ -algèbre engendrée n’en d́epend pas: c’est
l’ absence d’effet dual.
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2.2. Structure d’information statique (SIS)

C’est le cas òu H ne d́epend pas deu,

• par exemple quand l’observationy(·) estentìerementdisponible
avantde prendre la d́ecisionu, doncy ne d́epend pas deu et
u(·) = f

(
(y(·)

)
( f est un “feedback”).

• Résoudre min
u(·)

EJ
(
u(ω), ξ(ω)

)
sous u(·) H-mesurable.
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2.2. Structure d’information statique (SIS)

C’est le cas òu H ne d́epend pas deu,

• par exemple quand l’observationy(·) estentìerementdisponible
avantde prendre la d́ecisionu, doncy ne d́epend pas deu et
u(·) = f

(
(y(·)

)
( f est un “feedback”).

• Résoudre min
u(·)

EJ
(
u(ω), ξ(ω)

)
sous u(·) H-mesurable.

• Ce probl̀eme est́equivalent̀amin
u(·)

E
(

G
(
u(ω), ξ(ω)

))
avec, pour

toutu déterministe, G(u, ·) = E
(
J(u, ·)

∣∣ H
)
.
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2.2. Structure d’information statique (SIS)

C’est le cas òu H ne d́epend pas deu,

• par exemple quand l’observationy(·) estentìerementdisponible
avantde prendre la d́ecisionu, doncy ne d́epend pas deu et
u(·) = f

(
(y(·)

)
( f est un “feedback”).

• Résoudre min
u(·)

EJ
(
u(ω), ξ(ω)

)
sous u(·) H-mesurable.

• Ce probl̀eme est́equivalent̀amin
u(·)

E
(

G
(
u(ω), ξ(ω)

))
avec, pour

toutu déterministe, G(u, ·) = E
(
J(u, ·)

∣∣ H
)
.

• Si on approximeH par laσ -algèbreHk engendŕee par une
partition finie{�i }i =1,...,k, le probl̀eme SIS se ram̀eneà unnombre
fini de probl̀emes en BO
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2.2. Structure d’information statique (SIS)

C’est le cas òu H ne d́epend pas deu,

• par exemple quand l’observationy(·) estentìerementdisponible
avantde prendre la d́ecisionu, doncy ne d́epend pas deu et
u(·) = f

(
(y(·)

)
( f est un “feedback”).

• Résoudre min
u(·)

EJ
(
u(ω), ξ(ω)

)
sous u(·) H-mesurable.

• Ce probl̀eme est́equivalent̀amin
u(·)

E
(

G
(
u(ω), ξ(ω)

))
avec, pour

toutu déterministe, G(u, ·) = E
(
J(u, ·)

∣∣ H
)
.

• Si on approximeH par laσ -algèbreHk engendŕee par une
partition finie{�i }i =1,...,k, le probl̀eme SIS se ram̀eneà unnombre
fini de probl̀emes en BO

– u(·) ∼ {ui }i =1,...,k constante par morceauxsur{�i },
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Zoom Main

Copier Coller

Signets Dest.

JJ J I II

2.2. Structure d’information statique (SIS)

C’est le cas òu H ne d́epend pas deu,

• par exemple quand l’observationy(·) estentìerementdisponible
avantde prendre la d́ecisionu, doncy ne d́epend pas deu et
u(·) = f

(
(y(·)

)
( f est un “feedback”).

• Résoudre min
u(·)

EJ
(
u(ω), ξ(ω)

)
sous u(·) H-mesurable.

• Ce probl̀eme est́equivalent̀amin
u(·)

E
(

G
(
u(ω), ξ(ω)

))
avec, pour

toutu déterministe, G(u, ·) = E
(
J(u, ·)

∣∣ H
)
.

• Si on approximeH par laσ -algèbreHk engendŕee par une
partition finie{�i }i =1,...,k, le probl̀eme SIS se ram̀eneà unnombre
fini de probl̀emes en BO

– u(·) ∼ {ui }i =1,...,k constante par morceauxsur{�i },

– V(P, Hk) =

k∑
i =1

P(�i ) × min
ui

E
(

J
(
ui , ξ(ω)

) ∣∣∣ �i

)
,
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2.2. Structure d’information statique (SIS)

C’est le cas òu H ne d́epend pas deu,

• par exemple quand l’observationy(·) estentìerementdisponible
avantde prendre la d́ecisionu, doncy ne d́epend pas deu et
u(·) = f

(
(y(·)

)
( f est un “feedback”).

• Résoudre min
u(·)

EJ
(
u(ω), ξ(ω)

)
sous u(·) H-mesurable.

• Ce probl̀eme est́equivalent̀amin
u(·)

E
(

G
(
u(ω), ξ(ω)

))
avec, pour

toutu déterministe, G(u, ·) = E
(
J(u, ·)

∣∣ H
)
.

• Si on approximeH par laσ -algèbreHk engendŕee par une
partition finie{�i }i =1,...,k, le probl̀eme SIS se ram̀eneà unnombre
fini de probl̀emes en BO

– u(·) ∼ {ui }i =1,...,k constante par morceauxsur{�i },

– V(P, Hk) =

k∑
i =1

P(�i ) × min
ui

E
(

J
(
ui , ξ(ω)

) ∣∣∣ �i

)
,

mais en fait on calculeraV(Pn, Hk) pour une approximation
finiePn deP.
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2.3. Structure d’information dynamique (SID)
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2.3. Structure d’information dynamique (SID)

Soit t = 1, . . . , T (horizon fix́e) ;
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2.3. Structure d’information dynamique (SID)

Soit t = 1, . . . , T (horizon fix́e) ;

• � ⊂ AT ; A : “alphabet” ;ωt ∈ A ;
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2.3. Structure d’information dynamique (SID)

Soit t = 1, . . . , T (horizon fix́e) ;

• � ⊂ AT ; A : “alphabet” ;ωt ∈ A ; � est l’ensemble des
“trajectoires admissibles” ou “mots” produits par le processus
stochastique ;
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2.3. Structure d’information dynamique (SID)

Soit t = 1, . . . , T (horizon fix́e) ;

• � ⊂ AT ; A : “alphabet” ;ωt ∈ A ; � est l’ensemble des
“trajectoires admissibles” ou “mots” produits par le processus
stochastique ;

• u = {us}s≤T−1 où ut désigne la d́ecision prisèa t ;
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2.3. Structure d’information dynamique (SID)

Soit t = 1, . . . , T (horizon fix́e) ;

• � ⊂ AT ; A : “alphabet” ;ωt ∈ A ; � est l’ensemble des
“trajectoires admissibles” ou “mots” produits par le processus
stochastique ;

• u = {us}s≤T−1 où ut désigne la d́ecision prisèa t ;

• yt désignetoutesles observations dontut peut d́ependre, y
compris les observationspasśees(celles qui sont ḿemoriśees
jusqu’̀a t) ;
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2.3. Structure d’information dynamique (SID)

Soit t = 1, . . . , T (horizon fix́e) ;

• � ⊂ AT ; A : “alphabet” ;ωt ∈ A ; � est l’ensemble des
“trajectoires admissibles” ou “mots” produits par le processus
stochastique ;

• u = {us}s≤T−1 où ut désigne la d́ecision prisèa t ;

• yt désignetoutesles observations dontut peut d́ependre, y
compris les observationspasśees(celles qui sont ḿemoriśees
jusqu’̀a t) ;

• la décisionut dépend de l’observationyt ;
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2.3. Structure d’information dynamique (SID)

Soit t = 1, . . . , T (horizon fix́e) ;

• � ⊂ AT ; A : “alphabet” ;ωt ∈ A ; � est l’ensemble des
“trajectoires admissibles” ou “mots” produits par le processus
stochastique ;

• u = {us}s≤T−1 où ut désigne la d́ecision prisèa t ;

• yt désignetoutesles observations dontut peut d́ependre, y
compris les observationspasśees(celles qui sont ḿemoriśees
jusqu’̀a t) ;

• la décisionut dépend de l’observationyt ;

• en ǵeńeral,yt est une fonctionht de{us}s≤t−1 et {ωs}s≤t :

yt = ht
(
ωt , ωt−1, . . . , ut−1, ut−2, . . .

)
;
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2.3. Structure d’information dynamique (SID)

Soit t = 1, . . . , T (horizon fix́e) ;

• � ⊂ AT ; A : “alphabet” ;ωt ∈ A ; � est l’ensemble des
“trajectoires admissibles” ou “mots” produits par le processus
stochastique ;

• u = {us}s≤T−1 où ut désigne la d́ecision prisèa t ;

• yt désignetoutesles observations dontut peut d́ependre, y
compris les observationspasśees(celles qui sont ḿemoriśees
jusqu’̀a t) ;

• la décisionut dépend de l’observationyt ;

• en ǵeńeral,yt est une fonctionht de{us}s≤t−1 et {ωs}s≤t :

yt = ht
(
ωt , ωt−1, . . . , ut−1, ut−2, . . .

)
;

• finalement,ut doit être mesurable par rapportà laσ -algèbre
engendŕee par

ηu
t (ω) = ht

(
ωt , ωt−1, . . . , ut−1(ω), ut−2(ω), . . .

)
.
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2.4. Un exemple
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2.4. Un exemple

• Un signal aĺeatoireξ1 survient.

signal original

ξ1
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2.4. Un exemple

• Un signal aĺeatoireξ1 survient.Le codeur l’observe (y1 = ξ1) et
doit le coder (u1 = f1(ξ1)) pour le transmettre sur un canal.

signal original signal transmis

ξ1 co
da

ge

u1 f1(ξ1)=
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2.4. Un exemple

• Un signal aĺeatoireξ1 survient.Le codeur l’observe (y1 = ξ1) et
doit le coder (u1 = f1(ξ1)) pour le transmettre sur un canal.Le
canal rajoute un bruitξ2.

signal original signal transmis signal reçu
canal

ξ1 co
da

ge

u1 f1(ξ1)

ξ2

y2 == u1 + ξ2
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2.4. Un exemple

• Un signal aĺeatoireξ1 survient.Le codeur l’observe (y1 = ξ1) et
doit le coder (u1 = f1(ξ1)) pour le transmettre sur un canal.Le
canal rajoute un bruitξ2. Le décodeur observe le signal reçu
y2 = u1 + ξ2 et doit le d́ecoder (u2 = f2(y2)).

signal original signal transmis signal reçu signal décodé
canal

ξ1

décodageco
da

ge

u1 f1(ξ1)

ξ2

y2 = == u1 + ξ2 u2 f2(y2)
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2.4. Un exemple

• Un signal aĺeatoireξ1 survient.Le codeur l’observe (y1 = ξ1) et
doit le coder (u1 = f1(ξ1)) pour le transmettre sur un canal.Le
canal rajoute un bruitξ2. Le décodeur observe le signal reçu
y2 = u1 + ξ2 et doit le d́ecoder (u2 = f2(y2)).

• Le but du jeu : trouveru2 (le signal d́ecod́e) le plus proche du
signal originalξ1, donc minimiserE(u2 − ξ1)

2

signal original signal transmis signal reçu signal décodé
canal

ξ1

décodageco
da

ge

u1 f1(ξ1)

ξ2

y2 = == u1 + ξ2 u2 f2(y2)
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2.4. Un exemple

• Un signal aĺeatoireξ1 survient.Le codeur l’observe (y1 = ξ1) et
doit le coder (u1 = f1(ξ1)) pour le transmettre sur un canal.Le
canal rajoute un bruitξ2. Le décodeur observe le signal reçu
y2 = u1 + ξ2 et doit le d́ecoder (u2 = f2(y2)).

• Le but du jeu : trouveru2 (le signal d́ecod́e) le plus proche du
signal originalξ1, donc minimiserE(u2 − ξ1)

2 sans d́epasser la
capacit́e du canalEu2

1 ≤ a

signal original signal transmis signal reçu signal décodé
canal

ξ1

décodageco
da

ge

u1 f1(ξ1)

ξ2

y2 = == u1 + ξ2 u2 f2(y2)
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2.4. Un exemple

• Un signal aĺeatoireξ1 survient.Le codeur l’observe (y1 = ξ1) et
doit le coder (u1 = f1(ξ1)) pour le transmettre sur un canal.Le
canal rajoute un bruitξ2. Le décodeur observe le signal reçu
y2 = u1 + ξ2 et doit le d́ecoder (u2 = f2(y2)).

• Le but du jeu : trouveru2 (le signal d́ecod́e) le plus proche du
signal originalξ1, donc minimiserE(u2 − ξ1)

2 sans d́epasser la
capacit́e du canalEu2

1 ≤ a, ou en payant la bande passante :

min
u1,u2

E
(
αu2

1 + (u2 − ξ1)
2
)

signal original signal transmis signal reçu signal décodé
canal

ξ1

décodageco
da

ge

u1 f1(ξ1)

ξ2

y2 = == u1 + ξ2 u2 f2(y2)
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Aperçu succinct des . . .

Treillis des partitions . . .

Discrétisation, . . .

Résultats . . .

Conditions . . .

Page 8 sur 33

Plein écran
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2.4. Un exemple

• Un signal aĺeatoireξ1 survient.Le codeur l’observe (y1 = ξ1) et
doit le coder (u1 = f1(ξ1)) pour le transmettre sur un canal.Le
canal rajoute un bruitξ2. Le décodeur observe le signal reçu
y2 = u1 + ξ2 et doit le d́ecoder (u2 = f2(y2)).

• Le but du jeu : trouveru2 (le signal d́ecod́e) le plus proche du
signal originalξ1, donc minimiserE(u2 − ξ1)

2 sans d́epasser la
capacit́e du canalEu2

1 ≤ a, ou en payant la bande passante :

min
u1,u2

E
(
αu2

1 + (u2 − ξ1)
2
)

sous u1 � ξ1 etu2 � u1 + ξ2 .

signal original signal transmis signal reçu signal décodé
canal

ξ1

décodageco
da

ge

u1 f1(ξ1)

ξ2

y2 = == u1 + ξ2 u2 f2(y2)
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2.4. Un exemple

• Un signal aĺeatoireξ1 survient.Le codeur l’observe (y1 = ξ1) et
doit le coder (u1 = f1(ξ1)) pour le transmettre sur un canal.Le
canal rajoute un bruitξ2. Le décodeur observe le signal reçu
y2 = u1 + ξ2 et doit le d́ecoder (u2 = f2(y2)).

• Le but du jeu : trouveru2 (le signal d́ecod́e) le plus proche du
signal originalξ1, donc minimiserE(u2 − ξ1)

2 sans d́epasser la
capacit́e du canalEu2

1 ≤ a, ou en payant la bande passante :

min
u1,u2

E
(
αu2

1 + (u2 − ξ1)
2
)

sous u1 � ξ1 etu2 � u1 + ξ2 .

• En se limitant̀a des strat́egies de codage linéairesu1 = kξ1

signal original signal transmis signal reçu signal décodé
canal

ξ1

décodageco
da

ge

u1 f1(ξ1)

ξ2

y2 = == u1 + ξ2 u2 f2(y2)
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2.4. Un exemple

• Un signal aĺeatoireξ1 survient.Le codeur l’observe (y1 = ξ1) et
doit le coder (u1 = f1(ξ1)) pour le transmettre sur un canal.Le
canal rajoute un bruitξ2. Le décodeur observe le signal reçu
y2 = u1 + ξ2 et doit le d́ecoder (u2 = f2(y2)).

• Le but du jeu : trouveru2 (le signal d́ecod́e) le plus proche du
signal originalξ1, donc minimiserE(u2 − ξ1)

2 sans d́epasser la
capacit́e du canalEu2

1 ≤ a, ou en payant la bande passante :

min
u1,u2

E
(
αu2

1 + (u2 − ξ1)
2
)

sous u1 � ξ1 etu2 � u1 + ξ2 .

• En se limitant̀a des strat́egies de codage linéairesu1 = kξ1,
l’information révélée pary2 surξ1

signal original signal transmis signal reçu signal décodé
canal

ξ1

décodageco
da

ge

u1 f1(ξ1)

ξ2

y2 = == u1 + ξ2 u2 f2(y2)
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2.4. Un exemple

• Un signal aĺeatoireξ1 survient.Le codeur l’observe (y1 = ξ1) et
doit le coder (u1 = f1(ξ1)) pour le transmettre sur un canal.Le
canal rajoute un bruitξ2. Le décodeur observe le signal reçu
y2 = u1 + ξ2 et doit le d́ecoder (u2 = f2(y2)).

• Le but du jeu : trouveru2 (le signal d́ecod́e) le plus proche du
signal originalξ1, donc minimiserE(u2 − ξ1)

2 sans d́epasser la
capacit́e du canalEu2

1 ≤ a, ou en payant la bande passante :

min
u1,u2

E
(
αu2

1 + (u2 − ξ1)
2
)

sous u1 � ξ1 etu2 � u1 + ξ2 .

• En se limitant̀a des strat́egies de codage linéairesu1 = kξ1,
l’information révélée pary2 surξ1 est d’autant meilleure quek est
grand

ξ1

ξ2
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Aperçu succinct des . . .

Treillis des partitions . . .

Discrétisation, . . .

Résultats . . .

Conditions . . .

Page 8 sur 33

Plein écran
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2.4. Un exemple

• Un signal aĺeatoireξ1 survient.Le codeur l’observe (y1 = ξ1) et
doit le coder (u1 = f1(ξ1)) pour le transmettre sur un canal.Le
canal rajoute un bruitξ2. Le décodeur observe le signal reçu
y2 = u1 + ξ2 et doit le d́ecoder (u2 = f2(y2)).

• Le but du jeu : trouveru2 (le signal d́ecod́e) le plus proche du
signal originalξ1, donc minimiserE(u2 − ξ1)

2 sans d́epasser la
capacit́e du canalEu2

1 ≤ a, ou en payant la bande passante :

min
u1,u2

E
(
αu2

1 + (u2 − ξ1)
2
)

sous u1 � ξ1 etu2 � u1 + ξ2 .

• En se limitant̀a des strat́egies de codage linéairesu1 = kξ1,
l’information révélée pary2 surξ1 est d’autant meilleure quek est
grand, mais cela côute,

ξ1

ξ2
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2.4. Un exemple

• Un signal aĺeatoireξ1 survient.Le codeur l’observe (y1 = ξ1) et
doit le coder (u1 = f1(ξ1)) pour le transmettre sur un canal.Le
canal rajoute un bruitξ2. Le décodeur observe le signal reçu
y2 = u1 + ξ2 et doit le d́ecoder (u2 = f2(y2)).

• Le but du jeu : trouveru2 (le signal d́ecod́e) le plus proche du
signal originalξ1, donc minimiserE(u2 − ξ1)

2 sans d́epasser la
capacit́e du canalEu2

1 ≤ a, ou en payant la bande passante :

min
u1,u2

E
(
αu2

1 + (u2 − ξ1)
2
)

sous u1 � ξ1 etu2 � u1 + ξ2 .

• En se limitant̀a des strat́egies de codage linéairesu1 = kξ1,
l’information révélée pary2 surξ1 est d’autant meilleure quek est
grand, mais cela côute,ou viole la contrainte de capacité du canal.

ξ1

ξ2
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Zoom Main

Copier Coller

Signets Dest.

JJ J I II

2.5. Absence d’effet dual
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2.5. Absence d’effet dual

C’est le cas òu, pour toutu admissible, laσ -algèbre engendrée parηu
t (·)

ne d́epend pas deu.
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2.5. Absence d’effet dual

C’est le cas òu, pour toutu admissible, laσ -algèbre engendrée parηu
t (·)

ne d́epend pas deu. Dans ce cas, SID se ramèneà SIS et, finalement,̀a
une optimisation nuḿerique en BO.
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Aperçu succinct des . . .

Treillis des partitions . . .

Discrétisation, . . .

Résultats . . .

Conditions . . .

Page 9 sur 33

Plein écran
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2.5. Absence d’effet dual

C’est le cas òu, pour toutu admissible, laσ -algèbre engendrée parηu
t (·)

ne d́epend pas deu. Dans ce cas, SID se ramèneà SIS et, finalement,̀a
une optimisation nuḿerique en BO.

Sur la caract́erisation de l’absence d’effet dual, voir

K. Barty, P. Carpentier, J.-P. Chancelier,
G. Cohen, M. de Lara, T. Guilbaud

Dual effect free stochastic controls

à parâıtre en 2004 dans

Annals of Operations Research
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2.5. Absence d’effet dual

C’est le cas òu, pour toutu admissible, laσ -algèbre engendrée parηu
t (·)

ne d́epend pas deu. Dans ce cas, SID se ramèneà SIS et, finalement,̀a
une optimisation nuḿerique en BO.

Sur la caract́erisation de l’absence d’effet dual, voir

K. Barty, P. Carpentier, J.-P. Chancelier,
G. Cohen, M. de Lara, T. Guilbaud

Dual effect free stochastic controls

à parâıtre en 2004 dans

Annals of Operations Research
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3. Un exemple en commande stochastique
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3. Un exemple en commande stochastique

3.1. Le probl ème
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3. Un exemple en commande stochastique

3.1. Le probl ème

• x est une condition initiale aléatoire (loi normale, moyenne nulle,
écart-typeσx) ;



guy.cohen@mail.enpc.frguy.cohen@mail.enpc.fr

Introduction

Typologie des . . .

Un exemple en . . .
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3. Un exemple en commande stochastique

3.1. Le probl ème

• x est une condition initiale aléatoire (loi normale, moyenne nulle,
écart-typeσx) ; u est une variable de décision baśee sur
l’observationx ;
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3. Un exemple en commande stochastique

3.1. Le probl ème

• x est une condition initiale aléatoire (loi normale, moyenne nulle,
écart-typeσx) ; u est une variable de décision baśee sur
l’observationx ; w est une autre variable aléatoire (loi normale,
moyenne nulle,́ecart-typeσw) ;
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3. Un exemple en commande stochastique

3.1. Le probl ème

• x est une condition initiale aléatoire (loi normale, moyenne nulle,
écart-typeσx) ; u est une variable de décision baśee sur
l’observationx ; w est une autre variable aléatoire (loi normale,
moyenne nulle,́ecart-typeσw) ; x etw sont ind́ependants ;
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3. Un exemple en commande stochastique

3.1. Le probl ème

• x est une condition initiale aléatoire (loi normale, moyenne nulle,
écart-typeσx) ; u est une variable de décision baśee sur
l’observationx ; w est une autre variable aléatoire (loi normale,
moyenne nulle,́ecart-typeσw) ; x etw sont ind́ependants ;
z = x + u + w est l’“état final”.
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3. Un exemple en commande stochastique

3.1. Le probl ème

• x est une condition initiale aléatoire (loi normale, moyenne nulle,
écart-typeσx) ; u est une variable de décision baśee sur
l’observationx ; w est une autre variable aléatoire (loi normale,
moyenne nulle,́ecart-typeσw) ; x etw sont ind́ependants ;
z = x + u + w est l’“état final”.

• Le but est de minimiser la fonction coût E(εu2
+ z2) en choisissant

u comme fonction dex.
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3. Un exemple en commande stochastique

3.1. Le probl ème

• x est une condition initiale aléatoire (loi normale, moyenne nulle,
écart-typeσx) ; u est une variable de décision baśee sur
l’observationx ; w est une autre variable aléatoire (loi normale,
moyenne nulle,́ecart-typeσw) ; x etw sont ind́ependants ;
z = x + u + w est l’“état final”.

• Le but est de minimiser la fonction coût E(εu2
+ z2) en choisissant

u comme fonction dex. Autrement dit,ξ = (x, w) et y = x.
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3. Un exemple en commande stochastique

3.1. Le probl ème

• x est une condition initiale aléatoire (loi normale, moyenne nulle,
écart-typeσx) ; u est une variable de décision baśee sur
l’observationx ; w est une autre variable aléatoire (loi normale,
moyenne nulle,́ecart-typeσw) ; x etw sont ind́ependants ;
z = x + u + w est l’“état final”.

• Le but est de minimiser la fonction coût E(εu2
+ z2) en choisissant

u comme fonction dex. Autrement dit,ξ = (x, w) et y = x.

On suppose queε > 0 est “petit”.
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3. Un exemple en commande stochastique

3.1. Le probl ème

• x est une condition initiale aléatoire (loi normale, moyenne nulle,
écart-typeσx) ; u est une variable de décision baśee sur
l’observationx ; w est une autre variable aléatoire (loi normale,
moyenne nulle,́ecart-typeσw) ; x etw sont ind́ependants ;
z = x + u + w est l’“état final”.

• Le but est de minimiser la fonction coût E(εu2
+ z2) en choisissant

u comme fonction dex. Autrement dit,ξ = (x, w) et y = x.

3.2. Résolution exacte
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3. Un exemple en commande stochastique

3.1. Le probl ème

• x est une condition initiale aléatoire (loi normale, moyenne nulle,
écart-typeσx) ; u est une variable de décision baśee sur
l’observationx ; w est une autre variable aléatoire (loi normale,
moyenne nulle,́ecart-typeσw) ; x etw sont ind́ependants ;
z = x + u + w est l’“état final”.

• Le but est de minimiser la fonction coût E(εu2
+ z2) en choisissant

u comme fonction dex. Autrement dit,ξ = (x, w) et y = x.

3.2. Résolution exacte

Ce probl̀emeLQG — Lińeaire-Quadratique-Gaussien —avec bruits
centŕes admet une d́ecision optimale de la formeu = cx ;
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Zoom Main

Copier Coller

Signets Dest.

JJ J I II

3. Un exemple en commande stochastique

3.1. Le probl ème

• x est une condition initiale aléatoire (loi normale, moyenne nulle,
écart-typeσx) ; u est une variable de décision baśee sur
l’observationx ; w est une autre variable aléatoire (loi normale,
moyenne nulle,́ecart-typeσw) ; x etw sont ind́ependants ;
z = x + u + w est l’“état final”.

• Le but est de minimiser la fonction coût E(εu2
+ z2) en choisissant

u comme fonction dex. Autrement dit,ξ = (x, w) et y = x.

3.2. Résolution exacte

Ce probl̀emeLQG — Lińeaire-Quadratique-Gaussien —avec bruits
centŕes admet une d́ecision optimale de la formeu = cx ; le feedback et
le côut optimaux sont

feedback c = −
1

ε + 1
; coût

1

ε + 1

(
εσ 2

x + (ε + 1)σ 2
w

)
,
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3. Un exemple en commande stochastique

3.1. Le probl ème

• x est une condition initiale aléatoire (loi normale, moyenne nulle,
écart-typeσx) ; u est une variable de décision baśee sur
l’observationx ; w est une autre variable aléatoire (loi normale,
moyenne nulle,́ecart-typeσw) ; x etw sont ind́ependants ;
z = x + u + w est l’“état final”.

• Le but est de minimiser la fonction coût E(εu2
+ z2) en choisissant

u comme fonction dex. Autrement dit,ξ = (x, w) et y = x.

3.2. Résolution exacte

Ce probl̀emeLQG — Lińeaire-Quadratique-Gaussien —avec bruits
centŕes admet une d́ecision optimale de la formeu = cx ; le feedback et
le côut optimaux sont

feedback c = −
1

ε + 1
; coût

1

ε + 1

(
εσ 2

x + (ε + 1)σ 2
w

)
,

donc le côut est de l’ordre deσ 2
w (disons d’ordre 1) ;



guy.cohen@mail.enpc.frguy.cohen@mail.enpc.fr

Introduction

Typologie des . . .

Un exemple en . . .
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3. Un exemple en commande stochastique

3.1. Le probl ème

• x est une condition initiale aléatoire (loi normale, moyenne nulle,
écart-typeσx) ; u est une variable de décision baśee sur
l’observationx ; w est une autre variable aléatoire (loi normale,
moyenne nulle,́ecart-typeσw) ; x etw sont ind́ependants ;
z = x + u + w est l’“état final”.

• Le but est de minimiser la fonction coût E(εu2
+ z2) en choisissant

u comme fonction dex. Autrement dit,ξ = (x, w) et y = x.

3.2. Résolution exacte

Ce probl̀emeLQG — Lińeaire-Quadratique-Gaussien —avec bruits
centŕes admet une d́ecision optimale de la formeu = cx ; le feedback et
le côut optimaux sont

feedback c = −
1

ε + 1
; coût

1

ε + 1

(
εσ 2

x + (ε + 1)σ 2
w

)
,

donc le côut est de l’ordre deσ 2
w (disons d’ordre 1) ;intuitivement,

puisquew agitaprèsla décisionu, le termeEz2 est de l’ordre deσ 2
w.
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3.3. Méthode de Monte Carlo näıve
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3.3. Méthode de Monte Carlo näıve

On se donneN réalisations(xi , wi ), i = 1, . . . , N.
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Aperçu succinct des . . .

Treillis des partitions . . .

Discrétisation, . . .

Résultats . . .

Conditions . . .

Page 11 sur 33

Plein écran
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3.3. Méthode de Monte Carlo näıve

On se donneN réalisations(xi , wi ), i = 1, . . . , N. Pour chaque
réalisation, le côut vaut

εu2
+ (xi + u + wi )

2
= (ε + 1)u2

+ 2(xi + wi )u + (xi + wi )
2 .
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Zoom Main

Copier Coller

Signets Dest.

JJ J I II

3.3. Méthode de Monte Carlo näıve

On se donneN réalisations(xi , wi ), i = 1, . . . , N. Pour chaque
réalisation, le côut vaut

εu2
+ (xi + u + wi )

2
= (ε + 1)u2

+ 2(xi + wi )u + (xi + wi )
2 .

La minimisation de cette expression enu donne :

décision ui = −
xi + wi

ε + 1
; coût

ε(xi + wi )
2

ε + 1
.
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Zoom Main

Copier Coller

Signets Dest.

JJ J I II

3.3. Méthode de Monte Carlo näıve

On se donneN réalisations(xi , wi ), i = 1, . . . , N. Pour chaque
réalisation, le côut vaut

εu2
+ (xi + u + wi )

2
= (ε + 1)u2

+ 2(xi + wi )u + (xi + wi )
2 .

La minimisation de cette expression enu donne :

décision ui = −
xi + wi

ε + 1
; coût

ε(xi + wi )
2

ε + 1
.

Le côut est d’ordreε
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3.3. Méthode de Monte Carlo näıve

On se donneN réalisations(xi , wi ), i = 1, . . . , N. Pour chaque
réalisation, le côut vaut

εu2
+ (xi + u + wi )

2
= (ε + 1)u2

+ 2(xi + wi )u + (xi + wi )
2 .

La minimisation de cette expression enu donne :

décision ui = −
xi + wi

ε + 1
; coût

ε(xi + wi )
2

ε + 1
.

Le côut est d’ordreε et ceci reste vrai pour la moyenne sur
N réalisations, aussi grand que soitN!
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Zoom Main

Copier Coller

Signets Dest.

JJ J I II

3.3. Méthode de Monte Carlo näıve

On se donneN réalisations(xi , wi ), i = 1, . . . , N. Pour chaque
réalisation, le côut vaut

εu2
+ (xi + u + wi )

2
= (ε + 1)u2

+ 2(xi + wi )u + (xi + wi )
2 .

La minimisation de cette expression enu donne :

décision ui = −
xi + wi

ε + 1
; coût

ε(xi + wi )
2

ε + 1
.

Le côut est d’ordreε et ceci reste vrai pour la moyenne sur
N réalisations, aussi grand que soitN!

Explication : chaque ŕealisation utilise sa propre décisionui qui dépend
non seulement dexi mais aussi dewi , et c’est donc une d́ecision
anticipative.
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3.3. Méthode de Monte Carlo näıve

On se donneN réalisations(xi , wi ), i = 1, . . . , N. Pour chaque
réalisation, le côut vaut

εu2
+ (xi + u + wi )

2
= (ε + 1)u2

+ 2(xi + wi )u + (xi + wi )
2 .

La minimisation de cette expression enu donne :

décision ui = −
xi + wi

ε + 1
; coût

ε(xi + wi )
2

ε + 1
.

Le côut est d’ordreε et ceci reste vrai pour la moyenne sur
N réalisations, aussi grand que soitN!

Explication : chaque ŕealisation utilise sa propre décisionui qui dépend
non seulement dexi mais aussi dewi , et c’est donc une d́ecision
anticipative.

Pratiquement,il est inutile d’imposer la contrainte que

∀(i, j ) : xi = x j ⇒ ui = u j . (1)
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4. Aperçu succinct des ŕesultats de convergence
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4. Aperçu succinct des ŕesultats de convergence

4.1. Cadre
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4. Aperçu succinct des ŕesultats de convergence

4.1. Cadre

• On cherchèa ŕesoudre

V(P, H) = min
u

EP J
(
u(ω), ξ(ω)

)
sousu H-mesurable.
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4. Aperçu succinct des ŕesultats de convergence

4.1. Cadre

• On cherchèa ŕesoudre

V(P, H) = min
u

EP J
(
u(ω), ξ(ω)

)
sousu H-mesurable.

• On ŕesoutà la place

V(Pn, Hk) = min
u

EPn J
(
u(ω), ξ(ω)

)
sousu Hk-mesurable.
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4.2. Topologies sur les tribus
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4.2. Topologies sur les tribus

Deux topologies pour la convergence deHk versH :
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4.2. Topologies sur les tribus

Deux topologies pour la convergence deHk versH :

1. l’une assure que∀ f ∈ L1(�), | f | borńee,

lim
k→+∞

‖E( f | Hk) − E( f | H)‖L1 = 0 ;
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4.2. Topologies sur les tribus

Deux topologies pour la convergence deHk versH :

1. l’une assure que∀ f ∈ L1(�), | f | borńee,

lim
k→+∞

‖E( f | Hk) − E( f | H)‖L1 = 0 ;

elle est obtenue avec la métrique de Cotter ;
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4.2. Topologies sur les tribus

Deux topologies pour la convergence deHk versH :

1. l’une assure que∀ f ∈ L1(�), | f | borńee,

lim
k→+∞

‖E( f | Hk) − E( f | H)‖L1 = 0 ;

elle est obtenue avec la métrique de Cotter ;

2. l’autre assure que

lim
k→+∞

sup
‖ f ‖≤1

‖E( f | Hk) − E( f | H)‖L1 = 0 ;
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4.2. Topologies sur les tribus

Deux topologies pour la convergence deHk versH :

1. l’une assure que∀ f ∈ L1(�), | f | borńee,

lim
k→+∞

‖E( f | Hk) − E( f | H)‖L1 = 0 ;

elle est obtenue avec la métrique de Cotter ;

2. l’autre assure que

lim
k→+∞

sup
‖ f ‖≤1

‖E( f | Hk) − E( f | H)‖L1 = 0 ;

elle est obtenue avec les métriques de Boylan, Rogge, Barty.
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4.2. Topologies sur les tribus

Deux topologies pour la convergence deHk versH :

1. l’une assure que∀ f ∈ L1(�), | f | borńee,

lim
k→+∞

‖E( f | Hk) − E( f | H)‖L1 = 0 ;

elle est obtenue avec la métrique de Cotter ;

2. l’autre assure que

lim
k→+∞

sup
‖ f ‖≤1

‖E( f | Hk) − E( f | H)‖L1 = 0 ;

elle est obtenue avec les métriques de Boylan, Rogge, Barty.
Topologieśequivalentes pour des espaces de probabilité purement atomiques
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Aperçu succinct des . . .

Treillis des partitions . . .

Discrétisation, . . .

Résultats . . .

Conditions . . .

Page 13 sur 33

Plein écran
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4.2. Topologies sur les tribus

Deux topologies pour la convergence deHk versH :

1. l’une assure que∀ f ∈ L1(�), | f | borńee,

lim
k→+∞

‖E( f | Hk) − E( f | H)‖L1 = 0 ;

elle est obtenue avec la métrique de Cotter ;

2. l’autre assure que

lim
k→+∞

sup
‖ f ‖≤1

‖E( f | Hk) − E( f | H)‖L1 = 0 ;

elle est obtenue avec les métriques de Boylan, Rogge, Barty.
Topologieśequivalentes pour des espaces de probabilité purement atomiques

• Lesσ -algèbresengendŕees par des partitions finiesde�

sontdensesavec 1 mais pas avec 2.
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4.2. Topologies sur les tribus

Deux topologies pour la convergence deHk versH :

1. l’une assure que∀ f ∈ L1(�), | f | borńee,

lim
k→+∞

‖E( f | Hk) − E( f | H)‖L1 = 0 ;

elle est obtenue avec la métrique de Cotter ;

2. l’autre assure que

lim
k→+∞

sup
‖ f ‖≤1

‖E( f | Hk) − E( f | H)‖L1 = 0 ;

elle est obtenue avec les métriques de Boylan, Rogge, Barty.
Topologieśequivalentes pour des espaces de probabilité purement atomiques

• Lesσ -algèbresengendŕees par des partitions finiesde�

sontdensesavec 1 mais pas avec 2.

• Si une suite de v.a.{Xn} tend versX en probabilit́eet si
σ(Xn) ⊂ σ(X), alorsσ(Xn) tend versσ(X) au sens de 1
(continuit́epar dessous), pas au sens de 2.
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4.2. Topologies sur les tribus

Deux topologies pour la convergence deHk versH :

1. l’une assure que∀ f ∈ L1(�), | f | borńee,

lim
k→+∞

‖E( f | Hk) − E( f | H)‖L1 = 0 ;

elle est obtenue avec la métrique de Cotter ;

2. l’autre assure que

lim
k→+∞

sup
‖ f ‖≤1

‖E( f | Hk) − E( f | H)‖L1 = 0 ;

elle est obtenue avec les métriques de Boylan, Rogge, Barty.
Topologieśequivalentes pour des espaces de probabilité purement atomiques

• Lesσ -algèbresengendŕees par des partitions finiesde�

sontdensesavec 1 mais pas avec 2.

• Si une suite de v.a.{Xn} tend versX en probabilit́eet si
σ(Xn) ⊂ σ(X), alorsσ(Xn) tend versσ(X) au sens de 1
(continuit́epar dessous), pas au sens de 2.

• L’opération∨ entre tribus (tribu engendrée par l’union de
tribus) est continuepar dessousavec 1 (toujours avec 2).
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4.3. Résultats
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4.3. Résultats

Hypoth̀eses
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4.3. Résultats

Hypoth̀eses

• Hypoth̀eses techniques surJ.
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4.3. Résultats

Hypoth̀eses

• Hypoth̀eses techniques surJ.

• On construit une suitePn de lois de probabilit́econvergeant en loi
versP (par exemple des lois atomiques basées sur des tirages
aléatoires — Monte Carlo).
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4.3. Résultats

Hypoth̀eses

• Hypoth̀eses techniques surJ.

• On construit une suitePn de lois de probabilit́econvergeant en loi
versP (par exemple des lois atomiques basées sur des tirages
aléatoires — Monte Carlo).

• On construit une suitecroissantedeσ -algèbresHk ⊂ H

engendŕees par des partitions finies{�i }k de�. On suppose que
Hk tend versH au sens de Cotter (1).
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4.3. Résultats

Hypoth̀eses

• Hypoth̀eses techniques surJ.

• On construit une suitePn de lois de probabilit́econvergeant en loi
versP (par exemple des lois atomiques basées sur des tirages
aléatoires — Monte Carlo).

• On construit une suitecroissantedeσ -algèbresHk ⊂ H

engendŕees par des partitions finies{�i }k de�. On suppose que
Hk tend versH au sens de Cotter (1).

Par exemple, siH est engendrée par une observationy : � → Y,
Hk peutêtre engendrée parQY

k B y où QY : Y → Y a uneimage
finie.
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4.3. Résultats

Hypoth̀eses

• Hypoth̀eses techniques surJ.

• On construit une suitePn de lois de probabilit́econvergeant en loi
versP (par exemple des lois atomiques basées sur des tirages
aléatoires — Monte Carlo).

• On construit une suitecroissantedeσ -algèbresHk ⊂ H

engendŕees par des partitions finies{�i }k de�. On suppose que
Hk tend versH au sens de Cotter (1).

Par exemple, siH est engendrée par une observationy : � → Y,
Hk peutêtre engendrée parQY

k B y où QY : Y → Y a uneimage
finie. On suppose queQY

k tend vers l’identit́e de sorte queQY
k B y

tend versy en probabilit́e.
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4.3. Résultats

Hypoth̀eses

• Hypoth̀eses techniques surJ.

• On construit une suitePn de lois de probabilit́econvergeant en loi
versP (par exemple des lois atomiques basées sur des tirages
aléatoires — Monte Carlo).

• On construit une suitecroissantedeσ -algèbresHk ⊂ H

engendŕees par des partitions finies{�i }k de�. On suppose que
Hk tend versH au sens de Cotter (1).

Alors



guy.cohen@mail.enpc.frguy.cohen@mail.enpc.fr

Introduction

Typologie des . . .

Un exemple en . . .
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4.3. Résultats

Hypoth̀eses

• Hypoth̀eses techniques surJ.

• On construit une suitePn de lois de probabilit́econvergeant en loi
versP (par exemple des lois atomiques basées sur des tirages
aléatoires — Monte Carlo).

• On construit une suitecroissantedeσ -algèbresHk ⊂ H

engendŕees par des partitions finies{�i }k de�. On suppose que
Hk tend versH au sens de Cotter (1).

Alors

• D’une part, siP ne charge pas les frontières de la partitionHk
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Zoom Main

Copier Coller

Signets Dest.

JJ J I II

4.3. Résultats

Hypoth̀eses

• Hypoth̀eses techniques surJ.

• On construit une suitePn de lois de probabilit́econvergeant en loi
versP (par exemple des lois atomiques basées sur des tirages
aléatoires — Monte Carlo).

• On construit une suitecroissantedeσ -algèbresHk ⊂ H

engendŕees par des partitions finies{�i }k de�. On suppose que
Hk tend versH au sens de Cotter (1).

Alors

• D’une part, siP ne charge pas les frontières de la partitionHk,
alors lim

n→+∞
V(Pn, Hk) = V(P, Hk) pour toutk.
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4.3. Résultats

Hypoth̀eses

• Hypoth̀eses techniques surJ.

• On construit une suitePn de lois de probabilit́econvergeant en loi
versP (par exemple des lois atomiques basées sur des tirages
aléatoires — Monte Carlo).

• On construit une suitecroissantedeσ -algèbresHk ⊂ H

engendŕees par des partitions finies{�i }k de�. On suppose que
Hk tend versH au sens de Cotter (1).

Alors

• D’une part, siP ne charge pas les frontières de la partitionHk,
alors lim

n→+∞
V(Pn, Hk) = V(P, Hk) pour toutk.

• D’autre part, lim
k→+∞

V(P, Hk) = V(P, H).
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4.3. Résultats

Hypoth̀eses

• Hypoth̀eses techniques surJ.

• On construit une suitePn de lois de probabilit́econvergeant en loi
versP (par exemple des lois atomiques basées sur des tirages
aléatoires — Monte Carlo).

• On construit une suitecroissantedeσ -algèbresHk ⊂ H

engendŕees par des partitions finies{�i }k de�. On suppose que
Hk tend versH au sens de Cotter (1).

Alors

• D’une part, siP ne charge pas les frontières de la partitionHk,
alors lim

n→+∞
V(Pn, Hk) = V(P, Hk) pour toutk.

• D’autre part, lim
k→+∞

V(P, Hk) = V(P, H).

• Corollaire : il existe une suite croissante{k(n)} telle que

lim
n→+∞

V(Pn, Hk(n)) = V(P, H) .
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5. Treillis des partitions et quantification
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5. Treillis des partitions et quantification

5.1. Une équivalence de fonctions sur� et un pré-ordre

Soit f : � → F et g : � → G.
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5. Treillis des partitions et quantification

5.1. Une équivalence de fonctions sur� et un pré-ordre

Soit f : � → F et g : � → G. Alors, g � f ou f � g ou f est
“mesurable” par rapport̀a g si l’une des conditionśequivalentes
suivantes est v́erifiée :
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5. Treillis des partitions et quantification

5.1. Une équivalence de fonctions sur� et un pré-ordre

Soit f : � → F et g : � → G. Alors, g � f ou f � g ou f est
“mesurable” par rapport̀a g si l’une des conditionśequivalentes
suivantes est v́erifiée :

• ∀ω ∈ �, ∀ω′
∈ �, g(ω) = g(ω′) H⇒ f (ω) = f (ω′),

c’est-̀a-dire que l’observationg est plus forte (pas plus faible) que
l’observation f si, lorsqueω etω′ ne peuvent̂etre distingúes parg,
ils ne peuvent pas non plusêtre distingúes parf ;
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Zoom Main

Copier Coller

Signets Dest.

JJ J I II

5. Treillis des partitions et quantification

5.1. Une équivalence de fonctions sur� et un pré-ordre

Soit f : � → F et g : � → G. Alors, g � f ou f � g ou f est
“mesurable” par rapport̀a g si l’une des conditionśequivalentes
suivantes est v́erifiée :

• ∀ω ∈ �, ∀ω′
∈ �, g(ω) = g(ω′) H⇒ f (ω) = f (ω′),

c’est-̀a-dire que l’observationg est plus forte (pas plus faible) que
l’observation f si, lorsqueω etω′ ne peuvent̂etre distingúes parg,
ils ne peuvent pas non plusêtre distingúes parf ;

• ∃p : im g → im f : f = p B g, c’est-̀a-dire quef est une fonction
deg.
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5. Treillis des partitions et quantification

5.1. Une équivalence de fonctions sur� et un pré-ordre

Soit f : � → F et g : � → G. Alors, g � f ou f � g ou f est
“mesurable” par rapport̀a g si l’une des conditionśequivalentes
suivantes est v́erifiée :

• ∀ω ∈ �, ∀ω′
∈ �, g(ω) = g(ω′) H⇒ f (ω) = f (ω′),

c’est-̀a-dire que l’observationg est plus forte (pas plus faible) que
l’observation f si, lorsqueω etω′ ne peuvent̂etre distingúes parg,
ils ne peuvent pas non plusêtre distingúes parf ;

• ∃p : im g → im f : f = p B g, c’est-̀a-dire quef est une fonction
deg.

g

f

�

–1 –1p = f ◦ g
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5. Treillis des partitions et quantification

5.1. Une équivalence de fonctions sur� et un pré-ordre

Soit f : � → F et g : � → G. Alors, g � f ou f � g ou f est
“mesurable” par rapport̀a g si l’une des conditionśequivalentes
suivantes est v́erifiée :

• ∀ω ∈ �, ∀ω′
∈ �, g(ω) = g(ω′) H⇒ f (ω) = f (ω′),

c’est-̀a-dire que l’observationg est plus forte (pas plus faible) que
l’observation f si, lorsqueω etω′ ne peuvent̂etre distingúes parg,
ils ne peuvent pas non plusêtre distingúes parf ;

• ∃p : im g → im f : f = p B g, c’est-̀a-dire quef est une fonction
deg.

Cette relation est unpré-ordresur les fonctions sur� ;
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Aperçu succinct des . . .

Treillis des partitions . . .

Discrétisation, . . .

Résultats . . .

Conditions . . .

Page 15 sur 33

Plein écran
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5. Treillis des partitions et quantification

5.1. Une équivalence de fonctions sur� et un pré-ordre

Soit f : � → F et g : � → G. Alors, g � f ou f � g ou f est
“mesurable” par rapport̀a g si l’une des conditionśequivalentes
suivantes est v́erifiée :

• ∀ω ∈ �, ∀ω′
∈ �, g(ω) = g(ω′) H⇒ f (ω) = f (ω′),

c’est-̀a-dire que l’observationg est plus forte (pas plus faible) que
l’observation f si, lorsqueω etω′ ne peuvent̂etre distingúes parg,
ils ne peuvent pas non plusêtre distingúes parf ;

• ∃p : im g → im f : f = p B g, c’est-̀a-dire quef est une fonction
deg.

Cette relation est unpré-ordresur les fonctions sur� ; c’est un ordre
pour lesclasses d’́equivalence de fonctionssur� : f et g sont
équivalentes( f ∼ g) si{

f � g et g � f
}

⇐⇒
{
g(ω) = g(ω′) ⇔ f (ω) = f (ω′)

}
⇐⇒ ∃p injective (bijective) : im g → im f : f = p B g .
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Note : f � g H⇒ ∀h : �′
→ �, f B h � g B h.
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Note : f � g H⇒ ∀h : �′
→ �, f B h � g B h.

5.2. Partitions
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Note : f � g H⇒ ∀h : �′
→ �, f B h � g B h.

5.2. Partitions

• f : � → F définit unerelation d’équivalence sur� :

ω
f
≡ ω′

⇐⇒ f (ω) = f (ω′) ⇐⇒ ω ∈ f −1
(

f (ω′)
)

.
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Note : f � g H⇒ ∀h : �′
→ �, f B h � g B h.

5.2. Partitions

• f : � → F définit unerelation d’équivalence sur� :

ω
f
≡ ω′

⇐⇒ f (ω) = f (ω′) ⇐⇒ ω ∈ f −1
(

f (ω′)
)

.

• La partition de� en (f -)classes d’́equivalence est notée�/ f ;
cette partition est en bijection avecim f .
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Note : f � g H⇒ ∀h : �′
→ �, f B h � g B h.

5.2. Partitions

• f : � → F définit unerelation d’équivalence sur� :

ω
f
≡ ω′

⇐⇒ f (ω) = f (ω′) ⇐⇒ ω ∈ f −1
(

f (ω′)
)

.

• La partition de� en (f -)classes d’́equivalence est notée�/ f ;
cette partition est en bijection avecim f .

• f � g ⇐⇒ toute f -classe est l’union deg-classes ;
⇐⇒ touteg-classe est incluse dans unef -classe ;
⇐⇒ �/g estplus fineque�/ f .
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Note : f � g H⇒ ∀h : �′
→ �, f B h � g B h.

5.2. Partitions

• f : � → F définit unerelation d’équivalence sur� :

ω
f
≡ ω′

⇐⇒ f (ω) = f (ω′) ⇐⇒ ω ∈ f −1
(

f (ω′)
)

.

• La partition de� en (f -)classes d’́equivalence est notée�/ f ;
cette partition est en bijection avecim f .

• f � g ⇐⇒ toute f -classe est l’union deg-classes ;
⇐⇒ touteg-classe est incluse dans unef -classe ;
⇐⇒ �/g estplus fineque�/ f .

• Un repr ésentant sṕecial : pour tout f : � → F , il existe
5 : � → � tel que5 B 5 = 5 (projection) et5 ∼ f ;
essentiellement,5 applique toutω sur unω dans la m̂eme
f -classe queω.
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5.3. Opérations sur le treillis des partitions
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Zoom Main

Copier Coller

Signets Dest.

JJ J I II

5.3. Opérations sur le treillis des partitions

Plus petite borne sup : la plus grossìere des partitions plus fine que
�/ f et�/g ; elle est engendrée parh : � → F × G telle que
h(ω) =

(
f (ω), g(ω)

)
; h est un repŕesentant def ∨ g.

f -classes g-classes ( f ∨ g)-classes
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5.3. Opérations sur le treillis des partitions

Plus petite borne sup : la plus grossìere des partitions plus fine que
�/ f et�/g ; elle est engendrée parh : � → F × G telle que
h(ω) =

(
f (ω), g(ω)

)
; h est un repŕesentant def ∨ g.

f -classes g-classes ( f ∨ g)-classes

Bottom (not́e⊥) : la classe des fonctionsconstantessur�.
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5.3. Opérations sur le treillis des partitions

Plus petite borne sup : la plus grossìere des partitions plus fine que
�/ f et�/g ; elle est engendrée parh : � → F × G telle que
h(ω) =

(
f (ω), g(ω)

)
; h est un repŕesentant def ∨ g.

f -classes g-classes ( f ∨ g)-classes

Bottom (not́e⊥) : la classe des fonctionsconstantessur�.

Top (not́e>) : la classe des fonctionsinjectivessur�.
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5.3. Opérations sur le treillis des partitions

Plus petite borne sup : la plus grossìere des partitions plus fine que
�/ f et�/g ; elle est engendrée parh : � → F × G telle que
h(ω) =

(
f (ω), g(ω)

)
; h est un repŕesentant def ∨ g.

f -classes g-classes ( f ∨ g)-classes

Bottom (not́e⊥) : la classe des fonctionsconstantessur�.

Top (not́e>) : la classe des fonctionsinjectivessur�.

Continuit é ? Soit X : � → {1, . . . , p} et soit{Xn = X/n}n∈N.
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5.3. Opérations sur le treillis des partitions

Plus petite borne sup : la plus grossìere des partitions plus fine que
�/ f et�/g ; elle est engendrée parh : � → F × G telle que
h(ω) =

(
f (ω), g(ω)

)
; h est un repŕesentant def ∨ g.

f -classes g-classes ( f ∨ g)-classes

Bottom (not́e⊥) : la classe des fonctionsconstantessur�.

Top (not́e>) : la classe des fonctionsinjectivessur�.

Continuit é ? Soit X : � → {1, . . . , p} et soit{Xn = X/n}n∈N. Pour
toutn, �/Xn ∼ �/X
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Zoom Main

Copier Coller

Signets Dest.

JJ J I II

5.3. Opérations sur le treillis des partitions

Plus petite borne sup : la plus grossìere des partitions plus fine que
�/ f et�/g ; elle est engendrée parh : � → F × G telle que
h(ω) =

(
f (ω), g(ω)

)
; h est un repŕesentant def ∨ g.

f -classes g-classes ( f ∨ g)-classes

Bottom (not́e⊥) : la classe des fonctionsconstantessur�.

Top (not́e>) : la classe des fonctionsinjectivessur�.

Continuit é ? Soit X : � → {1, . . . , p} et soit{Xn = X/n}n∈N. Pour
toutn, �/Xn ∼ �/X mais�/( lim

n→+∞
Xn) = la partition grossìere.
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5.3. Opérations sur le treillis des partitions

Plus petite borne sup : la plus grossìere des partitions plus fine que
�/ f et�/g ; elle est engendrée parh : � → F × G telle que
h(ω) =

(
f (ω), g(ω)

)
; h est un repŕesentant def ∨ g.

f -classes g-classes ( f ∨ g)-classes

Bottom (not́e⊥) : la classe des fonctionsconstantessur�.

Top (not́e>) : la classe des fonctionsinjectivessur�.

Continuit é ? Soit X : � → {1, . . . , p} et soit{Xn = X/n}n∈N. Pour
toutn, �/Xn ∼ �/X mais�/( lim

n→+∞
Xn) = la partition grossìere.

Noter queXn 6� lim
n→+∞

Xn.
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5.4. Quantification
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5.4. Quantification

Notions ensemblistes
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5.4. Quantification

Notions ensemblistes

• q est une projection de� sur lui-mêmeà imagede cardinal finiN
(cette image est appelée lecodebook) ;
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5.4. Quantification

Notions ensemblistes

• q est une projection de� sur lui-mêmeà imagede cardinal finiN
(cette image est appelée lecodebook) ;

• q est factoriśee end B e avec

– e : � → {1, . . . , N} appeĺeecodage;

– d : {1, . . . , N} → im q ⊂ �, bijective, appeĺeedécodage;
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5.4. Quantification

Notions ensemblistes

• q est une projection de� sur lui-mêmeà imagede cardinal finiN
(cette image est appelée lecodebook) ;

• q est factoriśee end B e avec

– e : � → {1, . . . , N} appeĺeecodage;

– d : {1, . . . , N} → im q ⊂ �, bijective, appeĺeedécodage;

• seulee importe pour caractériserq du point de vue de la
mesurabilit́e (q ∼ e) ; �/q ≈ �/e définit lescellulesde la
quantification ;
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5.4. Quantification

Notions ensemblistes

• q est une projection de� sur lui-mêmeà imagede cardinal finiN
(cette image est appelée lecodebook) ;

• q est factoriśee end B e avec

– e : � → {1, . . . , N} appeĺeecodage;

– d : {1, . . . , N} → im q ⊂ �, bijective, appeĺeedécodage;

• seulee importe pour caractériserq du point de vue de la
mesurabilit́e (q ∼ e) ; �/q ≈ �/e définit lescellulesde la
quantification ;

• d définit unreprésentant(élément de�) de chaque cellule
(appartenant lui-m̂emeà cette cellule).
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Optimalit é
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Optimalit é

• Si � est un espace vectoriel normé, avećeventuellement une
mesure de probabilitéP,
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Optimalit é

• Si � est un espace vectoriel normé, avećeventuellement une
mesure de probabilitéP, l’“optimalit é” de la quantification est
définie par l’id́ee d’erreur quadratique moyenne:∫

�

‖q(ω) − ω‖
2P(dω) =

N∑
i =1

E
(
‖ωi − ω‖

2
∣∣ �i

)
× P(�i ) .
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Optimalit é

• Si � est un espace vectoriel normé, avećeventuellement une
mesure de probabilitéP, l’“optimalit é” de la quantification est
définie par l’id́ee d’erreur quadratique moyenne:∫

�

‖q(ω) − ω‖
2P(dω) =

N∑
i =1

E
(
‖ωi − ω‖

2
∣∣ �i

)
× P(�i ) .

• Deux conditions ńecessaires d’optimalité :
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Optimalit é

• Si � est un espace vectoriel normé, avećeventuellement une
mesure de probabilitéP, l’“optimalit é” de la quantification est
définie par l’id́ee d’erreur quadratique moyenne:∫

�

‖q(ω) − ω‖
2P(dω) =

N∑
i =1

E
(
‖ωi − ω‖

2
∣∣ �i

)
× P(�i ) .

• Deux conditions ńecessaires d’optimalité :

1. pour toutω, la distance deq(ω) est inf́erieure oúegaleà la
distancèa tout autréelément du codebookq(ω′) (“cellules de
Voronoi”) ;
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Optimalit é

• Si � est un espace vectoriel normé, avećeventuellement une
mesure de probabilitéP, l’“optimalit é” de la quantification est
définie par l’id́ee d’erreur quadratique moyenne:∫

�

‖q(ω) − ω‖
2P(dω) =

N∑
i =1

E
(
‖ωi − ω‖

2
∣∣ �i

)
× P(�i ) .

• Deux conditions ńecessaires d’optimalité :

1. pour toutω, la distance deq(ω) est inf́erieure oúegaleà la
distancèa tout autréelément du codebookq(ω′) (“cellules de
Voronoi”) ;

2. tout élément du codebookωi est l’esṕerance conditionnelle
deω sachant queω appartient̀a la cellule�i .
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Zoom Main

Copier Coller

Signets Dest.

JJ J I II

Optimalit é

• Si � est un espace vectoriel normé, avećeventuellement une
mesure de probabilitéP, l’“optimalit é” de la quantification est
définie par l’id́ee d’erreur quadratique moyenne:∫

�

‖q(ω) − ω‖
2P(dω) =

N∑
i =1

E
(
‖ωi − ω‖

2
∣∣ �i

)
× P(�i ) .

• Deux conditions ńecessaires d’optimalité :

1. pour toutω, la distance deq(ω) est inf́erieure oúegaleà la
distancèa tout autréelément du codebookq(ω′) (“cellules de
Voronoi”) ;

2. tout élément du codebookωi est l’esṕerance conditionnelle
deω sachant queω appartient̀a la cellule�i .

• Erreur quadratique moyenne minimale+ variance de la variable
“quantifiée”= variance deω
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Optimalit é

• Si � est un espace vectoriel normé, avećeventuellement une
mesure de probabilitéP, l’“optimalit é” de la quantification est
définie par l’id́ee d’erreur quadratique moyenne:∫

�

‖q(ω) − ω‖
2P(dω) =

N∑
i =1

E
(
‖ωi − ω‖

2
∣∣ �i

)
× P(�i ) .

• Deux conditions ńecessaires d’optimalité :

1. pour toutω, la distance deq(ω) est inf́erieure oúegaleà la
distancèa tout autréelément du codebookq(ω′) (“cellules de
Voronoi”) ;

2. tout élément du codebookωi est l’esṕerance conditionnelle
deω sachant queω appartient̀a la cellule�i .

• Erreur quadratique moyenne minimale+ variance de la variable
“quantifiée”= variance deω (donc le moment d’ordre 2 de la
variable quantifíee estsous-estiḿepar rapport̀a sa vraie valeur ;
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Optimalit é

• Si � est un espace vectoriel normé, avećeventuellement une
mesure de probabilitéP, l’“optimalit é” de la quantification est
définie par l’id́ee d’erreur quadratique moyenne:∫

�

‖q(ω) − ω‖
2P(dω) =

N∑
i =1

E
(
‖ωi − ω‖

2
∣∣ �i

)
× P(�i ) .

• Deux conditions ńecessaires d’optimalité :

1. pour toutω, la distance deq(ω) est inf́erieure oúegaleà la
distancèa tout autréelément du codebookq(ω′) (“cellules de
Voronoi”) ;

2. tout élément du codebookωi est l’esṕerance conditionnelle
deω sachant queω appartient̀a la cellule�i .

• Erreur quadratique moyenne minimale+ variance de la variable
“quantifiée”= variance deω (donc le moment d’ordre 2 de la
variable quantifíee estsous-estiḿepar rapport̀a sa vraie valeur ;le
moment d’ordre 1 — l’esṕerance — est correctement représent́e).
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6. Discrétisation, modalités pratiques
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6. Discrétisation, modalités pratiques

• On reprend l’exemple §3 et on suppose queξ = (x, w) appartient
à [−1, 1] × [−1, 1].
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6. Discrétisation, modalités pratiques

• On reprend l’exemple §3 et on suppose queξ = (x, w) appartient
à [−1, 1] × [−1, 1].

• On rappelle quey = x (x sera repŕesent́e en abscisse,w en
ordonńee).
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6. Discrétisation, modalités pratiques

• On reprend l’exemple §3 et on suppose queξ = (x, w) appartient
à [−1, 1] × [−1, 1].

• On rappelle quey = x (x sera repŕesent́e en abscisse,w en
ordonńee).

6.1. Discrétisation deξ
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6. Discrétisation, modalités pratiques

• On reprend l’exemple §3 et on suppose queξ = (x, w) appartient
à [−1, 1] × [−1, 1].

• On rappelle quey = x (x sera repŕesent́e en abscisse,w en
ordonńee).

6.1. Discrétisation deξ

• Échantillonnagèa la Monte Carlo.
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6. Discrétisation, modalités pratiques

• On reprend l’exemple §3 et on suppose queξ = (x, w) appartient
à [−1, 1] × [−1, 1].

• On rappelle quey = x (x sera repŕesent́e en abscisse,w en
ordonńee).

6.1. Discrétisation deξ

• Échantillonnagèa la Monte Carlo.

• Remplacerξ(·) : � → 4 par ξ̃ (·) = Q4
(
ξ(·)

)
où Q4 : 4 → 4

est une quantification de4.
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6. Discrétisation, modalités pratiques

• On reprend l’exemple §3 et on suppose queξ = (x, w) appartient
à [−1, 1] × [−1, 1].

• On rappelle quey = x (x sera repŕesent́e en abscisse,w en
ordonńee).

6.1. Discrétisation deξ

• Échantillonnagèa la Monte Carlo.

• Remplacerξ(·) : � → 4 par ξ̃ (·) = Q4
(
ξ(·)

)
où Q4 : 4 → 4

est une quantification de4.

• Combiner ces deux approches : les
échantillons servent de “codebook” et on
compl̀ete la quantification par la
constitution de cellules (de Voronoi)
autour deśechantillons.
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6.2. Discrétisation dey
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6.2. Discrétisation dey

Quantification de y en liaison avec celle deξ
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6.2. Discrétisation dey

Quantification de y en liaison avec celle deξ

• Dans l’exemple §3, on avait d́efini ỹ = h(̃ξ ) = x̃ et on avait
envisaǵe d’imposer la contrainteu � ỹ (voir (1)).



guy.cohen@mail.enpc.frguy.cohen@mail.enpc.fr

Introduction

Typologie des . . .

Un exemple en . . .
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6.2. Discrétisation dey

Quantification de y en liaison avec celle deξ

• Dans l’exemple §3, on avait d́efini ỹ = h(̃ξ ) = x̃ et on avait
envisaǵe d’imposer la contrainteu � ỹ (voir (1)).

• Mais si ξ̃ � ξ , il ne s’ensuit pasqueh B ξ̃ � h B ξ .
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6.2. Discrétisation dey

Quantification de y en liaison avec celle deξ

• Dans l’exemple §3, on avait d́efini ỹ = h(̃ξ ) = x̃ et on avait
envisaǵe d’imposer la contrainteu � ỹ (voir (1)).

• Mais si ξ̃ � ξ , il ne s’ensuit pasqueh B ξ̃ � h B ξ .

• Doncu � ỹ n’implique pasu � y, c’est-̀a-dire que
l’approximation dey par ỹ ne se fait paspar dessous!
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6.2. Discrétisation dey

Quantification de y en liaison avec celle deξ

• Dans l’exemple §3, on avait d́efini ỹ = h(̃ξ ) = x̃ et on avait
envisaǵe d’imposer la contrainteu � ỹ (voir (1)).

• Mais si ξ̃ � ξ , il ne s’ensuit pasqueh B ξ̃ � h B ξ .

• Doncu � ỹ n’implique pasu � y, c’est-̀a-dire que
l’approximation dey par ỹ ne se fait paspar dessous!

• Dans l’exemple on avait m̂eme (avec probabilité 1) ỹ ∼ ξ̃ : le
“bruit” était entìerement pŕevisibleà partir de l’observation
(anticipativit́e).
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Quantifications indépendantes deξ et de y
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Quantifications indépendantes deξ et de y

• Quantification Q4 : 4 → 4 et ξ̃ = Q4
B ξ .

1

2

3

4
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Quantifications indépendantes deξ et de y

• Quantification Q4 : 4 → 4 et ξ̃ = Q4
B ξ .

• Quantification QY : Y → Y et ỹ = QY
B y.

1

2

3

4
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Quantifications indépendantes deξ et de y

• Quantification Q4 : 4 → 4 et ξ̃ = Q4
B ξ .

• Quantification QY : Y → Y et ỹ = QY
B y.

• On ŕesout donc le problème nuḿeriquefini min
u�ỹ

EJ
(
u(ω), ξ̃ (ω)

)
.

1
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Aperçu succinct des . . .

Treillis des partitions . . .

Discrétisation, . . .

Résultats . . .

Conditions . . .

Page 22 sur 33

Plein écran

Zoom Main

Copier Coller

Signets Dest.

JJ J I II

Quantifications indépendantes deξ et de y

• Quantification Q4 : 4 → 4 et ξ̃ = Q4
B ξ .

• Quantification QY : Y → Y et ỹ = QY
B y.

• On ŕesout donc le problème nuḿeriquefini min
u�ỹ

EJ
(
u(ω), ξ̃ (ω)

)
.

• Le côut est mesurable sur laσ -algèbre engendrée par lapartition
finie�/(̃ξ ∨ ỹ).
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Quantifications indépendantes deξ et de y

• Quantification Q4 : 4 → 4 et ξ̃ = Q4
B ξ .

• Quantification QY : Y → Y et ỹ = QY
B y.

• On ŕesout donc le problème nuḿeriquefini min
u�ỹ

EJ
(
u(ω), ξ̃ (ω)

)
.

• Le côut est mesurable sur laσ -algèbre engendrée par lapartition
finie�/(̃ξ ∨ ỹ).

• On doit ŕesoudre

min
u1,u2

( ∑
j ∈{1,2,5,6}

P(� j ) × J(u1, ξ̃1 à4) +

∑
k∈{3,4,7,8}

P(�k) × J(u2, ξ̃1 à4)
)

.
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Récuṕeration d’une fonction d’observation
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Récuṕeration d’une fonction d’observation

• Observons que, bien quey � ξ (y = h(ξ)),
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Récuṕeration d’une fonction d’observation

• Observons que, bien quey � ξ (y = h(ξ)), on n’a pas (forćement)
ỹ � ξ̃ .
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Aperçu succinct des . . .

Treillis des partitions . . .

Discrétisation, . . .

Résultats . . .

Conditions . . .

Page 23 sur 33

Plein écran
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Récuṕeration d’une fonction d’observation

• Observons que, bien quey � ξ (y = h(ξ)), on n’a pas (forćement)
ỹ � ξ̃ .

• On peut alors remplacer̃ξ par ξ̂ ∼ ỹ ∨ ξ̃ (ici, il faut définir un
codebook̀a 8éléments).
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Récuṕeration d’une fonction d’observation

• Observons que, bien quey � ξ (y = h(ξ)), on n’a pas (forćement)
ỹ � ξ̃ .

• On peut alors remplacer̃ξ par ξ̂ ∼ ỹ ∨ ξ̃ (ici, il faut définir un
codebook̀a 8éléments).

• Alors ỹ � ξ̂
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Récuṕeration d’une fonction d’observation

• Observons que, bien quey � ξ (y = h(ξ)), on n’a pas (forćement)
ỹ � ξ̃ .

• On peut alors remplacer̃ξ par ξ̂ ∼ ỹ ∨ ξ̃ (ici, il faut définir un
codebook̀a 8éléments).

• Alors ỹ � ξ̂ ⇐⇒ ∃h̃ : ỹ = h̃(̂ξ )

ξ̂1 ξ̂2 ξ̂3 ξ̂4 ξ̂5 ξ̂6 ξ̂7 ξ̂8

ỹ 1 1 2 2 1 1 2 2
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Récuṕeration d’une fonction d’observation

• Observons que, bien quey � ξ (y = h(ξ)), on n’a pas (forćement)
ỹ � ξ̃ .

• On peut alors remplacer̃ξ par ξ̂ ∼ ỹ ∨ ξ̃ (ici, il faut définir un
codebook̀a 8éléments).

• Alors ỹ � ξ̂ ⇐⇒ ∃h̃ : ỹ = h̃(̂ξ )

ξ̂1 ξ̂2 ξ̂3 ξ̂4 ξ̂5 ξ̂6 ξ̂7 ξ̂8

ỹ 1 1 2 2 1 1 2 2

• On doit maintenant résoudre

min
u1,u2

( 8∑
j =1

P(� j ) × J
(
uh̃(̂ξ j )

, ξ̂ j
))

.
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Une façon de pŕeserver des “arbres de sćenarios”
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Aperçu succinct des . . .

Treillis des partitions . . .

Discrétisation, . . .

Résultats . . .

Conditions . . .

Page 24 sur 33

Plein écran
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Une façon de pŕeserver des “arbres de sćenarios”
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Une façon de pŕeserver des “arbres de sćenarios”
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Une façon de pŕeserver des “arbres de sćenarios”
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Zoom Main

Copier Coller

Signets Dest.

JJ J I II

7. Résultats nuḿeriques sur un problème test
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7. Résultats nuḿeriques sur un problème test

7.1. Caractéristiques du problème test
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7. Résultats nuḿeriques sur un problème test

7.1. Caractéristiques du problème test

Probl̀eme de commande optimale stochastique en temps discret avec
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7. Résultats nuḿeriques sur un problème test

7.1. Caractéristiques du problème test

Probl̀eme de commande optimale stochastique en temps discret avec

• une variable d’́etat (niveau d’eau dans un barrage entre 0 et 2),
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7. Résultats nuḿeriques sur un problème test

7.1. Caractéristiques du problème test

Probl̀eme de commande optimale stochastique en temps discret avec

• une variable d’́etat (niveau d’eau dans un barrage entre 0 et 2),

• une variable de commande (turbiné entre 0 et 1),
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7. Résultats nuḿeriques sur un problème test

7.1. Caractéristiques du problème test

Probl̀eme de commande optimale stochastique en temps discret avec

• une variable d’́etat (niveau d’eau dans un barrage entre 0 et 2),

• une variable de commande (turbiné entre 0 et 1),

• deux bruits blancs (demande d’électricit́e et apport d’eau) observés
de façon causale,
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7. Résultats nuḿeriques sur un problème test

7.1. Caractéristiques du problème test

Probl̀eme de commande optimale stochastique en temps discret avec

• une variable d’́etat (niveau d’eau dans un barrage entre 0 et 2),

• une variable de commande (turbiné entre 0 et 1),

• deux bruits blancs (demande d’électricit́e et apport d’eau) observés
de façon causale,

• un côut à optimiser (avec ressource auxiliaireà prix marginal
variable) sur 24 pas de temps.
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7.2. Examen des ŕesultats nuḿeriques
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7.2. Examen des ŕesultats nuḿeriques

• On ŕesout nuḿeriquement le problème sur l’arbre de scénarios
obtenus̀a partir de 3000 chroniques par quantification “forward”
pour obtenir un arbre binaire.



guy.cohen@mail.enpc.frguy.cohen@mail.enpc.fr

Introduction

Typologie des . . .

Un exemple en . . .
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7.2. Examen des ŕesultats nuḿeriques

• On ŕesout nuḿeriquement le problème sur l’arbre de scénarios
obtenus̀a partir de 3000 chroniques par quantification “forward”
pour obtenir un arbre binaire.

• La résolution donne en chaque nœud de l’arbre les valeurs
optimales de

– l’ état,

– la commande,

– l’ état adjoint (ńecessaire pour calculer le gradient).
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7.2. Examen des ŕesultats nuḿeriques

• On ŕesout nuḿeriquement le problème sur l’arbre de scénarios
obtenus̀a partir de 3000 chroniques par quantification “forward”
pour obtenir un arbre binaire.

• La résolution donne en chaque nœud de l’arbre les valeurs
optimales de

– l’ état,

– la commande,

– l’ état adjoint (ńecessaire pour calculer le gradient).

• On examine, pour tous les nœuds de l’arbreà chacun des pas de
temps, le nuage de points des couples (état, commande) et (état,
état adjoint).
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où x0 etwt sont des variables aléatoirespas ńecessairement
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8.1. Formulation

Dynamique :

xt+1 = ft(xt , ut , wt+1) ,

où x0 etwt sont des variables aléatoirespas ńecessairement
indépendantes.

Coût :

E
(

K (xT ) +

T−1∑
t=0

L t(xt , ut , wt+1)
)

.
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commande optimale stochastique

8.1. Formulation

Dynamique :

xt+1 = ft(xt , ut , wt+1) ,

où x0 etwt sont des variables aléatoirespas ńecessairement
indépendantes.

Coût :

E
(

K (xT ) +

T−1∑
t=0

L t(xt , ut , wt+1)
)

.

Contrainte de mesurabilité : soitFt la σ -algèbre engendrée par
{x0, w1, . . . , wt} : on imposèa la commandeut d’être mesurable par
rapportàGt ⊂ Ft , ce qui est́equivalent̀a :

ut = E(ut | Gt) , p.s.
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Aperçu succinct des . . .

Treillis des partitions . . .

Discrétisation, . . .

Résultats . . .

Conditions . . .

Page 32 sur 33

Plein écran
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8.2. Conditions d’optimalit é

Première forme :

xt+1 = ft(xt , ut , wt+1) ,

λt =
(
( ft)

′

x(xt , ut , wt+1)
)>

λt+1 +
(
(L t)

′

x(xt , ut , wt+1)
)>

,

λT =
(
K ′(xT )

)>
,

E
((

( ft)
′

u(xt , ut , wt+1)
)>

λt+1 +
(
(L t)

′

u(xt , ut , wt+1)
)>

∣∣ Gt

)
= 0 .
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λt =
(
( ft)

′

x(xt , ut , wt+1)
)>

λt+1 +
(
(L t)

′

x(xt , ut , wt+1)
)>

,

λT =
(
K ′(xT )

)>
,

E
((

( ft)
′

u(xt , ut , wt+1)
)>

λt+1 +
(
(L t)

′

u(xt , ut , wt+1)
)>

∣∣ Gt

)
= 0 .

Deuxième forme :on poseµt = E(λt | Ft)



guy.cohen@mail.enpc.frguy.cohen@mail.enpc.fr

Introduction

Typologie des . . .

Un exemple en . . .
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Première forme :

xt+1 = ft(xt , ut , wt+1) ,

λt =
(
( ft)

′

x(xt , ut , wt+1)
)>

λt+1 +
(
(L t)

′

x(xt , ut , wt+1)
)>

,

λT =
(
K ′(xT )

)>
,

E
((

( ft)
′

u(xt , ut , wt+1)
)>

λt+1 +
(
(L t)

′

u(xt , ut , wt+1)
)>

∣∣ Gt

)
= 0 .

Deuxième forme :on poseµt = E(λt | Ft)

xt+1 = ft(xt , ut , wt+1) ,

µt = E
((

( ft)
′

x(xt , ut , wt+1)
)>

µt+1 +
(
(L t)

′

x(xt , ut , wt+1)
)>

∣∣ Ft

)
,

µT =
(
K ′(xT )

)>
,

E
((

( ft)
′

u(xt , ut , wt+1)
)>

µt+1 +
(
(L t)

′

u(xt , ut , wt+1)
)>

∣∣ Gt

)
= 0 .
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8.3. Exploitation (de la première forme) dans une ḿethode
“particulaire” (cas Gt = Ft )
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Zoom Main

Copier Coller

Signets Dest.

JJ J I II

8.3. Exploitation (de la première forme) dans une ḿethode
“particulaire” (cas Gt = Ft )

Les “particules” sont des “scénarios”

(xi
0, w

i
1, . . . , w

i
T ), i = 1, . . . , N.
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8.3. Exploitation (de la première forme) dans une ḿethode
“particulaire” (cas Gt = Ft )

Les “particules” sont des “scénarios”

(xi
0, w

i
1, . . . , w

i
T ), i = 1, . . . , N.

Pour chaque particule i , on calcule :

xi
t+1 = ft(x

i
t , ui

t , w
i
t+1) ,

λi
t =

(
( ft)

′

x(x
i
t , ui

t , w
i
t+1)

)>
λi

t+1 +
(
(L t)

′

x(x
i
t , ui

t , w
i
t+1)

)>
,

λi
T =

(
K ′(xi

T )
)>

,
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8.3. Exploitation (de la première forme) dans une ḿethode
“particulaire” (cas Gt = Ft )

Les “particules” sont des “scénarios”

(xi
0, w

i
1, . . . , w

i
T ), i = 1, . . . , N.

Pour chaque particule i , on calcule :

xi
t+1 = ft(x

i
t , ui

t , w
i
t+1) ,

λi
t =

(
( ft)

′

x(x
i
t , ui

t , w
i
t+1)

)>
λi

t+1 +
(
(L t)

′

x(x
i
t , ui

t , w
i
t+1)

)>
,

λi
T =

(
K ′(xi

T )
)>

,

et on fait ensuite interagir les particules pourévaluer le long de chaque
particule le gradient projeté par rapport̀aUt pour toutt :

E
((

( ft)
′

u(Xt ,Ut , Wt+1)
)>

3t+1 +
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(L t)

′

u(Xt ,Ut , Wt+1)
)>
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i
t )

)
.
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