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Résumé

Cet article est la continuation de l’essai sur Baire et les automates présenté aux journées mon-
toises précédentes. Nous y présentons, sous forme historique, les liens entre ordinaux dénombrables,
ensembles coanalytiques, jeux et automates d’arbre infinis. On sait, depuis D.Niwinski, que l’on peut
définir un ensemble coanalytique non borélien à l’aide d’un automate d’arbre mais l’on sait peut être
moins chez les informaticiens qu’un résultat similaire dû à Hurewicz existait depuis 1927. L’ensemble
des compacts de [0,1] inclus dans l’ensemble des rationnels est un coanalytique complet. Nous nous
appuierons sur le livre Descriptive set theory and the structure of sets of uniqueness de A. Kechris
et A. Louveau. Notre but est de prouver que l’on peut extraire des connaissances sur les automates
d’arbres en lisant les travaux sur les σ-idéaux de compacts des analystes. En 1982, A.S. Kechris a
conjoncturé que le σ-idéal U des compacts d’unicité n’était pas borélien. Cette conjecture a été prouvé
en 1983 par R. Solovay (et de manière indépendante par R. Kaufman en 1984). Sa preuve utilise en
particulier le théoreme de Salem Zygmund liant les ensembles d’unicité aux nombre de Pisot.
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1 Introduction

Je veux dédier cet article à la mémoire de Gilbert Walusinski mon professeur de Mathématiques de
cinquième qui nous a quitté au début de cette d’année 2006. Promoteur de la réforme des maths modernes,
il fut avec d’autres à l’origine de l’introduction des ensembles en classe de sixième, et franchement je
calculais plus vite dans le semi-anneau de boole, qu’en base 10. Cet article est écrit à deux, un véritable
analyste le premier auteur, et un hybride moi même. Alain pour me rassurer et réaliser un vieux rève,
apprendre l’autre versant de théorèmes aperçus lors d’un séminaire. Revenons en arrière octobre 1984,
je passe dans un couloir de Jussieu un titre m’attire jeux de Mistigri. Je suis au laboratoire de la théorie
du potentiel, Gustave Choquet et ses élèves. L’un d’eux, Alain Louveau, enseigne la théorie effective des
ensembles boréliens, une partie de ce qu’on trouve dans le livre de Moschovakis Descriptive Set Theory

[28], il organise un groupe de travail sur ce sujet et expose à ce groupe, avant les deux scéances sur les jeux
de Mistigri, deux autres scéances sur la théorie des σ-ideaux de compacts avec des applications à l’étude
des ensembles d’unicités. Lors de la première scéance je découvre que K(Q) l’ensemble des compacts de
2ω qui sont inclus dans Q = {α ∈ 2ω| ∃m ∀n ≥ m α(n) = 0} est un coanalytique complet. La notation
Q pour les parties finies de N souligne que c’est un ensemble dénombrable dense comme les rationnels.
Le théorème en fait date de 1927, l’ensemble des compacts de [0,1] inclus dans l’ensemble des rationnels
est un coanalytique complet. Ce résultat est dû à Witold Hurewicz, mathématicien polonais né en 1904
à Lodz et décédé en 1956 à Mexico. A l’époque je ne compris rien au quatre scéances successives sauf
que l’on parlait des compacts d’un ensemble reconnaissable par automate de Büchi, puis que l’on jouait
contre ce même ensemble. L’article Baire et les automates traitait entre autres des analogies entre les
travaux d’Alain Louveau et Jean Saint Raymond, les jeux de Mistigri, et les travaux de Landweber. On y

217



218 Witold Hurewicz et les automates

soulignait en particulier le lien entre la hiérarchie de Wadge et la hiérarchie de Wagner, puis on y abordait
le lien entre ensembles coanalytiques et ordinaux dénombrables, objet pour lequel j’ai toujours eu une
fascination répulsion. Ce nouvel article voudrait reprendre de manière historique et intuitive ce lien qui
est présent dans la théorie des automates d’arbres infini. Première preuve par induction transfinie chez
Cantor, lors de l’étude de l’unicité des coefficients d’une série trigonométrique. Découverte par Suslin qu’il
existe des ensembles analytiques (projection d’un ensemble borélien) non boréliens. Mise en évidence par
Lusin et Sierpinski du lien entre ensembles coanalytiques (complémentaires d’ensemble analytiques) et
ordinaux dénombrables. Premiers exemples dans l’analyse d’ensemble coanalytiques complets donnés par
Hurewicz : K(Q) et Kω([0, 1]), l’ensemble des compacts dénombrables de [0, 1]. Travaux de Rabin sur
les automates d’arbres, décidabilité de S2S. Travaux de Solovay et Kaufman sur les compacts d’unicités.
Intérèt de l’étude de ces travaux pour les automates d’arbres.

Witold Hurewicz commença ses études à l’université de Varsovie puis les continua à l’université de Vienne
sous la direction de Hans Hahn et de Karl Menger. Il obtint son doctorat en 1926, puis fut l’assistant de
Brouwer à Amsterdam de 1928 à 1936. Il poursuivit sa carrière aux Etats Unis où il contribua à l’effort de
guerre américain, par des recherches sur la stabilité des systèmes linéaires discrets. C’est à ce titre qu’il
est cité au chapitre 16 linear sequential machine du livre de Samuel Eilenberg Automata Languages and

Machines [8, 14, 9]. De 1945 jusqu’à sa mort, il travailla au MIT. Witold Hurewicz fit une chute d’une
pyramide mexicaine lors d’un colloque sur la topologie algébrique et en mourut.

2 Premier Travaux d’Hurewicz

Les premiers travaux de Witold Hurewicz portent sur la théorie descriptive des ensembles et sont
intéressants pour la théorie des automates. Nous discuterons en particulier de trois théorèmes.

Le premier énonce que tout ensemble dénombrable dense D d’un espace métrique compact non dénombrable
E est Σ

0

2
complet. La notation Σ

0

2
, due à Addison, remplace la notation Fσ des anciens, Σ

0

2
(E) est la

classe des réunions dénombrables de fermés de E. Dire que D est Σ
0

2
complet signifie que D est Σ

0

2

et que l’on peut obtenir tous les Σ
0

2
de E à partir de D par image réciproque de fonctions conti-

nues. Le théorème s’applique donc en particulier à l’ensemble reconnaissable par automate de Büchi
Q = {α ∈ 2ω| ∃m ∀n ≥ m α(n) = 0}, puisque Q est un sous ensemble dénombrable dense de l’espace de
Cantor 2ω.

Le deuxième théorème mérite une préparation à la notion d’Hurewicz test. Le mathématicien polonais
Kazimierz Kuratowski a établi la caractérisation suivante des graphes planaires :

Un graphe fini est planaire si et seulement si il ne contient pas de sous-graphe qui est une expansion de
K5 (la clique à 5 sommets) ou K3,3 (le graphe complet biparti à 3+3 sommets). L’expansion d’un graphe
est le résultat de l’ajout d’un ou plusieurs sommets sur une ou plusieurs arêtes. Ce résultat peu donner
l’intuition de ce qui passe lorsque on veut savoir si un ensemble est d’une certaine classe borélienne. En
théorie descriptive des ensembles, pour montrer qu’un ensemble est compliqué, il est usuel de noter qu’il
est plus compliqué qu’un exemple bien connu. Si un ensemble A dans un espace métrique n’est pas fermé
il contient une suite (xn) qui converge vers un point x n’appartenant pas à A. Considérons le compact
C formé d’une suite convergente et de sa limite dans 2ω en la choisissant la plus simple possible, par
exemple C = {0ω} ∪ {0n10ω}. On a alors la dichotomie suivante.

Théorème 2.1. Soit A ⊂ 2ω Borélien, alors une et une seulement des assertions suivantes est vraie :

i) A est fermé

ii) Il existe une fonction continue injective u : C −→ 2ω tel que u−1(A) = {0n10ω}
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Le cas fermé est donc assez compréhensible. Rappelons maintenant qu’un ensemble Polonais est (en
gros) un espace métrique complet séparable. L’espace polonais de référence est l’espace de Baire ωω, i.e.,
l’espace des suites infinies d’entiers qui est homéomorphe à l’ensemble reconnaissable par automate de
Buchi déterministe Q̌ = {α ∈ 2ω| ∀m ∃n > m α(n) = 1} le complémentaire de Q. On peut voir Q̌ comme
l’ensemble des fonctions caractéristiques des parties infinies de N. Un ensemble A d’un espace Polonais
P est analytique s’il est l’image continue de l’espace de Baire. Un ensemble est coanalytique si son
complémentaire est analytique. On note Π

0

2
(P ), Gδ à l’ancienne, la classe des intersections dénombrables

d’ouvert du Polonais P .

Théorème 2.2. (Hurewicz) Soit B un sous ensemble coanalytique d’un compact métrisable E, alors une
et une seulement des assertions suivantes est vraie :

i) B est Π
0

2
(E)

ii) Il existe une fonction continue injective u : 2ω −→ E tel que u−1(B) = Q

Un ensemble analytique non Fσ contient comme fermé relatif un ensemble homéomorphe à l’espace de
Baire, un ensemble homéomorphe à Q̌ = {α ∈ 2ω| ∀m ∃n > m α(n) = 1}. En fait Q est un Hurewicz test
pour la classe Π

0

2
(P ). Ce théorème a été généralisé par Alain Louveau et Jean Saint Raymond à toutes

les classes de Wadge Borélienne [25] dans des espaces polonais non dénombrables. Il serait dommage de
ne pas remarquer que les ensembles tests d’Hurewicz peuvent être choisis reconnaissables par automates
quand ils le peuvent. Et à contrario, il serait dommage de ne pas savoir que les invariants topologiques
de Wagner, les chaines et les superchaines que l’on calcule sur les automates de mots infinis, donnent
sur les ensemble ω-rationnels des versions fortes de théorème à la Hurewicz. Il nous semble que la même
philosophie est à l’oeuvre dans les résultats récents de Damian Niwinski et Igor Walukiewicz sur les
automates d’arbres déterministes.

Venons en maintenant au troisième théorème. Les analystes et les théoriciens descriptifs savent que si
E est un espace métrique compact alors K(E) l’espace des compacts de E est aussi un espace métrique
compact, ah la topologie de Léopold Vietoris 1891 2002, ça conserve. Soit maintenant Q l’ensemble des
rationnels de R et soit Q′ = Q∩ [0, 1] notons K(Q′) = {K ∈ K([0, 1] | K ⊂ Q′} l’ensemble des compacts
inclus dans les rationnels.

Théorème 2.3. (Hurewicz) K(Q′) est un ensemble coanalytique complet.

En fait pour tout compact métrique non dénombrable E et tout sous ensemble dénombrable dense D de
E, K(D), l’ensemble des compacts de E inclus dans D, est un coanalytique complet. Ce résultat doit
être absolument rapproché des travaux de Rabin [34, 35] et de Niwinski[29]. De ce résultat Hurewicz a
déduit que pour tout espace métrique compact non dénombrable E , Kω(E) l’ensemble des compacts
dénombrable de E est un coanalytique complet.
Les théoriciens descriptifs des ensembles savent qu’ensembles coanalytiques et ordinaux dénombrables
sont étroitement liés par la notion de rang coanalytique. La notion de rang est utile en analyse. Un rang
sur un ensemble A est une fonction assignant à chaque élément de A un ordinal dénombrable. On sait
que les ordinaux furent découvert par Cantor lors de travaux sur les séries trigonométriques. Riemann
et Heine se posaient la question suivante : si une fonction f admet un développement trigonométrique
f(x) =

∑
n

cneinx, est ce que ce développement est unique ? Cantor donna une solution positive à ce
problème en 1870. Il fut alors amené à montrer que l’unicité était vraie même si l’on s’autorisait un fermé
dénombrable de points exceptionnels. Ce fut à cette occasion qu’il introduisit l’élimination transfinie des
points isolés d’un fermé de R. La notion de rang est très utile en théorie descriptive des ensemble dans
l’étude des ensembles coanalytiques. Lusin et Sierpinski montrèrent dans les années 1920 que l’ensemble
des codes d’ordinaux dénombrables était le coanalytique complet. Puis Lusin montra le théorème de
la borne. Les conditions de définissabilité de l’ordre associé ont conduit à la notion moderne, due à
Moschovakis, de rang coanalytique. L’idée se comprend assez bien sur les compacts dénombrable de [0, 1]
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à chaque point de l’ensemble on associe un ordinal dénombrable, le nombre transfini de fois pour lequel en
éliminant les points isolé du compact dénombrable on arrivera au vide. Ce rang est un rang coanalytique
et le fait que Kω([0, 1]) soit un vrai coanalytique, i.e., Kω([0, 1]) n’est pas Borel s’obtient en montrant
que ce rang n’est pas borné sous ω1, c’est à dire que pour tout ordinal dénombrable ξ on peut trouver un
compact dénombrable dont l’élimination des points isolés prend au moins le temps ξ. Avec Hurewicz, Lusin
et Sierpinski la boucle amorcée par Cantor est bouclée. Les ordinaux dénombrables c’est compliqué parce
que les codes d’ordinaux dénombrables forment un coanalytique complet. Les ordinaux dénombrables
c’est compliqué parce que les codes d’ordinaux dénombrables forment un coanalytique non borélien. Les
ordinaux dénombrables c’est compliqué parce que l’ensemble des codes d’ordinaux dénombrables peut se
définir par une formule du second ordre, mais pas par une formule du premier ordre.

3 Ensembles d’Unicités

Venons en maintenant à la notion d’ensemble d’unicité. C’est une notion de petitesse. Le problème de
l’unicité du développement trigonométrique peut se reformuler de la façon suivante :
Si

∑
n

cneinx = 0 est ce que tous les cn valent 0 ? La réponse est oui c’est le théorème de Cantor.
Un ensemble A du compact [0, π] est d’unicité si toute série trigonométrique qui s’annule en dehors de
A s’annule partout. D’après Cantor, les compacts dénombrables de [0, π] sont des ensembles d’unicité.
L’ensemble triadique de Cantor sur [0, π] est un ensemble d’unicité car 3 est un nombre de Pisot. En
effet, Salem et Zygmund définissent des ensembles parfaits E(ξ; η1, . . . , ηk), de construction analogue à
l’ensemble triadique de Cantor, et montrent le très beau résultat :

Théorème 3.1. (Salem Zygmund) L’ensemble E(ξ; η1, . . . , ηk) est d’unicité si et seulement si θ = 1/ξ
est un nombre de Pisot et η1, . . . , ηk ∈ Q(θ)

Solovay s’est servi, parmi d’autre choses, de ce résultat, pour montrer fin 1983, que U , l’ensemble des
compacts d’unicité, était un coanalytique complet. De manière indépendante, R. Kaufman, qui étudiait
le problème de représenter les analytiques bornés du plan complexe comme les valeurs propres d’un
opérateur sur un espace de Banach, est arrivé au même résultat au début 1984. Les compacts d’unicités
et Kω([0, 1]) sont des exemples de σ-idéaux de compacts, i.e., si un compact est inclus dans une réunion
dénombrable de compacts de l’ensemble alors il est dans l’ensemble. Kechris, Louveau et Woodin ont
montré un théorème de dichotomie sur les σ-idéaux de compacts [17]. Nous pensons que ce résultat peut
être mis en rapport avec le résultat de dichotomie de Niwinski et Walukiewicz sur les automates d’arbre
déterministe [31].
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[4] J.R. Büchi. State-strategies for games in Fσδ

⋂
Gδσ . J. Symbolic Logic 48, 4. 1984. 1171-1198.
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